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Sémantika jazyka PL1
(Interpretace a modely)

Uvažme následující jednoduché formule:

A. P(a) ( Q(f(a)),
A’: P(a) ( Q(f(a)),
A’’: P(a) ( Q(f(a)) 
B. (x [P(x) ( Q(x)]

B’:   (x[P(x) ( Q(x)]

C. (x [P(x) ( Q(x)]

C’:   (x[P(x) ( Q(x)]

D. (x [P(x) ( Q(x)]

D’:   (x[P(x) ( Q(x)]
E. (x P(x)


F:    (x P(x)
Formule jazyka PL1 zastupují (podobně jako ve výrokové logice) výroky, které mohou být pravdivé či nepravdivé. Ovšem abychom mohli odpovědět na otázku, zda jsou výše uvedené formule pravdivé (či nepravdivé), musíme nejprve vědět, jaký je jejich význam, „co říkají“. 

Ve výrokové logice mohly být jednotlivé výroky pravdivé za jistých okolností a nepravdivé za jiných. Přitom ty „okolnosti“ jsme mapovali pouze jako kombinace pravdivostních hodnot elementárních výroků (0-1 tabulky) – ohodnocení výrokových proměnných. 

Rovněž v PL1 mohou být formule za jistých okolností pravdivé a za jiných okolností nepravdivé. Zde ovšem budeme ty „okolnosti“ mapovat složitěji – dle struktury elementárního výroku – jako interpretace speciálních symbolů (predikátových nebo funkčních). 

Mohli bychom říct, že např. formule B „říká“, že „existuje x takové, že x je P nebo x je Q“, ale to k vyhodnocení pravdivosti nestačí. Musíme vědět, „o čem mluvíme“ – co může být hodnotou proměnné x – prvek jakého universa diskursu (předmětné oblasti), a o čem mluví to „P“ a „Q“ – co je tím v daném universu označeno.
Zvolme tedy universum U = předmětnou oblast, o které chceme něco vypovídat:

Nechť 


U = množina přirozených čísel N.

Predikátové symboly slouží k označování „vlastností“ a „vztahů“, přesněji podmnožin Kartézského součinu U (...( U, dle arity symbolu. Je-li arita = 1, označují prostě podmnožiny universa. V našem případě zvolme tedy dvě podmnožiny N, např.

PU = sudá čísla, QU = čísla dělitelná třemi: {0, 3, 6, 9, 12, ...}
a dohodněme se, že P označuje PU a Q označuje QU (P ( PU), (Q ( QU). 
Abychom mohli vyhodnotit formule A, A‘, A‘‘, zbývá se dohodnout, co znamenají symboly „a“ a „f“. Symbol „a“ je funkční symbol s aritou 0, tedy konstanta: V rámci zvoleného universa má označovat jeden určitý prvek (na rozdíl od proměnné).   
Nechť 



a ( 9.

Symbol „f“ je funkční symbol s aritou 1, musí tedy označovat zobrazení (tj. funkci) z universa do universa: N ( N. Zvolme např. funkci fU = násobení 3 (každému číslu přiřadí jeho trojnásobek):


f ( fU (= 3x)

Říkáme, že jsme zvolili interpretační strukturu I: (N, {PU, QU}, {fU, 9}( a interpretovali predikátové symboly P, Q (P (  PU, Q ( QU) a funkční symboly f, a (f ( fU, a ( 9).

Nyní teprve můžeme vyhodnocovat pravdivost jednotlivých formulí v interpretaci I: 

Formule A „říká“, že prvek, který obdržíme interpretací a má ležet v množině, kterou obdržíme interpretací symbolu P, nebo prvek, který obdržíme interpretací termu f(a) má ležet v množině, kterou obdržíme interpretací symbolu Q. Musíme proto nejprve vyhodnotit hodnotu termu f(a) v dané interpretaci: 3.9 = 27. Tedy ptáme se, zda:

9 ( PU nebo 27 ( QU ? 

Odpověď je ANO, neboť 9 sice není sudé číslo, ale 27 je násobek tří. 

Říkáme, že formule A je pravdivá v interpretaci I, nebo že struktura I je modelem formule A, zapíšeme: |=I A
Formule A’ však není v uvedené interpretaci pravdivá, neboť má platit, že 

9 ( PU a 27 ( QU , avšak to neplatí, neboť 9 ( PU.

Formule A’’ je pravdivá v interpretaci I, struktura I je rovněž modelem formule A’’, zapíšeme: |=I A’’.

Vyhodnocení formulí B – F je komplikováno tím, že se zde vyskytují symboly kvantifikátorů ((, (). Zkusme nejprve jednoduchý případ E: (x P(x), „existuje x, které je P“ a F: (x P(x), „všechna x jsou P“.

Proměnná x je rovněž term, označuje prvek universa, ale ne konstantní prvek (jako tomu bylo u konstanty a). Označený prvek závisí na ohodnocení (valuaci) e proměnné x. Tak např. 

 
e1(x) = 0, e2(x) = 1, e3(x) = 2, ...
Ovšem formule (x P(x), (x P(x) jsou uzavřené (vzhledem k valuaci proměnné x), to znamená, že jejich pravdivostní hodnota v dané interpretaci nezávisí na zvolené valuaci x. Jak je tedy vyhodnotíme?

Formule (x P(x) bude pravdivá v dané interpretaci, jestliže existuje alespoň jedna valuace e taková, že prvek označený jako e(x) leží v množině PU, která je přiřazena symbolu P (v dané interpretaci). Jinými slovy, jestliže PU je neprázdná. To je jistě pravda, neboť např. 2 ( PU, 
4 ( PU, množina sudých čísel je neprázdná.



|=I (x P(x)

Formule (x P(x) bude pravdivá v dané interpretaci, jestliže pro všechny valuace e platí, že prvek označený jako e(x) leží v množině PU, která je přiřazena symbolu P (v dané interpretaci). Jinými slovy, jestliže množina PU je celé universum. To však není pravda, neboť např. 1 ( PU, 3 ( PU, atd. (stačí najít jednoho „svědka nepravdivosti“).



|(I (x P(x)

K tomu, abychom vyhodnotili formule B – C’, stačí, když si uvědomíme, že formule v hranatých závorkách definují jistý vztah mezi množinami přiřazenými symbolům P, Q (tedy mezi jejich ‘obory pravdivosti’), a to takto:

[P(x) ( Q(x)]     „x je v P nebo x je v Q“, se vztahuje na sjednocení množin: PU ( QU 
[P(x) ( Q(x)]     „x je v P a x je v Q“, se vztahuje na průnik množin: PU ( QU 
Tedy formule (x[P(x) ( Q(x)]  bude pravdivá, když alespoň pro jednu valuaci x bude platit, že získaný prvek leží v PU nebo v QU, tj. PU ( QU je neprázdná. To je jistě pravda, např. číslo 2, číslo 9, atd. Proto


|=I (x[P(x) ( Q(x)]
(některá čísla jsou sudá nebo násobky 3)
Naproti tomu formule (x[P(x) ( Q(x)] bude pravdivá, jestliže pro všechny valuace x bude platit, že získaný prvek leží v tomto sjednocení, tj. PU ( QU musí být celé universum. To však není pravda. Např. číslo 5 neleží ani v PU ani v QU (není ani sudé ani násobek 3). Proto


|(I (x[P(x) ( Q(x)]
(není pravda, že všechna čísla jsou sudá nebo násobky 3)
Podobně vyhodnotíme:


|=I (x[P(x) ( Q(x)]
(některá sudá čísla jsou násobky 3, např. číslo 6)


|(I (x[P(x) ( Q(x)]
(není pravda, že všechna čísla jsou sudá a násobky 3)

Složitější je situace s formulí tvaru [P(x) ( Q(x)]. Tato formule říká, že „pokud je x v P, pak je také v Q“. Jinými slovy (dle definice implikace), „x není v P nebo je v Q“.
Tedy formule (x[P(x) ( Q(x)] je pravdivá, když pro všechny prvky universa platí uvedená podmínka. Ta je splněna, pokud je PU ( QU (PU je podmnožinou QU). Proto v naší interpretaci I není tato formule pravdivá:
|(I (x[P(x) ( Q(x)]

(není pravda, že množina sudých čísel je podmnožinou množiny násobků 3)
Ovšem formule (x[P(x) ( Q(x)] je „skoro vždy pravdivá“ !!!
Stačí nalézt jednu valuaci x takovou, aby byla splněna uvedená podmínka. Tedy stačí nalézt jediný prvek, který neleží v PU! Např. číslo 9. Proto je

|=I (x[P(x) ( Q(x)].

Podmínka zadaná implikací je ve spojení s existenčním kvantifikátorem velice slabá. Formule (x[P(x) ( Q(x)] bude pravdivá v každé interpretaci takové, že

PU ( U nebo QU = U: 
PU není celé universum nebo QU je celé universum.

Shrnutí:
(x[P(x) ( Q(x)]
iff (PU ( QU) ( ( (sjednocení je neprázdné)
(x[P(x) ( Q(x)]
iff (PU ( QU) = U (sjednocení je celé universum)
(x[P(x) ( Q(x)]
iff (PU ( QU) ( ( (průnik je neprázdný)
(x[P(x) ( Q(x)]
iff (PU ( QU) = U (průnik je celé universum)
(x[P(x) ( Q(x)]
iff PU ( U (PU ( U) nebo QU = U
(x[P(x) ( Q(x)]
iff PU ( QU (obor pravdivosti P je podmnožinou oboru pravdivosti Q)

Úloha: Zvolte jiné interpretační struktury (nad stejným i nad jiným universem) a vyhodnoťte pravdivost formulí A – F.
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