Okruh ¢.3: Sémanticky vyklad predikatové logiky

Predikatova logika 1.fadu formalizuje usudky o vlastnostech predméta a vztazich mezi
pfedméty pevné dané predmétné oblasti (univerza). Nebudeme se zabyvat formalizaci Gisudkd,
které navic vypovidaji i o vlastnostech vlastnosti a vztahi a o vztazich mezi vlastnostmi a
vztahy. Tim se zabyvaji predikdtové logiky druhého a vyssich radii.

/jazyk predikatové logiky/:

I) Abeceda predikatové logiky je tvorena nasledujicimi skupinami symboli:
a. Logické symboly
i. predmétové (individuove) proménné: x, y, z,... (piip. s indexy)
ii. symboly pro spojky: —, A, v, D, =
iii. symboly pro kvantifikatory V, 3
iv. ptipadné binarni predikatovy symbol = (predikatova logika s rovnosti)
b. Specialni symboly (urcuji specifiku jazyka)
i. predikatové symboly: p, q, 1,... /ptip. s indexy/
ii. funkéni symboly: f, g, h,... /ptip. s indexy/
Ke kazdému funkénimu a predikatovému symbolu je pfifazeno nezaporné
¢islo n (n =2 0), tzv. arita, udavajici pocet individuovych proménnych, které
jsou argumenty funkce nebo predikatu.

c. Pomocné symboly /zavorky/: (,) /ptipadnéil,],{,}/
IT) Gramatika, ktera udava, jak tvorit:
a. termy:

1. kazdy symbol proménné je term
ii. jsou-liz;,...,¢,(n = 0) termy a je-li f n-arni funkéni symbol, pak vyraz
f(ts,...,t,) je term; pro n = 0 se jednd o nularni funkcéni symbol, neboli
individuovou konstantu (zna¢ime a, b, c, ...)
iii. jen vyrazy dle i. a ii. jsou termy
b. atomické formule:
1. je-li p n-arni predikatovy symbol a jsou-li ¢, ...,#, termy, pak vyraz
p(¢,...,t,) je atomicka formule
ii. jsou-li#; a £, termy, pak vyraz (¢; = t,) je atomicka formule
c. formule
1. kazda atomicka formule je formule
ii. je-li vyraz A formule, pak —A je formule
1ii. jsou-li vyrazy A a B formule, pak vyrazy (A v B), (A A B), (A o B),
(A = B) jsou formule
iv. je li x promé&nna a A formule, pak vyrazy VxA a 3xA jsou formule
v. jen vyrazy dle i. —iv. jsou formule
Jazyk predikatové logiky, jak byl vymezen vySe, je jazyk logiky 1. fadu, pro niz je
charakteristické to, ze jediny pripustny typ proménnych jsou individuové promeénné. Pouze
individuové proménné lze vazat kvantifikatory. (V logice 2. fadu jsou povoleny i predikatové
proménné.)

Vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, jestliZe je soucasti néjaké podformule
VxB(x) nebo IxB(x) formule A.



Proménna x je vazand ve formuli A, ma-li v A vazany vyskyt. Vyskyt proménné x ve formuli
A, ktery neni vdzany, nazyvame volny.

Proménnad x je volnd ve formuli A, ma-li v A volny vyskyt.

Formule, v niz kazd4 proménnd ma bud’ vSechny vyskyty volné nebo vSechny vyskyty
vazane, se nazyva formuli s Cistymi proménnymi.

Formule se nazyva uzavifenou, neobsahuje-li zddnou volnou proménnou. Formule, které
obsahuje asponi jednu volnou proménnou se nazyva otevienou.

Pfevod z pfirozeného jazyka do symbolického jazyka PL'.

Jde o analyzu vyrazi piirozeného jazyka v ramci PL'. Volba predikatovych (a funk&nich)
konstant je libovolna potud, ze nesmi dojit ke "’kolizi vlastnosti, funkci ¢i vztahd”. Vyrazy
jako ”vSichni”, “kazdy”, “nikdo”, apod. ’prekladame” vSeobecnym kvantifikdtorem V, vyrazy
jako “n€kdo”, ’néktefi”, apod. ’piekladdme” existencnim kvantifikatorem 3.

Pravdivost formule, interpretace, ohodnoceni

Budeme-li chtit hovofit o pravdivosti formule naptiklad Vx P(x), je potieba ji nejprve néjak
interpretovat.
V ¢em spocivé interpretace formule? Nejprve musime stanovit, ”o ¢em mluvime”, tedy jaka je
predmétnad oblast — obor proménnosti (individuovych) proménnych, tj. zvolime jistou
neprdzdnou mnozinu — universum diskursu, jejiZ prvky jsou individua. JelikoZ predikatové
symboly maji vyjadfovat vztahy mezi témito predméty — prvky universa, pfifadime kazdému
n-arnimu predikatovému symbolu jistou n-arni relaci (tj. podmnozinu Kartézského soucinu
M") nad universem M. Specielné, jedna-li se o unarni predikatovy symbol (n = 1), pak
pfifadime podmnozinu universa. Podobné funkéni symboly budou vyjadiovat n-arni funkce
nad universem: M" — M. Teprve poté, co je dand formule interpretovana, mizeme
vyhodnotit jeji pravdivost ¢i nepravdivost v dané interpretaci. Je zde vSak jesté jeden
problém, a to jsou proménné. Proménnym jazyka PL' pfifazujeme valuaci individua, tj. prvky
universa. (Proménnym jazyka PL2 mohou byt pfifazeny také vlastnosti ¢i funkce.)
Pravdivostni hodnota formule nezavisi na hodnot¢ vazanych proménnych:
Vyhodnoceni formule s vazanymi proménnymi:
VxA(x), IxA(x):
1. =1 VxA(x)[el, jestlize pro libovolné individuum i € U plati
|=1 A[e(x/1)], kde e(x/1) je valuace pfifazujici proménné x individuum 1
|=r AxA(x)[el, jestlize existuje alespoii jedno individuum
i € U takové, Ze plati |[= A[e(x/1)], kde e(x/i) ...
(Z definice kvantifikatort je zfejmé, Ze nad konecnym univerzem U = {al,...,an}, plati nasledujici ekvivalence
formuli:
B VxAXx)< A(@l) A ... AA(an)
B dxA(x) < A(al)v...v A(an)
A tedy vSeobecny kvantifikator je zobecnénim konjunkce a existencni kvantifikator je zobecnénim disjunkce.

Obsahuje-1i vSak formule n&jaké volné proménné, mizeme vyhodnotit jeji pravdivost v

interpretaci pouze v zavislosti na ohodnoceni (valuaci) volnych proménnych. Pii nckteré

valuaci mize byt formule v dané interpretaci pravdiva, pii jiné nepravdiva. Tak napi. formule
v p(f(x), )

muze byt interpretovana nad mnozinou celych cCisel tak, Ze symbolu p je ptifazena relace vétsi

nebo rovno (>), symbolu f funkce druhd mocnina (tedy f(x) “znamena” x*). Pak formule

"¥ika”, Ze pro kazdé celé &islo x plati, Ze x* je v&tsi nez nebo rovno jistému &islu y. Tedy



pravdivost formule v této interpretaci zavisi na ohodnoceni (valuaci) proménné y. Piitadime-li
napf. y €islo 5, je formule nepravdiva, pfitadime-li tfeba ¢islo -3 nebo 0, je formule pravdiva.
Obecné bude formule pravdiva (v této interpretaci) pro kazdou valuaci proménné y, ktera
ptifadi y zaporné ¢islo nebo nulu, nepravdiva pro vSechny valuace, které

Interpretace jazyka predikdtové logiky 1. Fadu je tato trojice objekti (ktera je nckdy
nazyvana interpretacni struktura):

A) Neprazdna mnoZzina M, kterd se nazyva universum diskursu a jeji prvky jsou individua.

B) Interpretace funkénich symbold jazyka, kterd pfifazuje kazdému n-arnimu funkénimu
symbolu f ur¢ité zobrazeni fy;: M" — M.

C) Interpretace predikatovych symboll jazyka, kterd pfifazuje kazdému n-drnimu
predikatovému symbolu P jistou n-arni relaci Py nad M, tj. podmnoZinu Kartézského
soudinu M".

Pr:

Splnitelnost a pravdivost v interpretaci

Formule A je splnitelnd v interpretaci I, jestlize existuje ohodnoceni e proménnych
takové, ze plati |=y A[e].

Formule A je pravdiva v interpretaci I, zna¢ime |= A, jestlize pro vsechna mozna
ohodnoceni e plati, ze |=1 A[e].

Model formule A je interpretace I, ve které je A pravdiva

(. pro vSechna ohodnoceni volnych proménnych).

Formule A je splnitelna, jestlize existuje interpretace I, ve které je splnéna, tj. jestlize
existuje interpretace I a valuace e takové, ze |[= Ale].

Formule A je tautologii (logicky pravdiva), znaime |= A, jestlize je pravdiva v kazdé
interpretaci.

Formule A je kontradikci, jestlize neexistuje interpretace I, kterd by formuli A
splnovala, tj. neexistuje interpretace a valuace, ve které by byla A pravdiva: |#; Ale].

A: Vx P(f(x), x) B: 3x P(f(x), x)

C: P(fix), x)
Interpretace I: U=N, f— x%, P — relace >
Plati, 7e: |= B. Formule B je v (N, x%, >) pravdiva.
Formule A a C jsou v (N, >, x*) splnény, ale nejsou v ni pravdivé:
LI pro ey(x) =0, e;(x) = 1 neni (0,0, (1,1) prvkem >, ale pro ex(x) = 2, e3(x) = 3,
atd., jsou dvojice (4,2), (9,3), ... prvkem relace >.
Formule A, C nejsou v (N, X2, >) pravdivé:
l#1 Aleo], |21 Ales], |#1 Cleo), [#1 Clei],
pouze je: |=1 Alez], |=1 Ales], |=1 Clez], |=1 Cles], ...



Priklady pro nazornost a lepsi pochopeni:
('neucit se, pouze si precist, aby bylo vySe uvedené na praktic. ptikladech
pochopeno!)

Uvazme nasledujici jednoduché formule:

A. P(a) v Q(f(a)), A’ P(a) A Q(f(a)), A”:P(a) > Q(f(a))

B. 3x [P(x) v Q(x)] B’: Vx[P(x) v Q(x)]
C. Ix[P(x) A Q(x)] C: Vx[P(x) A Q(x)]
D. dx [P(x) 2 Qx)] D’: Vx[P(x) o Q(x)]
E. 3x P(x) F: VxP(x)

Formule jazyka PL1 zastupuji (podobn¢ jako ve vyrokové logice) vyroky, které mohou byt
pravdivé ¢i nepravdivé. OvSem abychom mohli odpovédét na otazku, zda jsou vySe uvedené
formule pravdivé (¢i nepravdivé), musime nejprve védét, jaky je jejich vyznam, ,,co fikaji®.

Ve vyrokové logice mohly byt jednotlivé vyroky pravdivé za jistych okolnosti a nepravdivé
za jinych. Pfitom ty ,,okolnosti* jsme mapovali pouze jako kombinace pravdivostnich hodnot
elementarnich vyroku (0-1 tabulky) — ohodnoceni vyrokovych proménnych.

Rovnéz v PL1 mohou byt formule za jistych okolnosti pravdivé a za jinych okolnosti
nepravdivé. Zde ovSem budeme ty ,,0kolnosti* mapovat slozitéji — dle struktury
elementarniho vyroku — jako interpretace specidalnich symbolit (predikatovych nebo

funkcnich).

Mohli bychom fict, ze napt. formule B ,,fika", Ze ,,existuje x takové, zZe x je P nebo x je Q“, ale
to k vyhodnoceni pravdivosti nestaci. Musime védét, ,,o0 ¢em mluvime* — co muze byt
hodnotou proménné x — prvek jakého universa diskursu (predmétné oblasti), a o ¢em mluvi to
»P“a,,Q“—coje tim v daném universu oznaceno.

Zvolme tedy universum U = pfedmétnou oblast, o které chceme néco vypovidat:
Necht’ U = mnoZina prirozenych ¢isel N.

Predikatové symboly slouzi k oznacovani ,,vlastnosti“ a ,,vztaht, pfesnéji podmnozin
Kartézského soucinu U x...x U, dle arity symbolu. Je-li arita = 1, oznacuji prosté¢ podmnoZiny
universa. V naSem piipadé¢ zvolme tedy dvé podmnoziny N, napf.

PY = suda &isla, QU = ¢&isla délitelna tiemi: {0, 3, 6, 9, 12, ...}
a dohodnéme se, 7e P oznacuje PV a Q oznacuje QV (P > PY), (Q — QY).

Abychom mohli vyhodnotit formule A, A*, A*‘, zbyva se dohodnout, co znamenaji symboly
»a' a . Symbol ,,a* je funkéni symbol s aritou 0, tedy konstanta: V rdmci zvoleného
universa ma oznacovat jeden urcity prvek (na rozdil od proménné).

Necht’ a—9.

Symbol ,,f je funkéni symbol s aritou 1, musi tedy oznac¢ovat zobrazeni (tj. funkci) z universa
do universa: N — N. Zvolme napf. funkci f = nasobeni 3 (kazdému &islu ptifadi jeho
trojndsobek): f— U (=3x)

Rikame, Ze jsme zvolili interpretaéni strukturu I: (N, {PY, QV}, {f, 9}) a interpretovali
predikatové symboly P, Q (P — PY, Q — Q) a funkéni symboly £, a (f > £, a — 9).

Nyni teprve mizeme vyhodnocovat pravdivoest jednotlivych formuli v interpretaci I:



Formule A ,,fika“, ze prvek, ktery obdrzime interpretaci a ma lezet v mnoziné, kterou
obdrzime interpretaci symbolu P, nebo prvek, ktery obdrzime interpretaci termu f(a) ma lezet
v mnozing, kterou obdrzime interpretaci symbolu Q. Musime proto nejprve vyhodnotit
hodnotu termu f(a) v dané interpretaci: 3.9 = 27. Tedy ptame se, zda:

9 € PY nebo 27 € QU2

Odpovéd je ANO, nebot’ 9 sice neni sudé Cislo, ale 27 je nasobek tii.

Rikame, e formule A je pravdiva v interpretaci I, nebo Ze struktura I je modelem formule
A, zapiSeme: |=1 A

Formule A’ vSak neni v uvedené interpretaci pravdiva, nebot’ ma platit, ze

9eP’a27 ¢ QU , av8ak to neplati, nebot’ 9 ¢ pY.

Formule A”’ je pravdiva v interpretaci L, struktura I je rovn¢Z modelem formule A”’,
zapiSeme: |=y A”’.

Vyhodnoceni formuli B — F je komplikovéano tim, Ze se zde vyskytuji symboly kvantifikdtori
(¥, 3). Zkusme nejprve jednoduchy ptipad E: Ix P(x), ,.existuje x, které je P*“ a F: Vx P(x),
,»vSechna x jsou P*.

Proménna x je rovnéz term, oznacuje prvek universa, ale ne konstantni prvek (jako tomu bylo
u konstanty a). Oznaceny prvek zavisi na ohodnoceni (valuaci) e proménné x. Tak napf.

el(x) =0, ez(x) =1, 63()6) =2, ..

Ovsem formule 3x P(x), Vx P(x) jsou uzavrené (vzhledem k valuaci proménné x), to znamena,
ze jejich pravdivostni hodnota v dané interpretaci nezdvisi na zvolené valuaci x. Jak je tedy
vyhodnotime?

Formule 3x P(x) bude pravdiva v dané interpretaci, jestlize existuje alespori jedna valuace e
takova, Ze prvek oznateny jako e(x) leZi v mnozing PV, ktera je pfitazena symbolu P (v dané
interpretaci). Jinymi slovy, jestlize PV je neprdzdnd. To je jisté pravda, nebot’ napt. 2 € PV,
4 e PY, mnozina sudych ¢&isel je neprazdna.

|=1 3x P(x)

Formule Vx P(x) bude pravdiva v dané interpretaci, jestlize pro vSechny valuace e plati, ze
prvek oznadeny jako e(x) lezi v mnozin& PV, ktera je pfifazena symbolu P (v dané
interpretaci). Jinymi slovy, jestlize mnozina PV je celé universum. To viak neni pravda, nebot’
napi. 1 ¢ P, 3 ¢ PV, atd. (staéi najit jednoho ,,svédka nepravdivosti).

I#1 Vx P(x)

K tomu, abychom vyhodnotili formule B — C’, staci, kdyz si uvédomime, ze formule
v hranatych zévorkach definuji jisty vztah mezi mnozinami pfifazenymi symbolim P, Q (tedy
mezi jejich ‘obory pravdivosti’), a to takto:

[P(x) v Q(x)] ..xjevPneboxjevQ se vztahuje na sjednoceni mnozin: P¥ L QY
[P(x) AQ(x)] .xjevPaxjevQ* sevztahuje na prinik mnozin: PV n QY

Tedy formule 3x[P(x) v Q(x)] bude pravdiva, kdyz alespon pro jednu valuaci x bude platit,
7e ziskany prvek lezi v PY nebo v QU tj. PY U QY je neprazdna. To je jist& pravda, nap. &islo
2, ¢islo 9, atd. Proto



|=1 Ix[P(x) v Q(x)]  (nektera Cisla jsou suda nebo nasobky 3)

Naproti tomu formule Vx[P(x) v Q(x)] bude pravdiva, jestlize pro vsechny valuace x bude
platit, Ze ziskany prvek lezi v tomto sjednocenti, tj. PY U QY musi byt celé universum. To viak
neni pravda. Napt. &islo 5 nelezi ani v PV ani v QV (neni ani sudé ani nasobek 3). Proto

|# Vx[P(x) v Q(x)] (neni pravda, ze vSechna ¢isla jsou suda nebo nasobky 3)
Podobné vyhodnotime:
|=1 Ix[P(x) A Q(x)] (nekterd suda Cisla jsou ndsobky 3, napt. Cislo 6)

|# Vx[P(x) A Q(x)] (neni pravda, ze vSechna ¢isla jsou sudé a nasobky 3)

Slozitéjsi je situace s formuli tvaru [P(x) D Q(x)]. Tato formule tika, ze ,,pokud je x v P, pak je
také v Q“. Jinymi slovy (dle definice implikace), ,,x neni v P nebo je v Q*.

Tedy formule Vx[P(x) > Q(x)] je pravdiva, kdyZ pro vSechny prvky universa plati uvedena
podminka. Ta je splnéna, pokud je PY = QY (PY je podmnoZinou QV). Proto v nasi interpretaci
I neni tato formule pravdiva:

[#1 VX[P(x) 2 Q(x)]
(neni pravda, ze mnozina sudych ¢isel je podmnozinou mnoziny nasobkt 3)

Ovsem formule 3x[P(x) D Q(x)] je ,,skoro vZdy pravdiva“ !!!
Stac¢i nalézt jednu valuaci x takovou, aby byla splnéna uvedena podminka. Tedy staci nalézt
jediny prvek, ktery nelezi v PY! Napt. &islo 9. Proto je
[=13x[P(x) © Q()].
Podminka zadana implikaci je ve spojeni s existencnim kvantifikatorem velice slabad.
Formule 3x[P(x) © Q(x)] bude pravdiva v kazd¢ interpretaci takové, ze
PY = U nebo Q"= U: PY neni celé universum nebo QY je celé universum.
Shrnuti:
Ax[P(x) v Q(x)] iff (PY U QY) = & (sjednoceni je neprazdné)
Vx[P(x) v Q(x)] iff (PY U QY) = U (sjednoceni je celé universum)
3x[P(x) A Q(x)] iff (PY N QY) # & (pranik je neprazdny)
Vx[P(x) A Q(x)] iff (PY n Q) = U (primik je celé universum)
Ix[P(x) o Q(x)] iff PY c U (PY # U) nebo Q" =U
Vx[P(x) o Q(x)] iff PY QY (obor pravdivosti P je podmnozinou oboru pravdivosti Q)

Uloha: Zvolte jiné interpreta¢ni struktury (nad stejnym i nad jingm universem) a vyhodnotte
pravdivost formuli A —F.



