Okruh ¢.2 sémanticky vyklad vyrokové logiky

Vyrokova logika analyzuje véty az do urovné elementarnich vyroki. Strukturu téchto
elementarnich vyroku jiz dale nezkouma. Vyrok je tvrzeni, o némz ma smysl prohlasit, zda je
pravdivé ¢i nepravdivé.

Usudek Py, ..., P,/ Z je deduktivné sprdvny (platny), znaéime Py, ...,Py|= Z,

jestlize zavér Z logicky vyplyva z predpokladi Py, ..., Py, tj. za vSech okolnosti takovych, ze
jsou pravdivé vSechny predpoklady Py, ..., P,, je (za téchto okolnosti) pravdivy i zavér Z.
Okolnostmi se ve VL rozumi valuace vyrokovych proménnych, tj. jejich ohodnoceni Pravda
(1) nebo nepravda (0).

Abeceda jazyka vyrokové logiky je mnozina nasledujicich symboli:
e Vyrokové symboly: p,q, 71, .. /ptipadné s indexy/
e Symboly logickych spojek /funktorti/: —, V, A, D, =
e Pomocné symboly /zavorky/: (,) /ptipadné [,],{,}/
Symboly —, v, A, D, = nazyvame po fadé¢ funktory negace, disjunkce, konjunkce,
implikace, ekvivalence.

Gramatika jazyka vyrokové logiky rekurzivné definuje formule:
(1) Vyrokové symboly jsou formule /baze definice/.
(2) Jsou-li vyrazy A, B formule, pak jsou formulemi i vyrazy
(—=A), (AAB),(AvB),(A>B),(A=B) (%)
/induk¢éni krok definice/.
(3) Jinych formuli vyrokové logiky, nez podle bodu (1), (2) neni
fuzavér definice/.

Jazyk vyrokové logiky je mnoZina vSech formuli vyrokové logiky.

Formule vzniklé podle bodu (1) nazyvame elementarnimi /atomarnimi, primitivnimi/
Jformulemi, formule vzniklé podle bodu (2) sloZenymi formulemi.
sémantika (vyznam) formuli
Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symbolii je zobrazeni v, které ke kazdému
vyrokovému symbolu p pfifazuje pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny {1,0}, ktera
kéduje mnozinu {Pravda, Nepravda}: {pi} — {1,0}.

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symbolii je zobrazeni v, které ke kazdému
vyrokovému symbolu pfifazuje pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny {1,0}, kterd
koéduje mnozinu {pravda, nepravda}.

Pravdivostni ohodnoceni vSech vyrokovych symbolt jazyka definuje model jazyka vyrokové
logiky.

Pravdivostni funkce formule vyrokové logiky je funkce w, kterd ke kazdému pravdivostnimu
ohodnoceni vyrokovych symboll ptitfazuje pravdivostni hodnotu celé formule. Tato hodnota
je urcena takto:
(1) Pravdivostni hodnota elementdrni formule je rovna pravdivostni hodnoté vyrokového
symbolu, tj.
w(p), = v(p) pro vSechny vyrokové promeénné p.



(2) Jsou-li dany pravdivostni funkce formuli A, B, pak pravdivostni funkce formuli —A, A A
B, A v B, A © B, A =B jsou dany nasledujici tabulkou 2.1:

A B —A AAB AVvB A>B A=B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Vyrokové logicka analyza.

Analyza na zaklad¢ vyrokové logiky nam umoziuje studovat strukturu vét z hlediska
skladani jednoduchych vyrokd do slozenych vyrok pomoci logickych spojek. Elementarni
vyroky zde povazujeme za nestrukturované ’cihly”, které sklddame do strukturovanych
blokli. Elementarni vyroky vstupuji do spojeni jem svou pravdivostni hodnotou a jsou
navzajem zcela nezdvislé. V dané vété proto oznac¢ime jednotlivé elementarni vyroky riznymi
vyrokovymi symboly a misto spojek ptirozeného jazyka pouzijeme odpovidajici vyrokové
symboly pro spojky.

Vyrokové spojky jsou zptfesnénou analogii pfislusnych spojek pifirozeného jazyka
(zejména v pripadé¢ disjunkce a implikace), a to:

Spojka negace — odpovida ’neni pravda, Ze”
Je to unarni spojka, nespojuje dva vyroky.
Ptiklad: ”Neni pravda, ze Praha je velkomésto” (analyzujeme —) —p
Spojka konjunkce A odpovida a”
Je to bindrni, komutativni spojka.
Piiklad: ”Praha je hlavni mésto CR a v Praze je sidlo prezidenta CR> — pAq

Spojka disjunkce v odpovida ”nebo” (binarni, komutativni spojka)

Pozor! Spojka "nebo” se ¢asto pouziva v prirozeném jazyce ve vylucujicim smyslu ’bud’,
anebo”, pak pfi analyze pouZzijeme jinou spojku — alternativu (neboli nonekvivalenci),
”Osobni auta maji pfedni nebo zadni ndhon” (nebo oboji) — pvq
1"1Ale!!! Tento muz je Zenaty nebo svobodny” - = (p=q)

Spojka implikace o odpovida “jestlize, pak”, kdyz, tak”, ”je-li, pak”, apod.
Je to jedina binarni spojka, ktera neni komutativni, proto nazyvame prvni ¢len implikace
antecedent, druhy konsekvent. Implikace neptedpokladé Zadnou obsahovou souvislost mezi
antecedentem a konsekventem, proto byva nékdy nazyvana materialova implikace (sttedoveék
’suppositio materialis ).
Implikace tedy (na rozdil od Castych piipadi v pfirozeném jazyce) nezachycuje ani pti¢innou
ani ¢asovou vazbu.

?Jestlize 1+1=2, pak zelezo je kov” (pravdivy vyrok) — p>q
Spojka ekvivalence = odpovida ”pravé tehdy, kdyz”, tehdy a jen tehdy, kdyz”, apod. , ale
ne “tehdy, kdyz” — to je implikace!
,,INa§ narodni tym to utkéani vyhraje jen tehdy a tehdy kdyz hrac¢i budou hrat srdcem.*



Mohou nastat dv¢ situace: budeme hrat srdcem a pak vyhrajeme, nebudeme hrat srdcem a
nevyhrajeme.
Implikace, rozdil mezi nutnou a postacujici podminkou:

Nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni.

Nas narodni tym utkani vyhraje pouze tehdy, jestlize hrdci jsou v dobré fyzické kondici.
Jestlize narodni tym utkani vyhraje, pak hraci jsou v dobré fyzické kondici.

To, Ze hraci budou v dobré fyzické kondici je u obou nutnou, nikoli postacujici podminkou
k tomu, aby vyhrali. Tedy mtize se stat, ze budou v kondici a stejn¢ nevyhraji. Je ale jasné, ze
jestlize vyhraji, pak nutné byli v dobré fyzické kondici. Nutna podminka je tedy na pozici
konsekventu: p o q

p...ndrodni tym vyhraje utkani

q...hraci budou v dobr¢ fyzické kondici

Nas narodni tym utkani vyhraje tehdy, jestlize si hracibudou vérit.

Jestlize si hrdaci budou veérit, pak nas narodni tym to utkani vyhraje.

To, Ze si hraci budou véfit je u obou postacujici podminkou k tomu, aby nas tym utkéni
vyhral. Tedy pokud bude pravdivé tvrzeni, ze si budou véfit, pak nutné bude pravdiveé i
tvrzeni, Ze vyhraji.

Postacujici podminka je tedy na pozici antecedentu q O p.

p...narodni tym vyhraje utkdni

q...hraci budou v dobr¢ fyzické kondici

Je-li formule A vytvofena z k riznych vyrokovych symboli, pak existuje celkem 2k rtiznych
ohodnoceni (valuaci) v formule A. Kazdé ohodnoceni v vyrokovych symboll obsazenych ve
formuli A, pro kter¢ je hodnota pravdivostni funkce rovna 1, tedy
w(A), = 1, se nazyva model této formule.

Formule A vyrokové logiky je splnitelna, existuje-li aspon jeden model formule A.

Formule A vyrokové logiky je tautologii /logickym zdkonem/, je-1i kazdé ohodnoceni
modelem formule A. Skute¢nost, ze formule A je tautologii, ozna¢ujeme zapisem |= A.
Formule A vyrokové logiky je kontradikci, jestlize nema model.

Mnozina formuli M je splnitelnd, jestlize existuje valuace v takova, ze w(A), = 1 pro kazdou
formuli A € M. Takové ohodnoceni v se pak nazyva model mnoZiny M.

Formule A vyrokové logicky vyplyva z mnoZiny formuli M, znalime M |= A, jestlize A je
pravdiva v kazdém modelu mnoziny M.



