Misto pfedmluvy

AUTOR S CTENAREM SHODU HLEDA

Mads rozum? ,Mam.“

Pro¢ ho tedy neuzivds?

Nebot kdyz ten plni svou povinnost,
co jineho jesté chces?

Marcus Aurelius, Hovory k sobé

Vazeny ctenéri, nasledujici body by mély ukéazat, zda jsme schopni si poro-
zumét (a také predvést nékolik piikladt problematiky, kterou se budeme v textu
zabyvat). Podle vysledku uvedeného minitestu vam autor nabizi t¥i mozna po-
kracovani (vystupy A-C).

1) Jestlize prvé, pak druhé. AvSsak prvé. Tedy druhé. — Takto vyjadio-
vali jedno ze zékladnich pravidel vyvozovani dtsledktl jiz v antice. Rozumite-li
a souhlasite-li, prejdéte k bodu 3.

2) Pokud nebyl prvni bod zcela jasny, pokusme se jesté jednou: Pfijmeme-li
(uvérime-li, povazujeme-li za spravné, pravdivé, atd.), ze z jakéhosi pfedpokladu
(,,prvé“) plyne jakysi zavér (,druhé®) a jestlize soucasné akceptujeme spravnost
predpokladu, musime také prijmout spravnost zavéru. Napiiklad jsme-li presvéd-
Ceni, ze ,Jestlize je Cyril doma, pak si ¢te.“ a nadto zjistime, ze ,,Cyril je doma.“,
musime vyvodit, ze ,,Cyril si ¢te.“.

Zcela analogicky, jestlize nam nékdo dokaze (v jakémkoli poradi) tvrzeni
,Cislo ¢ je vétsi nez 0. a rovnéz tvrzeni ,Je-li &islo ¢ vétsi nez 0, pak ¢ = 1.%,
nezbude nam nez uznat, ze dokazal také tvrzeni ,,Cislo ¢ je rovné 1.“.

Souhlasite-li po dodatecném vysvétleni, prejdéte k dalsimu bodu, jinak se
znovu zamyslete nad prvnimi dvéma body; pokud neporozumite ani na druhy
pokus, prejdéte k vystupu A.

3) Predpokladejme, Ze jsme ptijali za spravnd tvrzeni ,Kazdy ¢lovék je smr-
telny.“ a ,,Sokrates je ¢lovék.“ Umite na zakladé téchto predpokladt pfisoudit
Sékratovi jesté jinou vlastnost nez tu, ze je clovékem®? — Ze je odpovéd zcela
jednoducha! — Pochopitelné, kdyz Sékrates je ¢lovék, musi mit vSechny vlast-
nosti, které ma kazdy c¢lovék, tedy napr. musi byt podle prvniho prijatého pred-
pokladu smrtelny. — Neni-li tato tivaha zcela jasné, zamyslete se jesté jednou

1 Jedna se opét o klasicky priklad, tentokrat vSak jiz ne anticky.
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a pokud opravdu nesouhlasite ani poté, prejdéte k vystupu A, jinak pokracujte
dalsim bodem.

4) Text nepredpokladd Zddné predbézné znalosti. Jeho ¢teni vSak vyzaduje
minimalni schopnost a zejména ochotu myslet. Rika se, Ze ,mysleni boli* —
pokud nejste ochoten ani trochu namahy podstoupit, prejdéte k vystupu A.

Jste ochoten se smifit s trochou formalismu? Napiiklad psat misto slova
,prvé* pismeno p, slovo ,druhé* nahrazovat pismenem ¢, vazbu ,,...jestlize,
pak ...“ vyjadfovat napf. znakem — a vazbu ,neni pravda, ze ...“ zapisovat
napi. symbolem -7 Bod 1) pak uzivajice uvedenych znaki prevedeme na tvar:
Z tvrzeni p — g a z tvrzeni p vyvodime tvrzeni g.

Nahlizite (nebo jste alespon ochoten pfijmout) fakt, Ze vyvozeni z danych
predpokladi zavisi na tvaru (struktute) pfedpokladii, nikoli na jejich konkrétnim
obsahu? Napiiklad ve tfetim bodé bychom z predpokladu ,,Kazdy homo je mor-
talis.“ a predpokladu ,,Sékrates je homo.“ méli vyvodit ,,Sékrates je mortalis.*
bez jakékoli znalosti vyznamu latinskych slovicek ,homo“ a ,mortalis®.

Nehodlame zépisu uzivajiciho znaky (symboly) naduzivat, avsak v nékterych
pripadech ¢ini jeho uziti text mnohem prehlednéjsi. Pokud zcela odmitate jakykoli
symbolicky zapis, prejdéte k vystupu A, jinak pokracujte nasledujicim bodem.

5) A ted néco podstatné tézstho. Mam 3 vnoucata: Jakuba, Terezku a Ka-
¢enku. S vnukem bych radd mluvil, mam vsak tak mélo Casu, Ze za nim dnes
pojedu jen tehdy, kdyz si budu jist, ze je doma. Dozvédél jsem se:

Je-li Jakub doma, neni doma Terezka.
Jestlize je Kacenka doma, je doma i Terezka.
Neni-li Kacenka doma, je doma Jakub.

Mam za vnukem jet? Mam za nim jet, pokud jsem se misto prvni informace
dovédél:

Neni-li Jakub doma, neni doma ani Terezka.

Znéte jiz odpovédi? — Skutecné jiz vite, jak odpovite? — Spravna odpovéd
na prvni otazku je ,ne“ a na druhou otazku ,ano“. Pokud jste odpovédél jinak
nebo pokud jste si nebyl s odpovédmi jist, bude vam k uzitku si preéist prvni
paragraf kap. I. V takovém pripadé chapejte dalsi body této ne-predmluvy jako
predstaveni nékterych okruhti, které pro vas knizka z bohatstvi logiky vybira,
a jejich ¢teni zakoncete prechodem k bodu C. Jestlize si jste dostatecné jist,
ze vzdy budete znat spravnou odpovéd na problémy podobné tlohdm z tohoto
bodu, pokracujte v nasem minitestu s nadéji, ze zvitézite nad vSemi léckami v ném
nastrazenymi (a propracujete se k vystupu B).

6) O jakési skolni tiidé jste ziskali nasledujici informace:

Kazdy vysoky student umi anglicky.
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Zadny student, ktery sedi vpredu, neéte basné.
Neéktery student, ktery rozumi fyzice, neumi anglicky.
Kazdy student, ktery nesedi vpredu, je vysoky.
Rozhodnéte, zda z téchto informaci lze vyvodit:
Néktery student rozumi fyzice a neéte basné.
Jako variaci ¢tvrté informace uvazme vétu:
Zadny vysoky student nesedi vpredu.

Zméni se vase odpovéd, zaménime-li ¢tvrtou informaci jeji variaci?

Jiz jste si rozmyslel spravné odpovédi? — Pokud jste neodpovédél ,ano* na
prvni otazku nebo pokud jste nezjistil zménu odpovédi na ,ne“ pii zaméné ¢tvrté
informace za jeji variaci nebo pokud jste si nebyl dostate¢né jist, je vhodné, abyste
nahlédl do §1 kap. II. Nemél byste proto skoncit bodem B, nybrz bodem C.

7) V jakémsi méstecku maji jen jednoho holi¢e a tvrdi, Ze ten holi presné ty
muze, ktefi se neholi sami. Toto tvrzeni se zd& rozumné do doby nez si polozime
otazku, zda holi¢ holi sam sebe. Kdyby se holil, nesmél by se podle tvrzeni holit
a kdyby se neholil, musel by se holit. Takovéto paradoxy? jsou znamy od 4.
stol. pf. Kr. a jejich feSeni bylo v priibéhu staleti bezvysledné vénoviano mnoho
asili. Proto se povazuje za tspéch, ze Bertrand Russell popsal divod, ktery vede
ke vzniku podobnych paradoxii a dal tak navod (viz §2 kap. III), jak se paradoxim

2) Logické paradoxy pronikly i do krasné literatury; asi nejhez¢i priklad je v 51. kap. Cervan-

tovy knihy Duchaplny rytit Don Quijote de la Mancha, kde je paradox podan jako otazka
pro Sancho Panzu v roli vladare:
Pred Sancha predstoupil jakysi muz a fekl: ,Pane, velkd feka délila panstvi na dvé ¢asti,
... pres tu reku vedl most a na jeho konci stala Sibenice ... a pan té reky, toho mostu a ce-
1ého toho panstvi vydal zdkon, ktery znél takto: ,Kdokoli chce prejit po tomto mosté, musi
nejdfive odprisdhnout, kam ma namifeno a co tam hodla délat; a jestlize bude prisahat
podle pravdy, budiz ihned propustén na druhou stranu, selze-li vSak, at zemfe na této si-
benici, a nikomu nebudiz udélovana milost!* ... Co se vSak jednou nestalo! Kdyz vzali zase
do prisahy jednoho ¢lovéka, prohlasil a odpfisdhl jim, ze prisel jenom proto, aby skoncil
svou pozemskou pout na té Sibenici u mostu a za jinou zalezitosti pry nepfisel. Soudctim
byla ovSem ta prisaha divna a fekli si: ,Pustime-li toho muze svobodné na druhou stranu,
pak ndm tu pravé kiivé prisahal a podle zdkona by mél skoncit na sSibenici, a jestlize ho
dame obésit, sam prece prisahal, Ze sem pfiSel, aby zemfel na Sibenici, a kdo podle pravdy
prisahd, ma byt podle téhoz zdkona propustén bez piekdzek.‘ A ted je na vas, pane vla-
dafi, abyste sam rozhodl, co by méli ti soudcové udélat s onim muzem, nebot dosud nevédi
kudy kam a jde jim jiz z toho hlava kolem.“ Cervantiv Sancho si uvédomil logicky paradox
a tekl: ,,...ten vas pocestny mutze zrovna tak lehce skoncit na Sibenici jako zistat nazivu,
nebot pravda ho pfed smrti ochrani a lez ho na smrt odsuzuje.“ Sancho proto doporu-
¢il onoho ¢lovéka propustit s (mimologickym) odivodnénim, ve kterém védomé rezignuje
na rozumové Feseni tlohy: ,KdyZz maji soudci stejné mnoho duvodi k tomu, aby jej na
hrdle potrestali, jako k tomu, aby jej osvobodili, at ho jen nechaji pfejit volnou nohou na
druhy bieh, nebot chvalyhodnéjsi je pfece vzdycky konat dobro nez rozmnozovat zlo.“ a
dodéava, ze je-li spravedlnost na vahach, je lépe upustit v oné véci od trestit a priklonit
se spise k milosrdenstvi. (pfeklad Z.Smid)
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vyhnout (od té doby, za celych sto let, se nenasel zaddny novy paradox, ktery by
vyzadoval dalsi zdivodriovéani). Jestlize neznate Russellovo kritérium, piejdéte na
zavér k vystupu C.

8) Najit ditkaz néjakého zadaného tvrzeni muze byt stejné obtizné jako najit
povéstnou ,,jehlu v kupce sena“. Moznych dtikazti v predikatovém poctu je do-
konce nekoneéné mnoho (,kupka sena je nekonecné velka“) a zd4 se proto tézko
predstavitelné, ze existuji metody prokazujici, Ze dikaz zadaného tvrzeni viibec
neexistuje (metoda ukazujici, ze ,jehla v kupce sena“ neni, se musi vyporadat
se skutecnosti, ze ,nekonec¢né velkou kupku se nam nikdy nepodaii postupnym
probiranim prohlédnout celou®). Nicméné metody, jez ukazuji, ze dikaz tvrzeni
¢tenar v prvnim paragrafu treti kapitoly. Ve druhém paragrafu téze kapitoly je
pfi popisu Goédelovych vét o netiplnosti aritmetiky pfedvedena jind metoda, ktera
vede k nalezeni tvrzeni, jez je nedokazatelné v zadané teorii samo a sobé, avsak
navic neni v uvazované teorii dokazatelnd ani jeho negace (tj. tvrzeni, které zis-
kédme uvedenim naseho tvrzeni souslovim ,neni pravda, ze ...“). Godelovy véty
predstavuji jeden z vrcholnych vysledkd dosazenych ve dvacatém stoleti, a to
nejen v logice, avSsak v celé matematice. Pokud se s témito metodami chcete
seznamit, prejdéte k bodu C, jsou-li vaim znamy a i jinak jste uspésné zvladli
vSechny nastrahy naseho minitestu, prejdéte k vystupu B.

Vystup A) Autor se vam hluboce omlouva, obava se, ze ptes veskerou snahu
neni schopen pro vas uspokojiveé latku vysveétlit; ve druhém a tfetim bodu se snazil
na konkrétnich piipadech objasnit vyvozeni zadvéru z predpokladti a neuspél —
nebo jste vy, ¢tenari, odmitl nadéale spolupracovat obavav se namahy ¢i zapisu
v symbolech. Nebyla by pro vas zajimavéjsi néjaka poezie? Naptiklad krasné verse
a piibéhy Homéra? Zactéte se napf. do XII zpévu Odysseje, do versi®):

K ostrovu Thrinakiji pak pfiplujes. Cetné tam stada
tuénych ovci a krav ma Hélios, jez se tam pasou.

... pakli je pfepadat budes, tu zvéstuji zahubu tobé,
lodi i soudruhtim tvym! A sédm-li se zdhubé vyhnes,
pozbudes vsak svych druhti a vratis se pozdé a bidné.

Nenatikejte, vazeny Ctenaii, ze zde mame zase ,Jestlize prvé, pak druhé.”,
a smifte se s tim, Ze logické usuzovani se vyskytuje i v poezii — kazdy, kdo slysel
ten pribéh dokonce uz vi, ze ,,prvé“ nastalo:

Hned z bohova skotu si prihnali nejlepsi kusy,
které u temné pridi se pasaly korabu mého,
...a kravy sklali a stahli, ...

3) preklad O. Vaiiorny
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a také je mu zndmo — a na zakladé logického vyvozeni ho to neprekvapuje — Ze
pribéh pokracoval:

Zaroven Kronovec zahfmél a mrstil do lodi bleskem:

korab se cely zvratil, byv udefen Diovym bleskem,

sirny jej naplnil pach — vtom druhové vypadli z lodi.

Oni jak rackové motsti kol ¢erného korabu vsichni

vlnami zmitani byli — vSak buh jim odnimal navrat.

Kdyz uz i v téch nejslavnéjsich béasnich se objevuji logickd vyvozeni (pohadky
ani nezkousejte, tam jsou uvahy predvedeného druhu velice ¢asté), nechcete se
premoci a prece jen to s logikou zkusit? — Opravdu ne? — Autor se tedy s vami
loudi, avsak Logika za vami sebevédomé (a ponékud vysmésné) vola: Na shleda-
nou!

Vystup B) Autor se obavd, ze vam v tomto textu mnoho nového nesdéli. Bude
pochopitelné rad, pokud text prolistujete a néco zajimavého pro sebe objevite.
Nechcete vsak radéji vzit do ruky knihu, ktera je vas vice hodna? Je fada hezkych
a podnétnych knih, které vam oteviou dvere do prekrasného svéta matematické
logiky; nékteré texty jsou dokonce v éestiné. Co takhle zacit s knihou [So] nebo
s knihou [Sv]? Z cizojazy¢énych doporucuji zejména [Sh], o teorii modelti pak
[Ch-K].

Vystup C) Ano, vam je tento text urcen.

*

Nenechte se odradit fadou tabulek a zapistt v symbolech, které se objevi pii
zbézném prolistovani, tabulky a diagramy jsou spiSe ilustracemi napomahajicimi
k pochopeni textu. KNIHA JE PSANA JAKO STAVEBNICE, vy sam si rozhod-
nete do jakych podrobnosti chce v tom kterém okamziku a v té které partii zajit.
Zakladni text tvori asi dvé tfetiny knihy a neni v ném pfili§ mnoho formalismu,
chédnim dodatkt k jednotlivym kapitoldm, vypusténim veskerého textu psaného
petitem, navic je mozno vynechat nékteré ulohy a cviceni. Pokud se seznamite
s timto zakladnim textem, ziskate celkovy prehled o logice. Autor vSak doufd, Ze
studium zakladniho textu vzbudi ve vas, mily ¢tenari, zdjem o dalsi poznatky
a pro tento pfipad je pfipraven zbytek textu. Ten je mozno ¢ist spolu se zaklad-
nim textem, nebo se k jednotlivym ¢astem vracet pfi opakovaném cteni podle
libosti a casu.

Nez zacCnete ¢ist, vznasi k vam autor jednu jedinou prosbu: az néfemu ne-
porozumite na prvy pokus, nenadavejte autorovi moc kvétnaté za neschopnost
vam to lépe vysvétlit — vézte, ze autor si sim mnohokrat narikal nad svymi
schopnostmi a mnohokrat se snazil text ucinit srozumitelnéjsi; snad se nakonec
shodneme.
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V dobé psani tohoto textu byla autorova prace podporovana z grantu IAA
1019401 GA AV CR a vyzkumného zadméru AV 0Z10190503. Kniha byla napsana
v TEXu.

Ke knize vznesly fadu pfipominek dvé skupiny studentd. Prvni skupinu tvo-
fili studenti H. Svobodova, P.Fiala a J.Vacha z Gymnazia Christiana Dopplera,
ktefi prokazali, Zze je mozno knihu ¢ist i bez predbézného vykladu. Studenti
A.Nohejl a M. Volek z Gymnazia Jana Keplera a student A.Liska z Gymnézia
J. Ortena v Kutné Hofe méli cetbu ulehcenou predbéznym vykladem, avsak jejich
tkolem byla mnohem podrobnéjsi kontrola textu. Prace druhé skupiny probihala
v ramci projektu Oteviena véda. Autor velmi dékuje vSem uvedenym studenttim
za upozornéni na mnohé chyby a nejasnd mista v predbézném textu.

Dékuji své dcefi M. Vomlelové, Ph.D. za program fesici alohy typu ,zebra“.
Program mi umoznil v redlném case sestrojit tilohy rtizné obtiznosti.

V Praze dne 24. dubna 2006 A.S.
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Rozum, pravé tak jako oko, zatimco ndm
umoznuje vidét a vnimat ostatni véci,
nezaznamendvd sam sebe;

vyZaduje obratnost a usili

poodsunout ho na jistou vzddlenost

a ucinit ho sobe samému objektem.

John Locke, Esej o lidském rozumu.

Lidé si vazi rozumu, vzdyt dokonce jako ndzev pro sebe samé jako biologicky
druh zvolili oznaceni ,,clovék rozumny“. Lidské dcta k rozumu jde tak daleko,
Ze jiz stiedovéci myslitelé ,omezovali* Bozi v§emohoucnost rozumem (bezespor-
nosti)l). Mnozi lidé se témér ,chlubi“, Ze neumi matematiku (mnohokrat slysite
»Ja jsem mél vzdy potiZe s matikou.“), avSak je nepravdépodobné, Ze bychom se
setkali s clovékem, ktery by fikal ,Ja jsem se nikdy nenaucil logicky myslet.“

Povazujeme za samoziejmé, Zze umime spravné uvazovat, avsak témér nikdy
si neklademe vyslovné otazky typu: NemtiZze nastat situace, kdy samo usuzovani
nas dovede do nefesitelnych rozporu? Co to doopravdy znamend néco dokazat?
V jakém rozsahu mize byt pfi dokazovani (matematikova) intuice nahrazena
mechanickym kalkulem? Existuji meze naseho usuzovani? Shodujeme se vsichni
v tom, co je spravné vyvozovani? — Témito a mnohymi podobnymi otadzkami se
zabyvéa logika a alespon v minimalni mife budou pfedmétem i tohoto textu.

Jiz na zacatku vsSak zduraznéme, Ze v logice jde o to, jak usuzujeme (jak
mame spravné vyvozovat dusledky), a nikoli na podkladé éeho k zévéram pticha-
zime. Logika formuluje vyslovné ty vyvozovaci kroky, které pokladame intuitivné
za spravné, a zkoumé takto vznikly systém. Logika vSak nevysSetiuje jakym zpi-
sobem a pro¢ volime predpoklady. Ovéfovani predpokladi, z nichz vyvozujeme
(odvozujeme, dokazujeme, atd.) dusledky, je otdzkou zkuSenosti, jiné védy, nebo
viry (pfijimané nékdy védomé, ¢asto vsak podvédomé). V logice se dokonce ne-
starame o to, zda a v jakém smyslu jsou predpoklady pravdivé, ale pouze o to,
zda je spravné vyvozeni. (Zpusob vyvozeni muze byt v pofadku i v pfipadé, ze
predpoklady nejsou spravné.)

Na zakladé jejiho stredovékého chapani definujeme obvykle logiku jako védu
o spravném usuzovani (vyvozovani disledki), i kdyz ptuvodni fecké chapéani bylo
ponékud §irsi (,logos“ — Adyos — mé vice vyznamu: fe¢, slovo, myslenka, ro-

1) Sv. Tomés Akvinsky (1225-1274) v Teologické sumé shrnuje své stanovisko: ,,Musi se Fici,
ze pod vsemohoucnost Bozi nespada, co obsahuje odporovani.“
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zum, smysl, atd.). Pokusime se ¢tenéfi predvést, ze pfi zkouméani spravného vy-
vozovani — tedy pri vySetrovani podstatné oblasti lidského rozumu — dosahuje
matematickd logika hlubokého poznéani.

*

Neékolik slov k historii logiky nalezne ¢tenafr v dodatku o kotenech logiky, ted
ucinme jen nékolik zcela zakladnich poznamek.

Za zakladatele logiky je vSeobecné pokladan Aristotelés (384-322 pt. Kr.),
ktery svou naukou o sylogismech (viz §1 kap. II) polozil zaklady systematickému
zkoumani naSeho zpisobu vyvozovani dtsledkid. Zkouméni logiky se rozvijelo
také v megarsko-stoické skole, za jejihoz prvniho predstavitele se uvadi Eukleidés
z Megary (1360 pi. Kr.). Rozkvét logiky u Rekt trval asi 150 let.

Na antické vysledky navazali stiedovéci myslitelé, napr. formulaci dalsich
principi logiky. Vrchol stfedoveéké logiky je kladen kratce po jejich zacatcich,
tzn. do 13. stol.; po 14. stol. nastava itlum. Scholasticka systemati¢nost ovlivnila
nejen nasledujici pojeti logiky, ale velice vyznamné i jeji vyuku.

V devatenéctém stoleti za¢ina rozvoj matematické 2 logiky, vyvolany zejmé-
na potiebou upfesnit zdklady matematiky (obzvlasté analyzy). Pouzivani ma-
tematickych metod a s nim spojend idealizace a formalizace naseho vyvozovdni
zanedbavame veskeré psychologické aspekty a zistédvaji ndm jen postupy, které
je mozno kdykoli znovu opakovat; dokonce ovéfovani, zda nase vyvozovani bylo
korektni, je jiz natolik mechanické, Ze je lze svétit stroji (pii hledani cesty, ktera
vede k prokazani tvrzeni, se vSak uplatiiuje lidské intuice). Formalizace vyvozo-
vani (dokazovéani) jednak vede k pfesnému vymezeni, co vyvozovanim rozumime,
a jednak umozni myslet o mysleni, presnéji fe¢eno myslet o formalizovaném mys-
leni. Zduraznéme, ze pravé formalizace (matematizace) umoznila ukazat fadu
hlubokych vét o nasem (takto vymezeném) vyvozovani. Za nejvyznamnéjsi osob-
nosti poc¢atkt matematické logiky je nutno pocitat Georgea Boolea (1815-1864)
a Gottloba Fregeho (1848-1925). Mezi matematickymi logiky vynikli obzvlasté
Bertrand Russell (1872-1970) a brnénsky rodak Kurt Godel (1906-1978).

*

V Kritice slov Karel Capek s ptivabem jemu vlastnim napad4 logiku: ,,O lo-
gickém dtikazu je jedina pravda, ze se nic neda logicky dokazovat; coz vam dokazu
logicky. Bud dokazuji své tvrzeni samymi evidentnimi soudy; ale kdyby mé tvr-
zeni plynulo evidentné z evidentnich vét, bylo by samo evidentni, a tu by ovsem
naprosto nepotfebovalo byt dokazovano. Nebo dokazuji své tvrzeni vétami ne-
evidentnimi, ale pak bych musel logicky dokazovat vsechny tyto véty ,usque ad
infinitum®, ..., z ¢ehoz logicky plyne, Ze logicky diikaz je nemozny; a neni-li tento

2) nazyvané téz symbolickou
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logicky diikaz naprosto presvédcujici, vidite z toho, ze logické dokazovéani opravdu
za nic nestoji“.

K. Capek zpochybiiuje samu podstatu logiky, nebot pojem ditkazu je jednim
musili bychom revidovat nas pristup k mnohem Sirsi oblasti zahrnujici celé lidské
rozumové vyvozovani. Pfipomenme, ze Eukleidés (315-271 pt. Kr.) ve svych Za-
kladech jako prvy vyvozuje z nékolika axiomu celou nauku (geometrii, ale protoze
aritmetiku chépe jako soucést geometrie, je mozno Tici, ze celou tehdejsi mate-
matiku). Deduktivni metoda vSak neovlivnila pouze matematiku a védy blizké
matematice (napf. teoretickou fyziku), ale zasahuje — a to dokonce i ve své forma-
lizované podobé& — do velice mnoha oblasti lidského poznéni; jako priklad uvedme
knihu Barucha Spinozy Ethica more geometrico demonstrata z let 1662—-1665, kde
je podéavéana filozofie metodou véta — dikaz®.

Nastésti neni tézké nahlédnout, ze Capkovy namitky naprosto nereflektuji
lidskou zkuSenost. Parafrazujeme-li jeho iivahu, muzeme také jednoduse ,,doka-
zat*, ze nikdy nedojdeme z Prahy do Préic: pri kazdém kroku se nase pozice
zméni jen mélo a Préice jsou od Prahy dost daleko. Chyba Capkovy tvahy spo-
¢iva v tom, ze mnoha (byt malymi) kroky je mozno urazit velkou vzdalenost, coz
fada tcastniki pochodu na uvedené trase prakticky prokézala. Analogicky neni
mozno popiit, ze i pomoci evidentnich dikazovych krokt je mozno dojit (je-li
jich hodné) k tvrzenim zna¢né neevidentnim.

Dokonce je mozno fici, ze pravé rozlozeni dikazu do rfady jednoduchych
Hkrokd“ zpusobuje snadné ovéteni, zda diikaz jako celek je presvédcivy.

X % %k

Béhem dlouhého zkouméni korektniho lidského vyvozovani bylo shromaéz-
déno mnozstvi poznatki. Kazdy pisatel dila o logice musi (subjektivné) z tohoto
k zaméreni na vysledky matematické logiky. To vSak neznamenad, Ze bychom zcela
pomijeli ostatni ¢asti logiky. Z hlediska matematického pojeti napt. poklesl vy-
znam aristotelské sylogistiky, v textu ji vSak vénujeme vice nez jeden paragraf
vzhledem k jeji aplikovatelnosti. Mnoho antickych nebo scholastickych zdkont
vyvozovani se ukazuje jako klicova tvrzeni rovnéz pro matematickou logiku. Bu-
deme se snazit upozornit na tato mista, jez jsou vyznamné jak z intuitivniho, tak
i z formalniho hlediska.

Autor se snazil vybrat do zdkladniho textu jen ta nejzakladnéjsi a nejpod-
statnéjsi fakta; mnohdy je vSak tézké odolat a nezodpovédét ani ty otazky, které

3) Cely nazev Ceského vydani z r. 1926 zni: Ethika po geometricku vyloZena, ve vydani v na-
kladatelstvi Dybbuk, Praha 2004 se nazev pieklada Etika vylozena zpisobem uzivanym
v geometrii ...Pro zajimavost uvedme prvni Spinoziv axiom: ,VSe co jest, jest budto
samo v sobé, anebo v nécem jiném.“
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ey

dodatky k jednotlivym kapitoldm. Pro vaznéjsi zajemce také zminujeme odkazy
na literaturu, ve které lze nalézt prokazani uvedenych tvrzeni. Autor si je védom,
7e je bé&zné uvadét citace® v odborném textu a nikoli v textu uréeném k za-
kladnimu seznédmeni s problematikou, a prosi tedy ty ctenéfe, kterym by citace
vadily, aby je prosté pominuli. Drobnéjsim pismem vyznacujeme ty casti, které
jsou o poznani méné dilezité nez zbytek textu.

*

Pii vykladu zachovévdme tradi¢ni rozdéleni na vyrokovy a predikatovy
pocet, které se datuje jiz od antiky, nebot Aristotelés a jeho nasledovnici se zaby-
vali vyzna¢nymi aspekty predikadtového poctu, megarsko-stoickd skola pak poctem
vyrokovym. Stoikové dokonce kladou zéklady axiomatického pfistupu k vyroko-
vému poctu a predznamenéavaji tak pristup, ktery byl do disledku doveden az
v matematické logice.

Podle jiného hlediska délime logiku na syntax, ve které se budeme zabyvat
budovanim formuli a vztahy mezi nimi, zejména dokazatelnosti, a sémantiku,
v niz se budeme zajimat o vyznam formule, obzvlasté o jeji pravdivost (podrobnéji
nahlédneme vyznam téchto pojmu v dalsim textu). Zlatym hiebem je pak ukazani
vztahu mezi sémantikou a syntaxi — dokazatelné jsou piesné® vsechny vzdy
pravdivé formule (viz prvni paragraf kapitoly I a §2 druhé kapitoly).

*

Kvantifikaci proménnych a dalsimi podstatnymi vlastnostmi proménnych se
budeme zabyvat az ve druhé kapitole. AvSak velice dulezity pojem , proménné“
uzijeme jiz v prvni kapitole textu (vyrokovd proménnd), a proto jiz ted kratce
pripomenme, co si mame pod ,proménnou” predstavovat. Predpokladejme, Ze
mame jakysi soubor objekt (soubor mtize byt koneény i nekoneény); proménna
pak pfedstavuje blize neuréeny objekt z tohoto souboru (,proménna probiha
uvazovany obor*). Naptiklad v bodé 3 z ne-pfedmluvy proménnaé ,,élovek“ zastu-
povala kteréhokoli konkrétniho ¢lovéka.

X % %k

V textu budeme nékolikrat budovat objekty rekurzi (napf. formule a dikazy
vyrokového poc¢tu v kap. I, termy, formule a rovnéz dukazy predikdtového poctu
ve druhé kapitole). Zakladni myslenka je vzdy stejnd a velice jednoducha, lisi se
jen jeji provedeni. Protoze se vSak v textu idea opakuje nékolikrat, zda se vhodné

4) Odkazy budou smé&fovat zejména do Cesky psanych knih [So] a [Sv], v Fadé piipadii budeme
také citovat ptivodni préaci, ve které se vysledek poprvé objevil.

5) tzn. kazda dokazatelna formule je vzdy pravdivé a soucasné kazda vidy pravdiva formule
je dokazatelna

10
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ji popsat jednou pro cely text, a to na jeho pocatku. Pro popis zvolime ptiklady
mimo matematiku, které snad ¢tenari ukazi, o jak prostou ideu jde.

Zkusme popsat rekurzi (pési) pochod. Stavebnim kamenem bude jeden krok,
zédkladnim pochodem bude vykonéani jednoho kroku (tj. jednokrokovy ,,pochod®
jiz. poklddame za pochod) pravidlem pro rekurzivni vytvareni pochodi bude
ykazdy pochod muzeme prodlouzit o jeden krok*“. Doufam, Ze souhlasite, Ze
takto popiseme nase chapani idealizovaného pochodu. Idealizace spociva zejména
v tom, ze pri definici zanedbavame lidské omezeni ¢asem. Je jisté nemozné, aby
redlny clovék udélal tolik krokt, kolik je atomi v nasi sluneéni soustavé. OvSem
pohled zanedbévajici lidskou kone¢nost®) je pfiznaény pro celou matematiku —
o dvou piimkéach jen maélo se lisicich od rovnobézek také prohlasime, Ze se pro-
tnou, i kdyz nikdy realné nemutzeme dosahnout jejich priseciku.

V této knize budou vSechny konstrukce rekurzi objekti toho kterého typu
urceny zadanim tii parametrli, kterymi jsou:

(1) stavebni kameny (v pfedchozim pfipadu kroky),

(2) zdkladni objekty konstrukece (v pfedchozim piipadu pochod tvofeny jedi-
nym krokem)

(3) a hlavné pravidla uréujici jak z jiz sestrojenych objektt vytvorit objekt
novy (v pfedchozim pfipadé ,prodlouzenim pochodu o jeden krok dostaneme
opét pochod“).

Konstruované objekty budou ve vSech nasich piipadech fady stavebnich ka-
ment, avSak nikoli jakékoli fady — jen ty rady stavebnich kament, které mtzeme
vybudovat ze zakladnich objektt uzivajice postupné pravidel pro tvorbu objektt.

Jako dalsi pojem popisme lichokrokovy pochod, a to tak, Zze stavebnimi ka-
meny jsou znovu kroky a zakladnim lichokrokovym pochodem je opétovné jed-
nokrokovy pochod. Pravidlem pro vytvareni lichokrokovych pochoda vsak budiz
»kazdy lichokrokovy pochod mizeme prodlouzit o dvojici krokt“. Je kazd4 trasa
(systém krokil) vytvoritelnd pochodem také sestrojitelné lichokrokovym pocho-
dem? — Uz znate odpovéd? — Zadna trasa pochodu se sudym poc¢tem krokii neni
vytvofitelna lichokrokovym pochodem (uvédomte si, ze zakladnim lichokrokovym
pochodem je jednokrokovy pochod). Na druhé strané kazdy lichokrokovy pochod
je pochodem (misto pfidani dvojkroku miuzeme postupné dvakrat pfidat jeden
krok), procez kazda trasa lichokrokového pochodu je vytvorfitelnd pochodem.

Pri popisu spojitelného pochodu znovu neménme prvni dva parametry: sta-
vebni kameny budou opét kroky a zakladnim spojitelnym pochodem necht je
znovu jednokrokovy pochod. Ze dvou jiz vytvorenych spojitelnych pochodt vsak
dovolme vytvofit novy spojitelny pochod jejich prostym spojenim (prodlouze-
nim). Jsou systémy tras pochodu a spojitelnych pochodu stejné? — Vite jiz, co

6) V matematice b&zné zaujimame (pfinejmensim) postoj, ktery by asi nejpfesnéji odpovidal
feckym bohtm: ti byli nesmrtelni, méli vsak vlastnosti podobné lidskym.

11
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odpoveédét? — Protoze pripoustime jednokrokové pochody, je ziejmé kazdy po-
chod také spojitelnym pochodem (prodlouzit pochod o jeden krok je totéz jako
ho spojit s jednokrokovym pochodem). Nadto misto prodlouzeni spojitelného po-
chodu o jiny spojitelny pochod mtzeme ho prodlouzit o jeden krok a opét o jeden
krok, atd., a to tolikrat, kolik krokd@ ma piidavany spojitelny pochod. Takto po-
stupné (indukci) zjistime, Ze trasa kazdého spojitelného pochodu je rovnéz trasou
pochodu.

Ukézali jsme, ze systémy tras pochodil a spojitelnych pochodti jsou tytéz.
Zkuste si vsak predstavit, ze tfidy vasi skoly budou soutézit o to, ktera vykona
za den pochod, ktery mé nejvice krokti. Pokud budou soutézit podle pravidel
pochodu, pojedou doprovodna vozidla kolem jdouciho zastupce t¥idy a pfi pro-
jevu tnavy jej nékdo vysttida ve tvoreni krokdi — zbyvajici spoluzéci se mohou
zapojit pouze povzbuzovanim. Pri soutézi podle pravidel spojitelného pochodu
bude soutéz probihat zcela jinak. Spoluzaci odhadnou tseky, které jsou schopni
ujit, na jejich pocatky se rozmisti a kazdy se bude snazit projit svij iisek béhem
jednoho dne. Pokud se spoluzéci nepfecenili a kazdy skute¢né sviij tsek pirekona,
podafi se jim vytvorit mnohonasobné delsi trasu pochodu nez v prvém piipadé.

Predchozi tivahy o spojitelném pochodu ukéazaly, Ze je mozna zména pra-
videl, kterd sice zachovava systém objektli sestrojitelnych za pomoci ptvodné
uvazované rekurze, avsak méni systém objektt vytvoritelnych vzhledem k néja-
kému omezeni. V pfipadé soutéze t¥id o co nejdelsi trasu pochodu byla takovym
omezenim vytvoritelnost pochodu béhem jednoho dne.

V nasem textu budeme tvahy o konstrukci rekurzi aplikovat zejména na
pojem dukazu. Navrhneme vice moznych systémil pravidel dovolujicich z jiz vy-
tvofenych dikazt vytvaret dikazy dalsi. Tyto jednotlivé systémy sice nebudou
meénit systém formuli, které lze dokazat, avsak vyrazné budou ménit sestrojitel-
nost dukazi vzhledem k uréitym omezenim. Omezenim nebude sestrojitelnost
dtikazu béhem jednoho dne; jako omezeni budeme uvazovat zejména prehlednost
dtikazu a jeho sdélitelnost jinym matematikiim. Vzpomeiite si na pouceni ply-
nouci z naseho trividlniho piikladu, az se v §1 prvni kapitoly (a v §2 kap. II)
zménou pravidel sice nezméni pojem dokazatelné formule, avsak dramaticky se
zméni prehlednost tvorby dikazi.

* %k

V ne-pfedmluvé jsme predstavili nékteré partie, kterymi se budeme v pted-
kladaném textu zabyvat, neni proto snad nutné nyni shrnovat obsah jednotlivych
kapitol. Vhodné je vSak ted znovu vyslovné upozornit na to, Ze tfeti paragrafy
kapitol I a II nejsou nezbytné pro pochopeni dalsiho textu. Druhy paragraf kap. I1
by mél byt ¢ten az po prostudovani vyrokového poctu, naproti tomu §1 druhé
kapitoly je na ostatnim textu témeér nezavisly. Prvni dva paragrafy tieti kapi-
toly navazuji na druhy paragraf kap. II, avSak v ptfipadé potieby je mozno druhy
paragraf kap. III ¢ist pfed prvnim.

12
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Nadto je tfeba zdlraznit, Zze text zacind popisem naprostych zadklad mate-
matické logiky, postupné vSak uvadi podstatné vysledky, a to zejména ve druhém
paragrafu tfeti kapitoly. Godelovy véty o netuplnosti byvaji mnohdy interpreto-
vany bez pochopeni jejich podstaty; ve snaze tyto vrcholné vysledky matematické
logiky Ctenafi priblizit je v nasem textu nejen piesné vyslovime, avsak navic do-
konce ukazeme i metody jejich prokazovani. Se stoupajici zdvaznosti popisovanych
vysledkl roste i obtiZznost ¢teni textu; pochopeni nékterych c¢asti treti kapitoly
jiz vyzaduje usili. PTi experimentalnim cteni textu necinily studenttim gymnézii
potize ani pripravné avahy ke Godelovym vétam, ani jejich presnd matematicka
formulace, centralni myslenky prokazovani vét o netuplnosti (aplikace vlastnosti
Godelovy a Rosserovy formule) vsak zvladli az po opakovaném ¢teni. Je tudiz
mozné, ze budete muset, vazeny Ctenari, ¢ist zavér druhého paragrafu treti kapi-
toly nékolikrat. Uvahy, které na pocatku t¥icatych let minulého stoleti zaskocily
cely matematicky svét, se uz autorovi nepodarilo vyjadrit jednoduseji.

V textu bude uvedena fada pfikladt. Ty jsou rozdéleny do tii skupin. Pri-
klady jsou FeSeny pi¥imo v textu a slouzi pro ilustraci definovanjch pojmi. Ulohy
jsou také obsazeny ve vlastnim textu, avSak jejich feSeni je nejprve ponechano
¢tenafi; feseni x-té tlohy je pak uvedeno v poznamce pod ¢arou oznacené ux. Jed-
notlivé paragrafy jsou zakonceny cvicenimi, jejichz strucné feSeni jsou uvedena
na konci textu. Zkusenost s prvnimi studenty, ktefi cetli text, ukdzala, ze vétsi
zajem byl o tlohy formulované jako hlavolamy (v prvni kapitole napt. ,zebry“
a ulohy o Porcii). Ulohy zaméfené abstraktnéji (Z4dajici napi. sestrojeni diikazu)
se zdaly méné zajimavé. V matematice vSak jde velmi casto préavé o dokazani
jakéhosi tvrzeni a jednoduché tlohy ukladajici sestrojeni diikazu jsou pripravou
na tuto matematickou ¢innost. Proto prosim, nespokojte se tim, ze vysledky ta-
kovychto tloh zkontrolujete, avSak skutecné se AKTIVNE SNAZTE ZADANE
DUKAZY SESTROJIT. Naproti tomu cviceni typu ,zebra“ je v textu pomérné
[-2.17-1-2.20) podle své potieby a chuti.

*

Ve snaze o zpiehlednéni textu pouzivame pro rtzné druhy objektt rdzné
typy pisma”); jiz podle druhu pisma se pozna, zda se jedna o formuli vyroko-
vého (znak A, ...) nebo predikdtového poc¢tu (znak ¢, ...), o proménnou vyroko-
vého (znak p,...) nebo predikdtového poctu (znak z,...), ze mluvime o funkci
(znak §,...) ¢ predikatu (znak P,...) atd. Pokud by to ¢tenafi nevyhovovalo,
necht prosté zanedbava riznost druhi pisma.

Dulezita mista (definice a tvrzeni) jsou zvyraznéna po obou strandch textu
svislymi carami; siln€j$imi ¢arami jsou oznaceny C¢tyfi nejvyznamnéjsi vysledky
matematické logiky zarazené do naseho textu.

™) Shrnuti pouzivaného znaceni je zafazeno na konec textu do rejstiiku symbolt. Pro (intui-
tivni) pfirozena éisla pouzivame znaky m, n, .. .; nulu fadime mezi pfirozend ¢isla. Kladna
(intuitivni) pfirozena &isla oznadujeme pomoci symbolid 4,7, k, . . .
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KAPITOLA I

VYROKOVY POCET

Robot Radius: Nechci Zddného pdna.
Vim vsechno sam.

Karel Capek, RUR

§1
ZAKLADY VYROKOVEHO POCTU

Vyrokovy pocet (nékdy se téz hovoii o vyrokové logice) je ¢ast logiky, kte-
rou je mozno prirovnat k mluvnickému rozboru souvéti. Pfi rozboru souvéti se
obsahem jednotlivych vét nezabyvame, zajimaji nas pouze vztahy vzniklé spo-
jovanim vét do souveti. Podobné ted nebudeme analyzovat vyrok sdm o sobé,
budeme zkoumat jen vztahy jednotlivych vyrokt s itvarem z nich slozenym.

Vyrokem rozumime®) tvrzeni (intuitivné fe¢eno oznamovaci vétu), které je
dostateéné smysluplné, aby bylo mozno ¥ici, Ze je pravdivé nebo nepravdivé (ne-
musime ale b§t schopni o pravdivosti rozhodnout; slovni spojeni ,Cesky knize
Boiivoj mél 1. 1. 880 rymu.“ je vyrok?). Pravdivym vyrokiim je zvykem piifa-
zovat pravdivostni hodnotu 1, nepravdivym hodnotu 0.

Priklady pravdivych vyroku: , Trosky Pompeji se nachazeji v Italii.“,
»17. 11. 1989 napadly policejni sily studenty.”, ,,Dvé rtizné kruznice se protinaji
nejvyse ve dvou bodech.“ a ,Neexistuje racionalni ¢islo, jehoZ druha mocnina by
byla rovna 2.¢.

Piiklady nepravdivych vyrokii: ,Praha lezi na Dunaji.“, ,Cesky kral Vac-
lav IIL. byl synem Piemysla Otakara IL“, , Ctverec mé alespon t¥i rtizné thlo-
pricky.“ a ,Druhd mocnina kazdého komplexniho ¢isla je nezdpornym realnym
Cislem.“.

1) Podané vysvétleni neni piesna definice, ale pouhé vymezeni, presné tak jako v geometrii
»brimka je délkou bez $iftky“ nedefinuje pfimku, ale pouze ukazuje, jak si mame pfimku
predstavovat. Pojem pfimky je pro geometrii pojmem zakladnim (nedefinujeme ho na
zékladé jinych pojmi), chovani pfimek je popsano axiomy. Analogicky se ve vyrokovém
poc¢tu nesnazime pojem vyroku formalné definovat, ale ,pouze“ zkouméame jeho vlastnosti
a vztahy vyrokt. Nemoznost definovat vSechny pojmy je v principu véci: definovat mohu
jen pomoci , jednodussich® pojma a musim tedy nékteré pojmy prijmout za ziejmé bez
definice.

2) Jiny ptiklad volné podle Abélarda (1079-1142): ,Pocet hvézd je sudy.“.
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ZAKLADY VYROKOVEHO POCTU §1

Pro snazsi vyjadfovani budeme pouzivat vyrokové proménné p, q, . . ., kte-
ré zastupuji vyroky (stejné jako v aritmetice uzivame proménné zastupujici ¢isla).
Vyrokova proménné tedy, intuitivné feceno, piredstavuje blize neurceny vyrok.

Z vyroku je mozno vytvaret vyroky slozitéjsi, jez budeme nazyvat slozenymi
vyroky.
rokil: negaci a implikaci. Tim se lisSime od pfevazné vétsiny texttt o vyrokovém
poctu, které zavadéji také dalsi zptsoby tvorby slozenych vyrok hned v pocat-
cich popisu vyrokového poctu. K tomuto pristupu nés vede snaha o co nejrychlejsi
predlozeni vyznamnych vysledkii matematické logiky. Ctenaf nemusi mit obavy,
ze by byl ochuzen; dal§imi zptsoby budovani slozenych vyrok se budeme zabyvat
ve druhém paragrafu.

vvvvv

»,Neni pravda, ze ...“, ,Neplati, ze ...“ nebo vznikajici zménou slovesa pfidanim

predpony ,ne-“ (popf. z latiny prevzaté ,non ...¢). Negaci vyroku p budeme
ozna¢ovat pomoci zapisu®) —p.

Napriklad negaci vyroku ,,Karlova univerzita byla zalozena r. 1348.“ je vyrok
,Karlova univerzita nebyla zalozena r. 1348.“; pozor: negaci nen? vyrok typu
»,Karlova univerzita byla zalozena r. 1349.“. Slovni spojeni , Karlova univerzita
nebyla zalozena r. 1348.“ je vyrok, mé proto smysl vytvofit jeho negaci, coz
je vyrok ,Neni pravda, ze Karlova univerzita nebyla zalozena r. 1348.“. Poté
pochopitelné nic nebrani znovu negovat posledné uvedeny vyrok; ve vytvareni
negaci je samoziejmé mozno neustale pokracovat. Srovnanim vyznamu vyroku
a jeho dvojité negace se budeme zabyvat na nékolika mistech nésledujiciho textu.

Nabidli jsme nékolik moznosti, jak vyjadrit negaci vyroku v bézné mluvé. To
predpokladé, ze vSechna tato vyjadfeni maji stejny vyznam. Ve vétsiné pripadu
je tomu skutecné tak: slovni spojeni

»Neni pravda, ze Karlova univerzita byla zalozena r. 1348.“,

»Neplati, ze Karlova univerzita byla zaloZena r. 1348.“,

»,Karlova univerzita nebyla zalozena r. 1348.“
maji tyz vyznam. V nékterych piipadech vSak miize vyjadfeni pomoci ,Neni
pravda, ze ...“ mit jiny vyznam nez slovni spojeni vzniklé pfiddnim pfedpony
,he-“ a v takovém pripadé negaci vyjadruje pouze slovni spojeni vzniklé uvozenim
,Neni pravda, Ze ...“ (nebo uvozenim ,Neplati, ze ...*). Uvazujeme-li napf.
vyrok

,Neékdo je cernovlasy.“

(jenz mé vyznam , Existuje ¢lovék, ktery mé cerné vlasy.“), pak negaci je

3) Pouzivaji se téz zapisy ~p,P a p’.
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»,Neplati, ze nékdo je cernovlasy.“
(ve vyznamu , Nikdo nemé éerné vlasy.“) a to je néco zcela jiného nez vyrok
,Nékdo neni ¢ernovlasy.“,
protoze vyznam posledniho vyroku je tyz jako vyroku ,Existuje ¢lovek, ktery
nemad Cerné vlasy.“. Zcela analogicky negaci vyroku ,Pfisla Eva a Jana.“ chceme
vyjadrit, ze alespon jedna z nich nepfisla. Naproti tomu béZznym vyznamem slov-
niho spojeni ,,Nepiisla Eva a Jana.“ je, ze nepfisla ani jedna.

Pouziti pfedpony ,ne-“ miize také pripoustét vice vykladt. Naptiklad vyznam véty
,Kazdy neni cernovlasy.“ se podle cCeské mluvnice® urcuje podle vétného prizvuku
a véta ma budto vyznam stejny jako vyrok ,Nikdo neni éernovlasy.“ (je-li zdtraznéno
»kazdy“), nebo jako vyrok ,Nékdo neni ¢ernovlasy.“, tzn. ,Ne-kazdy je Cernovlasy.“.
Protoze nechceme ponechat vyznam vyroku na piizvuku (coZ by ostatné bylo v psa-
ném textu obtiZzné) a ani na kontextu, budeme se vyhybat pouzivani slovnim spojenim
tvaru ,, Kazdy neni ¢ernovlasy.“. O vyznamu negaci vyroku tvaru ,, Kazdy je cernovlasy.
a ,Nékdo je ¢ernovlasy.“ pojedname rovnéz v souvislosti s kvantifikaci v §2 kap. II.

V bézném obchodé se prodavaji rizné druhy napoji. Jisté si vSak umite
predstavit maly kramek, kde se prodavaji jen dva druhy napojd, napt. cola a mi-
neralka. Negaci vyroku , Tento napoj je cola.” je pochopitelné vyrok ,, Tento napoj
neni cola.“. AvSak se znalosti poméra v kramku mizeme uvedenou negaci vyjad-
it také , Tento napoj je mineralka.“. V bézném obchodé by takovato reformulace
negace nebyla mozna.

Necht pro kazdy jednotlivy nasledujici vyrok je ¢ pevné dané ¢islo. Negaci vy-
roku ,,Cislo ¢ je mensi nebo rovno 5. je vyrok ,,Cislo ¢ neni mensi nebo rovno 5.
a pracujeme-li v racionalnich nebo realnych ¢islech, mtizeme tuto negaci vyjadrit
také ,Cislo ¢ je (ostfe) vétsi nez 5.“. Pokud se nase tivahy tykaji jen ¢isel pfiro-
zenych (v takovém piipadé i zadané ¢islo ¢ musi byt pfirozené), miizeme negaci
dokonce formulovat slovy ,,Cislo ¢ je vétsi nebo rovno 6.“; posledné uvedeny vy-
rok vSak nevyjadiuje negaci vyroku , Cislo ¢ je mensi nebo rovno 5.“ ani v oboru
racionalnich ani v oboru realnych cisel.

Uloha 1. Co je negaci vyroku ,Tento trojihelnik je rovnostranny.“? Se zna-
losti geometrie vyjadiete negaci pomoci zcela jinych pojmi.

Uloha 2. Vyjadiete negaci vyroku , Kvadraticka rovnice 2% + 5z — 1 = 0 mé
nejvyse dvé feseni.“ bez pouziti slova ,dvé“. Prozkoumejte pravdivost vyroku
a jeho negace.

4) viz napf. B. Havranek a A. Jedlicka, Ceska mluvnice, SPN, Praha 1988
ul) Negaci vysetfovaného vyroku, tj. vyrok , Tento trojihelnik neni rovnostranny.“ vyjadfime
napf. slovy , Alespon dvé strany tohoto trojihelniku maji rtiznou délku.“ nebo slovnim
spojenim ,,Alespon jeden tihel tohoto trojuhelnika je rizny od 60°.“ nebo pomoci ,, Alesporii
dvé vysky tohoto trojuhelniku maji rizné délky.«.
u2) Negaci popisuje napi. spojeni ,, Kvadraticka rovnice 22 + 5z — 1 = 0 m4 alespoii t¥i riizna
feSeni.“. Ptvodni vyrok je pravdivy, jeho negace nikoli.
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Na zéakladé dvou vyrokt mutzeme vytvorit také vyrok popsany v bézné reci
obraty ,Jestlize ..., pak ...“, ,Z ... plyne ...“%), implikuje ...“. Tento
zplusob sestrojeni nového vyroku se matematizuje implikaci. Pro implikaci vy-
tvofenou na zakladé vyroku p,q (pofadi je podstatné!) je zvykem pouzivat®
soustavy znaku (p — ). Misto ,p implikuje q* fikame také, Zze ,p je posta-
¢ujici podminkou pro g“ nebo ze ,,q je nutnou” podminkou pro p“. Prvni
vyrok v implikaci budeme nazyvat antecedent, nékdy se také uziva predpoklad
implikace, ¢i premisa; pro druhy vyrok budeme uzivat nazev konsekvent, nékteti
autofi pouzivaji disledek, nebo zavér implikace.

Implikaci (¢ — p) nazyvame obracenou implikaci k implikaci (p — q).
Pozor: obracend implikace miva naprosto jiny vyznam nez ptivodni implikace.
Zminme jesté jeden zpusob vyjadfovani implikace: pro implikaci (p — q) uzivame
slovni spojeni ,p jen tehdy, kdyz q“ a obrécenou implikaci (q — p) popisujeme®)
slovy ,,p tehdy, kdyz q“. Tato slovni spojeni se pouzivaji zejména, nastane-li
soucasné jak implikace, tak také obracenéd implikace; pak se uzivaji obraty ,p
tehdy, a jen tehdy, kdyz q“ nebo ,p pravé tehdy, kdyz q“.

Naprtiklad implikaci sloZzenou z vyroku ,,U mofe byva pisek.“ a z vyroku
»2+ 2 =>5.je virok , Jestlize u mote byva pisek, pak 2 4+ 2 = 5.“ Obracenou im-
plikaci k uvedené je implikace ,,Z toho, zZe 2+2 = 5, plyne, ze u mote byva pisek.“.
Pozor: védomé jsme zvolili pfipad ukazujici, Ze mezi antecedentem a konsekven-
tem implikace nemusi byt viditelna souvislost a Ze implikaci je mozno vytvaret
jak z pravdivych, tak také z nepravdivych vyrok.

g9 v .

Uloha 3. Vyjadiete implikaci ,Prsi-li, jsem doma.“ co nejvickrat pomoci
jinych slovnich spojeni. Vytvoite obracenou implikaci a znovu ji alespon ttikrat
rizné formulujte. Je vyznam obou implikaci tyz?

Uloha 4. Utvoite implikaci z vyrokt ,,Trojihelnik je rovnostranny.© a ,/ Troju-
helnik mé alespon dvé vysky stejné velké.“ a také obracenou implikaci. Je néktera
z nich v bézné geometrii pravdiva?

5)
6)
7

viz terminologickou poznadmku na konci rejstiiku symbola
Nékdy se pro oznaceni implikace pouziva téz symbolu =, pfipadné D.
Termin ,nutnd podminka“ asi neni tak intuitivni jako , postacujici podminka“; pozname-
nejme proto, ze v dalsim textu nahlédneme, ze implikace (p — ) mé z jistych hledisek
stejny vyznam jako implikace (—q — —p), takZe nenastane-li q, nenastane ani p, tzn.
k tomu, aby nastalo p je ,nutné“, aby nastalo q.

8)
u3)

Zde nent slovni spojeni ,tehdy, kdyz*“ minéno jako ¢asové urceni!
Napft. ,,Z toho, ze prsi plyne, ze jsem doma.“ nebo ,,Postacujici podminkou pro to, abych
byl doma, je dést.“ a také ,Dést implikuje, Ze jsem doma.“. Obracenou implikaci muzeme
formulovat nap¥. ,,Jsem-li doma, prsi.“ nebo ,,Nutnou podminkou pro to, abych byl doma,
je dést.“ nebo ,,Postacujici podminkou pro dést je moje pritomnost doma.“. Vyznam neni
tyz, obracena implikace zad4a, abych nebyl doma nikdy, kdyz neprsi.

u4) Vyrok ,Je-li trojuhelnik rovnostranny, mé alespont dvé vysky stejné velké.“ je pravdivy;
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Negace vyroku je vyrok a vyrokem je rovnéz implikace vznikla spojenim ja-
kychkoli dvou vyrokt. Tyto slozené vyroky nasledné mohou slouzit jako zaklad
pro tvorbu dalsi negace nebo implikace a tak mtizeme pokracovat k stéle slozi-
téjsim a slozitéjsim vyroktim. Napriklad pro dva vyroky p, q muZeme vytvorit
negaci —p a pak implikaci (—p — q). Nic ndm vSak nebrani zaé¢it implikaci a vy-
tvofit (p — q), a tento vyrok nésledné negovat, tzn. vytvorit vyrok —(p — q).
Pak mtzeme ze vzniklych vyrokd vytvorit implikaci, tu pak negovat atd.

Vyroky obsazené v piredchozim piikladu také vysvétluji potiebu uziti zévo-
rek kolem implikace. Pokud bychom vynechali zavorky, budou zapisy (—p — q)
a —(p — q) zcela totozné. Zavorky popisuji zpisob vystavby, jinak feceno: roz-
hoduji, jak zapis ¢ist. Radu symbol (—p — q) ¢teme: jestlize neplati p, pak q,
avSak —(p — q) Cteme: neplati, ze z p plyne q.

Oznacuji-li p, q po fadé pravdivé vyroky ,Voda se va¥fi pii 100°C.“ a ,Veverka je
savec.“, pak formule (—p — ) oznaduje pravdivy slozeny vyrok , Jestlize se voda neva¥i
pii 100°C, je veverka savec.“ (pravdivost vyroku je zarudena mj. pravdivosti konsek-
ventu — podrobnéjsi rozbor viz o nékolik stranek dale pri popisu sémantiky vyrokového
poétu). Naproti tomu formule —~(p — q) oznacuje nepravdivy vyrok ,Neplati: vaii-li se
voda pfi 100°C, je veverka savec.“, (jehoz nepravdivost nahlédneme okamzité z prav-
divosti implikace ,Jestlize se voda vaii pfi 100°C, je veverka savec.“ — v posledné
zminéné implikaci je opét pravdivy konsekvent); vyznam popsanych slozenych vyrokt
je tedy zcela jisté rizny.

*

Prvni pojem matematické logiky, ktery budeme definovat rekurzi, bude po-
jem formule vyrokového poctu. Tento pojem slouzi k popisu slozenych vyrokt
vzniklych ze zadanych vijroka?.

Formuli vyrokového poctu je jakykoli zapis, ktery dokédZeme sestrojit
rekurzi s nasledujicimi parametry'©):

Stavebni kameny: znaky pro vyrokové proménné p, q, ..., znaky - a — a zavorky
(jakozto pomocné symboly);
Zdkladni formule: znaky pro vyrokové proménné;
Pravidla pro vytvareni dalsich formuli:
(a) je-li A formule vyrokového poctu, je formuli vyrokového poétu také jeji
negace A,

(b) jestlize A a B jsou formule vyrokového poétu, je formuli vyrokového

poctu rovnéz implikace (A — B) z nich vytvorena.

obracena implikace nikoli.
9) Podrobnéji: jestlize do formule vyrokového pocétu dosadime za vyrokové proménné néjaké
konkrétni vyroky, dostaneme slozeny vyrok vytvoreny z vyroka zadanych a naopak timto
zpusobem dostaneme vsechny slozené vyroky vytvorené ze zadanych vyrokda.
10) V tomto paragrafu se zabyvame pouze formulemi vyrokového poétu vytvofenymi pomoci
negace a implikace; ve druhém paragrafu pfipustime nadto konjunkci, disjunkci a ekviva-
lenci. Po rozsifeni povolenych spojek se pochopitelné zvétsi i systém formuli vyrokového

poctu.
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Pro formule vyrokového poc¢tu budeme pouzivat znaky A, B, P, QR ...
Rady zapist
P, d, (p - q)’_'(p - q)’_'pa (_'p - _'(p - q))
p,7p, 4, (p = d),=(p = q),(=p — ~(p — 1))

ukazuji priklady posloupnosti postupné vznikajicich formuli vyrokového poctu,
jejichz poslednim ¢lenem je zapis (—p — —(p — q)) (v prvni posloupnosti nej-
prve uzijeme dvakrat pravidlo o zakladnich formulich a pak postupné pravidla
(b), (a), opét (a) tentokrat aplikované na prvy ¢len posloupnosti a (b) aplikované
na posledni dva ¢leny dosud sestrojené posloupnosti v obraceném poradi). Kon-
strukce kterékoli z téchto posloupnosti prokazuje, ze zépis (—-p — —(p — q)) je
formuli vyrokového poctu.

Naproti'?) tomu napi. zépis (p —— q) nemtize byt formuli vyrokového po-
¢tu podle nasi definice, protoze podle ni v kazdé formuli vyrokového poctu kolem
znaku — musi byt opét formule vyrokového poctu, avSak zadna formule vyroko-
vého poctu ani nezac¢ind ani nekonci znakem —.

Jestlize bude ze souvislosti patrné, ze se jednd o formule vyrokového po-
¢tu, zamléime nékdy slova ,vyrokového pocétu“. Umluvme se také, ze budeme
vynechavat zavorky v zapisu formuli, pokud to neohrozi ¢itelnost zapisu. Pozna-
menejme, ze pro usnadnéni ¢teni se v matematickém textu bézné pouziva vice
typu zavorek.

Uloha 5. Rozhodnéte, zda zapisy (—p — —q) a =(p — —=—p) jsou formulemi
vyrokového poctu a své rozhodnuti zdtivodnéte.

Uloha 6. Prokazte, ze zapis ([p — (==q — p)] — p) je formuli vyrokového
poctu. Existuje vice posloupnosti zapist prokazujicich, ze zadany zapis je formuli?

11) V osmém bodé ne-pfedmluvy jsme slibili, ze ukazeme neexistenci ditkazi urcitych tvrzeni.
Vypovéd, ze urcity zapis neni formuli je analogicky, avSak mnohem jednodussi p¥ipad.
Prohlasujeme totiz, Ze neexistuje posloupnost formuli postupné vznikajicich z vyrokovych
proménnych podle pravidel (a) a (b) pro vytvafeni formuli, a to posloupnost konéici za-
danym zapisem.

u5) Oba zapisy jsou formulemi vyrokového poétu a nasledujici posloupnosti formuli ukazuji

vytvareni nasich formuli rekurzi:

P, d, =P, ~q, (—p — —q),
P, =P, ~=p, (p — =), ~(p — ~—p)

— pfi tvorbé prvni posloupnosti pouzijeme nejprve pravidlo (a) na obé zakladni formule
a na zavér pravidlo (b) na takto vniklé formule; ve druhém ptipadé pouzijeme pravidlo (a)
nejprve na zakladni formuli a poté na takto vniklou formuli, pak pravidlo (b) na zakladni
formuli a na posledni ¢len dosud sestrojené posloupnosti a nakonec pravidlo (a) na posledni
¢len posloupnosti.

u6) Posloupnosti zarucujici, e zkoumany zapis je formuli vyrokového poctu, je napt.
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Uloha 7. Ukazte, Ze zapisy (p — 1)) a (p — qp) nejsou formulemi.
Uloha 8. Ukaite, 7e zapis [p — (q — p) — q] neni formuli.

k 3k %

Priklad 1. Zajisté znate Shakespearova Benétského kupce. A pravdépo-
dobné si také vzpominate, Ze o vybéru Zenicha pro Porcii rozhodovala zkouska,
v niz nadpadnik mél uhodnout ve které skiince se skryva Porciina podobizna, ne-
bot jak fikd Nerissa Porcii: ,V4$ otec byl povzdy ctnostny muz. A lidé svatého
Zivota mivaji v smrti $fastnd vnuknuti. Proto v luterii se tfemi skiinkami, zla-
tou, stiibrnou a olovénou ...nemtze zvolit tu pravou, nez kdo vas doopravdy
miluje.“!?). Napadnik musi p¥isahat, ze pokud neuhodne, nikdy se neozeni.

R.J. Smullyan v knize [Sm] (kterou velmi doporucuji pro jeji krasné hadanky)
uvazuje ,luterii“, ve které by zenich byl vybiran nikoli podle toho, jak je ctnostny,
ale jen podle logi¢nosti jeho uvazovani. Pfedlozme nyni nékolik variaci na ha-
danky uvadéné Smullyanem.

Porcie privede napadnika ke trem skiinkdm a sdé€li mu, Ze nejvyse jeden
z napisu na skiinkach je pravdivy. A pak uz jen ¢ekd na rozhodnuti o svém osudu
(a 0 osudu napadnika). Kterou skiinku byste si vybrali vy, abyste se mohli oZenit,
a to dokonce s krasnou a chytrou Porcii?

zlata stfibrna olovénéa
Podobizna neni Podobizna neni Podobizna je
v této skiince. v olovéné skrince. v této skiince.

Uz jste vybrali tu pravou? — V olovéné podobizna byt nemtize, protoze by
pak byly pravdivé napisy jak na zlaté skiince, tak i na olovéné. Kdyz uz vime, zZe

posloupnost

d,=d, ==, P, =P, (-~ — =p), [p = (-~g — =p)], ([p = (-—q — —p)] = p).
Ovsem stejnou sluzbu vykona rovnéz napf. posloupnost
P; d, =P, 7P, ~d, =g, (- d—p),
(==q—==p), [p— (==a—-p)], ([p— (==a—-p)] =),

ve které je jiné poradi ¢lend a nékteré cleny navic. Naproti tomu posloupnost

p,~=p,d,-q,[p — (==q — -p)], ([p = (==q — —p)] = p)

neni dostatecné vhodnym popisem konstrukce nasi formule.
u7) Prvni zapis neni dobie uzavorkovan, kazd4 formule ma stejné pravych jako levych zavorek;
v druhém zéipise se vyskytuji bezprostfedné za sebou dvé vyrokové proménné a zadné
z nasich pravidel tvorby formuli toto nepovoluje.
u8) Poget levych a pravych zavorek je stejny, piesto vSak zapis neni dobfe uzadvorkovan —
miizeme &ist jednak ([p —(q—p)] — q), avsak také (p - [(g—p) — q]) Nemnuze se
vam proto podafit sestrojit potfebnou posloupnost.

12) preklad E.A.Saudka
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podobizna neni v olovéné, pak vime, ze na stfibrné je pravdivy napis. Kdyby byla
podobizna ve stfibrné skfince, byl by pravdivy také napis na zlaté skfince, coz
je zadédnim vylouceno. Podobizna proto musi byt ve zlaté skiince. Pro kontrolu
si uvédomme, Ze v takovém pripadé je text na zlaté i olovéné skiince nepravdivy
a pravdivy je jen na stiibrné skfince.

Nasledujici odstavec se bude snazit presvédcit o vyhodach symbolického zé-
pisu ty ¢tenare, ktefi nejsou jeho priznivci. Podobné budeme vedle sebe pouzivat
slovni a symbolicky zapis pii feSeni tiloh 9 a 10. Necht z,s a o vyjadfuji po
fadé vyroky ,,Podobizna je ve zlaté skfince.“, ,,Podobizna je ve stiibrné skfince.“
a ,Podobizna je v olovéné skiince.”

Na tadku (i) uvaddime u kazdého z vyroku z,s, 0 ty z vySetfovanych vyroku
a jejich negaci, které jsou v daném piipadé pravdivé (napf. za predpokladu vy-
roku z — uloZeni podobizny do zlaté skiinky — je pochopitelné pravdivy vyrok z
a negace vyroki s a 0):

(7) z: 2,718,710 S: —z,8,70 0: —z,78,0.

Pii zadani naseho prikladu jsou na jednotlivych sk¥inkach vyroky: -z, -0, 0. Pros-
tym srovnanim posledné uvedené trojice vyroku s trojicemi v (i) zjistime, Ze tro-
jice ze zadéani se shoduje nejvyse v jednom vyroku pouze s jednou trojici, a to
s prislusejici ulozeni portrétu do zlaté ski¥inky.

Uloha 9. Népadnici Porcie se moc nehrnuli a ti, co piisli, neuspéli. I zadala
Porcie zvazovat, jestli otec skutecné naridil, jaké maji byt napisy na skiinkach,
a zda by nemeéla dédvat hadanku leh¢i — sama meéla tolik inteligence (vzpomerite,
jak pozdéji prevlecenad za mladého soudce brilantné zachranila Antonia), Ze hé-
danky nejen fesila, avSak bez zavahani i vytvarela. A tak si pfipravovala nové
napisy a pri zadavani ulohy chtéla napadnikovi oznamit, Ze presné jeden napis je
pravdivy.

zlaté st¥ibrna olovéné
Podobizna je Podobizna je Podobizna je
ve sti¥ibrné skiince. v olovéné skfince. v této skrince.

Kterou skiinku vyberete pri tomto zadani? Kdybychom ponechali z ptivod-
niho zadani slova ,,nejvyse jeden z népist na skiinkach je pravdivy“ byla by tloha
jednoznacné resitelna?

u9) Kdyby byla podobizna v olovéné skiince, byly by pravdivé nipisy na stiibrné a olovéné
skfince, procez tam byt nemize. Takze napisy na st¥ibrné i olovéné skfince jsou nepravdivé,
pravdivy musi byt zapis na zlaté sk¥ince (tato iivaha je podminéna tim, Ze vime, Ze alespoii
jeden napis je pravdivy), a tudiz je podobizna ve stiibrné sk¥ince. (V tomto piipadé je
pravdivy népis na zlaté sk¥ince a zadny jiny.) Pokud vime pouze, Ze nejvyse jeden népis
je pravdivy, nevylou¢ime moznost ukryti podobizny ve zlaté skfince.
Pomoci symbola: Na skiinkach jsou zapsdny vyroky: s, o, 0. Tato trojice se z trojic z (7)
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Uloha 10. Soudasné si viak Porcie p¥ipravila také trochu tézsi tlohu pro pi¥i-
pad, kdyby se napadnik nejevil pfijatelnym. Takového chtéla zavést pred skiinky

zlaté stribrna olovéna
Podobizna neni Podobizna neni Podobizna je
v této skiince. ve zlaté skiince. v této skiince.

a oznamit mu, Ze alespon jeden néapis je pravdivy a alespon jeden je neprav-
divy. Potad vsak nebyla spokojend, pro naprosto nepfijatelné napadniky chtéla
vymyslet jesté néco tézsiho, ale kdyz on mezitim prisel Bassanio a ...

Priklad 2. Obavam se, Ze hadanku, jez vim nyni predlozim, jiz znate, je vSak
tak hezké, ze ji nemohu pominout. Na rozcesti dvou cest stoji dva bratfi, z nichz
jeden vzdy mluvi pravdu a druhy nikdy pravdu nefekne, avSak vy nevite, ktery je
ktery. Chcete se jich zeptat, ktera z cest vede k cili vaseho putovani. Pokud smite
polozit dvé otazky, je vase tloha jednoduchia. — Opravdu? — Jak se zeptate?
Stac¢i polozit jakoukoli otazku, u které je jasnd odpovéd, napfr. ,Je 2+42=47¢.
Podle odpovédi poznate, zda mluvite s pravdomluvnym nebo s lhafem, a pak
se uz prosté zeptate, kterd cesta vede k vasemu cili. Pravdomluvnému uvérite
a date se cestou, kterou ukaze; pti odpovédi lhare se date presné tou druhou, nez
vam poradil. Ted je vSak tloha t&z$i: smite se zeptat jen jednoho bratra, a to
jen jednou, a nadto otdzkou, na kterou je odpovéd ano-ne! Na co se zeptite? —
Jesté se zamyslete a nec¢téte Teseni, které nasleduje.

Nedari se? — Otazka, kterd vas problém vyftesi zni: ,,Co mi fekne vas bratr,
kdyz se ho zeptam, zda tato cesta vede k mému cili?“. P¥i odpovédi ,Ne.“ se
tou cestou date, pii odpovédi ,,Ano.“ vykrocite tou druhou. Pokud bratr od-
povidajiciho je lhaF, d4 vam totiz nespravnou odpovéd a odpovidajici, ktery je
pravdomluvny, jeho odpovéd zopakuje, celkové tudiz dostanete nespravnou od-
povéd. Pokud bratr odpovidajiciho je pravdomluvny, da spravnou odpovéd a lhar
odpovidajici jako druhy jeho odpovéd zneguje. I v tomto pripadé dostanete ne-
pravdivou odpovéd. Divite se jesté, ze vam doporucuji udélat presné opak toho,
co vam poradi bratii ve své dvoj-odpovédil®?

shoduje v presné jednom piipadé pouze pfi ulozeni portrétu do st¥ibrné skiinky; v nejvyse
jednom vyroku se shoduje pfi schovani portrétu do st¥ibrné nebo zlaté skrinky.
u10) Kdyby podobizna byla ve zlaté skfince, nebyl by zadny napis pravdivy, tam se tudiz
nachéazet nemtze. Kdyby se podobizna nachazela v olovéné skiince, byly by vSechny napisy
pravdivé, takze podobizna musi byt ve stiibrné skiince. (V tomto pfipadé je nepravdivy
vyrok na olovéné skiince a zadny jiny.)
Pomoci symboli: Nyni jsou na skfinkach zapsany vyroky —z, -z, o; tato trojice se s troji-
cemi z (¢) shoduje alesponi v jednom vyroku a neshoduje alesponi v jednom vyroku pouze
pii vloZeni portrétu do stfibrné skfinky.
13) Uvedena otézka neni jedina, ktera fesi tlohu. MuZeme se také jednoho z bratii dotézat:
,Odpovite mi ano na otazku, zda tato cesta vede k mému cili?“ Je-li dotdzany pravdo-
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Uloha 11. Ted o dvou bratrech vime pouze, Ze kazdy z nich bud vzdy mluvi
pravdu nebo vzdy lZe (tedy bud oba jsou pravdomluvni nebo oba lhafi nebo jeden
pravdomluvny a druhy lhaF). Zeptate se prvniho, zda je lhaf nebo pravdomluvny.
Odpovédi vSak nerozumite, a proto se zeptate druhého ,,Co fikal tvij bratr?«.
Dostanete odpovéd, Ze prvy se prohlésil za lhafe. Je druhy z bratii lhaf nebo je
pravdomluvny? Co muzete fici o prvnim?

Uloha 12. Kazdy ze dvou bratii je opét bud notoricky lha¥, nebo vzdy mluvi
pravdu. Prvni z nich prohlési: ,,Alespon jeden z nas je Ihar.“ Kdo jsou tito bratii?

Uloha 13. Ze t¥i bratii je kazdy zase bud notoricky lha¥, nebo vzdy mluvi
pravdu. Prvni ze tii bratii vyhlasi: ,Moji bratii jsou lhaii.“, druhy ho ¢aste¢né
podpori s prohlasenim, Ze tieti bratr je lhar, avSak tfeti oznaci za lhafe prvniho
z bratri. Kdo jsou tito bratfi?

k 3k %

V sémantice vyrokového poc¢tu budeme zkoumat pravdivostni hodnotu sloze-
ného vyroku v zavislosti na pravdivostnich hodnotach jeho slozek. Celou séman-
tiku naprosto rozhodujicim zptisobem ovlivni pfirozeny pozadavek, aby hodnota
slozeného vyroku mezdlezZela na nicem jiném neZ na pravdivostnich hodnotdch
jeho slozZek. Ptijeti tohoto pfedpokladu umozni mj. popsat pravdivostni hodnoty
slozenych vyrokiu pomoci tabulek pravdivostnich hodnot.

Nasim prvnim tkolem je popsat pravdivostni hodnoty slozenych vyrokt
vzniklych pomoci negace a implikace. Kromé slovniho vyjadfeni je vyjadiime
v tabulkich 1 a 2 predstavujicich zakladni tabulky pravdivostnich hodnot
pro negaci a implikaci. Na pfirozené chapani pravdivosti negace a implikace jsme

mluvny, odpovi po pravdé na otézku, zda tato cesta vede k cili (pokud cesta vede k cili,
odpovi ano; jestlize nevede, odpovi ne) a tuto pravdivou odpovéd pii odpovédi na otazku,
zda odpovi ano, pouze zopakuje. Je-li vSak lhaf odpovi nepravdivé (pokud cesta vede
k cili, odpovi ne; jestlize nevede, odpovi ano) a tuto nepravdivou odpovéd pii odpovédi na
otazku, zda odpovi ano, zméni, takze pokud cesta vede k cili, odpovi celkové ano; jestlize
nevede, odpovi celkové ne. Nezavisle na tom, kterého bratra se dotazujeme, dostavame
na pravé zkoumanou dvoj-otazku pravdivou odpovéd. Dalsi feseni je uvedeno v tloze 10
druhého paragrafu.
ull) Je-li prvni IhaF, odpovi nepravdive, Ze je pravdomluvny. Jestlize je pravdomluvny, od-
povi po pravdé, Ze je pravdomluvny. Takze odpovéd prvého zcela jisté vzdy zni ,,Pravdo-
mluvny.“. Druhy je tudiz lhaf. O prvnim nelze rozhodnout.
Uvédomme si, ze otdzka ,,Jsi lhadF?“ mé velice zvlastni charakter - je ,samovztazni“ (pfi
odpovédi ,lzu“ vypoviddm o této odpovédi samotné) a nelze na ni odpovédét ,,ano“, a to
ani v pfipadég, ze pravdu mluvime, ani v piipadé, Ze pravdu nemluvime (jiné podobné
ysamovztazné“ formulace jsme uvedli v bodé 7 nasi ne-pfedmluvy); tuto ,samovztaznost“
budeme podrobnéji rozebirat ve druhém paragrafu tieti kapitoly.

u12) Je-li mluvici lhar, je mezi bratry alespon jeden lhaf, a proto 1har takovouto vétu vyslovit

nesmi. Mluvici je pravdomluvny, druhy z bratfi musi byt 1har.

u13) Pryni bratr nemize byt pravdomluvny, protoze by druhy byl Iha¥, avak oba tvrdi o tfetim
bratru, ze je lhar. Protoze prvni z bratii je lha¥, musi t¥eti mluvit pravdu a nasledné je

druhy lhafem.
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se jiz v predchozim textu odvolavali, nyni pouze toto obvyklé pojeti popiSeme
vyslovné.
Je prirozené pokladat negaci vyroku za nepravdivou, jestlize

puvodni vyrok pokladame za pravdivy, a naopak v pripadé, zZe % f
néjaky vyrok pokladame za nepravdivy, jeho negaci pokladame 11 o
za pravdivou. Ostatné na takovémto pojeti negace byly zalozeny

ptredchozi piiklady a dlohy a vy, ¢tenafi, jste jisté souhlasil, kdyz Tabulka 1
jste docetl az sem. Popsané pojeti pravdivosti negace vyjadiuje

prvni tabulka.

Hodnoceni pravdivosti implikace v zavislosti na ohod- P q | P—q
noceni pravdivosti vyroku, z nichz je implikace sloZena, 0 0 1
jiz nemusi byt na prvni pohled tak zfejmé, avsak jiz jsme 0 1 1
zdtraznili, Ze pravdivostni hodnotu implikace musime ur- 1 0 0
Cit jednoznacné pouze v zavislosti na pravdivostnich hod- 1 1 1

notach vyrokt do ni vstupujicich. Reknu-li , Jestlize bude Tabulka 2
zitra prset, pak budu cely den doma.“ a druhy den venku

lije a j& jsem z domova pry¢, pak jsem lhal; jestlize lije a jsem doma, pak jsem
mluvil pravdu; jestlize sviti slunicko, pak mohu délat cokoli a vzdy jsem mluvil
pravdu, protoze o tom, co budu délat, kdyz bude hezky, jsem nic netvrdil'®.
V souladu s intuitivnim chapanim disledku ndm tedy nezbude nez implikaci po-
klddat za nepravdivou jenom v piipadé, ze antecedent je pravdivy a konsekvent
je nepravdivy. Piesné toto chapani je dolozitelné jiz v megarsko-stoické gkole'®).
Nicméné spor o vyznam implikace pokracoval az do 20. stol., a to vetné, vétsinou
vsak probihd vné matematické logiky.

Implikace ,Je-li ¢ > 2, je ¢ > 4.“ je pravdiva pro kazdé realné éislo ¢ —
nemfize byt soucasné ¢ > 2 (pravdivy antecedent) a c¢? < 4 (nepravdivy kon-
sekvent). Naproti tomu ostatni pfipady pravdivosti a nepravdivosti antecedentu
a konsekventu jsou mozné, a skutecné nastanou. Napiiklad pro ¢ = 3 je pravdivy
jak antecedent, tak také konsekvent. V ptipadé nepravdivosti antecedentu mtize
byt konsekvent jak pravdivy (napf. pro ¢ = —3), tak také nepravdivy (napi. pro
c=1).

V souvislosti s pravdivosti implikace vznikaji ¢asto dohady o implikacich typu
»Jestlize 1 +1 = 3, pak 24 2 =5.“ V prvni fadé je tfeba si uvédomit, ze uvedena im-
plikace je (slozeny) vyrok, protoZze vznika z (nepravdivych) vyrokti 1+1=3a24+2=5
podle pravidla (b) pro vytvareni formuli vyrokového poétu. Nadto je pravdiva, protoze

14) Gramatika rozliSuje véty pricinné, které (podle pravidel éeského pravopisu) vyjadiuji ,,pfi-
¢inu (dtvod) obsahu véty Fidici“ a jsou pfipojovany spojkami protoze, ponévadz, ze, jeli-
koz a véty podminkové, které vyjadruji ,,podminku, pti které mize nastat déj véty ridici“
a které se pripojuji spojkami jestlize, -li, kdyby, jestli, kdyz. Neni vhodné formalizovat
implikaci véty pric¢inné: vétu ,,PfiSel jsem pozdé, protoze nejela tramvaj.“ budeme brat za
Izivou v pripadé, Ze tramvaje jezdily.

15) y Filéna z Megary (kolem 300 pi. Kr.), podrobnéji viz dodatek o kofenech logiky
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antecedent je nepravdivy. Presto se nam podvédomé zda tato implikace ,podezield”,
zfejmé pravé proto, ze predem vime o nepravdivosti antecedentu. Pravé vzhledem k ne-
pravdivosti antecedentu nemiize byt pravdivost implikace ovlivnéna pravdivosti, nebo
nepravdivosti konsekventu. Proc¢ez implikace nemize poslouzit k rozhodnuti zda je kon-

sekvent pravdivy, ¢i nepravdivy. A pravé to zapfi¢inuje pocit ,,podezielosti“ implikace.
Presné stejné bychom se s velikym prekvapenim divali na ¢lovéka, ktery by ndm na
plazi pti blankytné modrém nebi oznamoval, Ze ,, Prsi-li, jsem doma.“, a to bez ohledu
na pravdivost jeho vyroku. Pokud by stejné prohlaseni ucinil v okamziku, kdy nevime,
jaké je pocasi, pfijali bychom jeho sdéleni se zadjmem (a z jeho nepfitomnosti doma
vyvodili, Ze neprsi).

Oblibenym zptisobem vypoctu pravdivostnich hodnot dané formule (v za-
vislosti na pravdivostnich hodnotach proménnych, které se v ni vyskytuji) jsou
tabulky pravdivostnich hodnot'®). Jednu z nich ukazuje nésledujici piiklad
(jenz je vypoctem pravdivostnich hodnot formule p — [q — =(p — —q)]), ve
kterém kazdy tadek prislusi jednomu ohodnoceni dvojice vyrokovych promén-
nych p,q a v kazdém policku se nachazi pravdivostni hodnota formule uvedené
v zahlavi sloupce pfi tomto ohodnoceni. Je zapotiebi si uvédomit, ze existuji
presné Ctyfi riuzna ohodnoceni dvojice vyrokovych proménnych p a g, proto ma
nasledujici tabulka ¢tyri fadky. Obecné tabulka pravdivostnich hodnot formule
vytvorené z k vyrokovych proménnych ma 2% fadka a tolik sloupci, kolik krokt
jsme pouzili pfi vytvofeni dané formule rekurzi. Kazdé vyplnéni jednotlivého po-
licka v nasledujicich tabulkach je naprosto trivialni aplikaci tabulek 1 a 2. V celém
textu je vSak tak maélo rozsahlejSich vypocti, ze tabulky pravdivostnich hodnot
predstavuji nejrozsahlejsi kalkulace celé knihy.

Prohlésili jsme, Ze vyplnéni policka je zcela evidentni, pro jistotu vSak po-
drobnéji popiSme zpiisob vyplnéni napf. prvnich dvou policek v prvnim rfadku
nasledujici tabulky. Ve sloupci se zédhlavim —q si uvédomime, ze v tomto radku
predpoklddame, ze proménné q nabyvéa hodnoty 0, takze podle prvé tabulky musi
byt pravdivostni hodnotou formule —q jednicka. Do policka v sloupci se zahlavim
P — —q mame napsat pravdivostni hodnotu implikace, jejiz antecedent (vyro-
kova proménnd p) ma hodnotu 0 a jejiz konsekvent (formule —q) ma hodnotu 1.
Nahlédnutim do druhé tabulky (druhy fadek) zjistime, Ze jsme povinni policko
vyplnit znakem 1.

p q|-q |p—=-q|-(p——q) |gq=-(p—~q) |p—[q—-(p—q)]

0 0 1 1 0 1 1

0 1 0 1 0 0 1

1 0 1 1 0 1 1

1 1 0 0 1 1 1
Tabulka 3

16) Tabulky pravdivostnich hodnot zavedl Ch.S. Peirce (1839-1914), jenz pry si pfal, aby jeho
jméno bylo ¢teno [Piors].
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Tautologii (nebo podrobnéji vyrokovou tautologii) nazyvame formuli A vy-
rokového poctu, jejiz pravdivostni hodnota je 1 pfi kaZdém ohodnoceni vyroko-
vych proménnych, které se v ni vyskytuji. Kontradikci nazyvidme formuli, jejiz
pravdivostni hodnota je 0 pii kazdém ohodnoceni vyrokovych proménnych, jez se
v ni vyskytuji. Kontradikce jsou negacemi tautologii.

Tautologie jsou formule, které nabyvaji pravdivostni hodnoty 1 nezavisle na
konkrétnim ohodnoceni vyrokovych proménnych. Jedna se tedy o ,vzdy prav-
divé* formule, tzn. o formule jejichz pravdivost je zarucena pouze jejich formou
(strukturou formule) a nikoli pravdivosti nebo nepravdivosti vyroki, z nichz je
vytvorena. Analogicky kontradikce nabyvaji pravdivostni hodnoty 0 nezavisle na
ohodnoceni vyrokovych proménnych, a predstavuji tudiz ,vzdy nepravdivé“ for-
mule.

Z tabulky 3 nahlédneme, zZe formule vyrokového poc¢tup — [q — —(p — —q)]
je tautologii, formule g — —(p — —q) nikoli.

Pro plné porozuméni dalsimu textu je vhodné vysettit pravdivost nékolika
formuli. To bude tkolem nasledujiciho pfikladu a tloh 14-17.

Piiklad 3. Prokazte, ze formule VP2 tvaru [p—(q—71)]—[(p—q)—(p—7)]
je tautologii. Tato formule je nékdy nazyvana Fregeav zakon.

Ve zkoumané formuli se vyskytuji t¥i vyrokové proménné, takze jeji tabulka
pravdivostnich hodnot bude mit 23 = 8 fadkii; sestavovani tabulek pravdivostnich
hodnot je natolik jednoduché, Ze uz i tu nésledujici by se mél nejprve pokusit
Ctenaf sestavit sam.

P g v|g—=r |p=(@—=7) |p—=q |p—T |(p—q)—(p—1) | VP2
0 0 0] 1 1 1 1 1 1
00 1] 1 1 1 1 1 1
01 0] 0 1 1 1 1 1
01 1] 1 1 1 1 1 1
1 00| 1 1 0 0 1 1
10 1| 1 1 0 1 1 1
1 10| 0 0 1 0 0 1
1 1 1| 1 1 1 1 1 1
Tabulka 4

Uloha 14. Prokazte, ze formule VP1 tvaru p — (q — p) a rovnéz for-
mule VP3 tvaru (—p — —q) — (q — p) jsou tautologiemi. Jak se lisi tabulky

p|VP1 |-p|-q |-p

u4)  p qlq— —-q | VP3| -q—-p [ (q—p)—(-g—-p)
0 0] 1 T 1] 1 1 1 1 1
01| o 1 1] o0 0 1 1 1
1 0| 1 1 o] 1 1 1 0 0
1 1] 1 1 o] o 1 1 1 1
Tabulka A
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pravdivostnich hodnot formule —p — —q a formule q — p? Ukazte, Ze formule
(@ — p) — (—q — —p) neni tautologii.

Uloha 15. Ukazte, ze formule —p — (p — q), tzv. zdkon Dunse Scota, je
tautologii.

Uloha 16. Uvédomte si, Ze pravdivostni hodnoty formule =—p jsou piesné ty
samé jako pravdivostni hodnoty p. Ukazte, ze vyrokové formule A a B nabyvaji
tychz hodnot (pfi ohodnoceni vyrokovych proménnych, které se v nich vyskytuji),
prave kdyz je pravdiva jak implikace A — B, tak také obracena implikace B — A.

Uloha 17. Sémanticky (tj. tabulkou pravdivostnich hodnot) prokazte tran-
zitivitu implikace, tzn. Ze tautologii vyrokového poctu je formule

P—a)=[a—=7)—= (7))

Priklad 4. Uvazujme variaci tlohy o vnoucatech z ne-pfedmluvy a oznaéme
vyroky ,Jakub je doma.“, ,Terezka je doma.“ a ,Kacenka je doma.“ po fadé
pismeny j,t a k. Pfedpoklddejme pravdivost vyroki:

(1) Jestlize neni Jakub doma, neni doma ani Terezka, tzn. =j — —t.
(2) Jestlize je Kacenka doma, je doma i Terezka, tj. k — t.
(3) Neni-li doma Kacenka, je doma Jakub, tzn. =k — j.

Tabulky pravdivostnich hodnot formuli =p — —q a q — p se lisi pouze svym zdhlavim,
hodnoty na jednotlivych radcich jsou stejné.

q|-p|p—q |-p— (p—a)

1 1 1

1 1 1

0 0 1

0 1 1
Tabulka B

Prvni tvrzeni je trividlni aplikaci prvni tabulky. Druhé tvrzeni ziskame prohlédnutim druhé
tabulky: pravdivost implikace A — B zarudi, ze ptfi ohodnocenich, pfi nichz formule A
nabyvéa hodnotu 1, musi rovnéz formule B nabyvat pravdivostni hodnotu 1 a pravdivost
obracené implikace B — A zajisti, Ze pfi ohodnocenich, pfi nichz formule B nabyva
hodnotu 1, musi rovnéz formule A nabyvat pravdivostni hodnotu 1.

ulb)

— O o
= O = O

ul6)

u17) Tranzitivita implikace byva nazgvana zdkon hypotetického sylogismu (pokladdme za samo-

ziejmé: jestlize z prvniho tvrzeni plyne druhé a z druhého plyne tieti, pak z prvého tvrzeni
jiz uréité musi plynout tfeti) a uvadi ho jiz Theofrastos z Eresu (asi 371-286). Pokud byste
chtél vyjadrit tranzitivitu implikace pomoci spojky ,,a“ — kterouzto formulaci jsme praveée
uvedli jako samoziejmé — konzultujte prosim ¢tvrty priklad druhého paragrafu.

Kromé prostého ovéreni tabulkou pravdivostnich hodnot miuzeme také prokazani provést
nésledujici ivahou. Implikace p — 7 je nepravdiva, pouze pokud p je pravdiva a soucasné r
nepravdiva. Z pravdivosti p a z pravdivosti implikace p — g vSak vyvodime pravdivost q
a z pravdivosti implikace ¢ — r ndm néasledné nezbude nez vyvodit pravdivost formule .
Za predpokladu pravdivosti implikaci p — q a ¢ — 7 je tedy implikace p — 1 urcité
pravdiva.
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Chceme zjistit, zda existuje ohodnoceni vyrokovych proménnych takové, ze j
je nepravdivé, avSak vSechny predpoklady (1)—(3) jsou pravdivé (v takovém pti-
padé domi za Jakubem nepojedu, nebot nemusi byt doma). Staéi tedy vySetfovat
jen ¢tyfi pfipady pro rtizna ohodnoceni proménnych t a k. (Jakmile pii néjakém
ohodnoceni zjistime, Ze néktery ze sloZzenych vyrokd —-j — -t a k — t je pfi
daném ohodnoceni nepravdivy, nemusime jiz pro toto ohodnoceni vyhodnocovat
dalsi slozené vyroky.)

it k|- [ot]-k |9t |k—=t k=]
0 0 011 1 1 1 1 0
0 0 111 1 0 1 0
01 01 0 1 0
0 1 111 0 0 0

Tabulka 5

Spocitali jsme, ze Jakub nemtize nebyt doma (tj. je doma; tedy mé smysl
za nim jet domt). Nicméné si jesté ovéfme, zda jsme nezadali sporné predpoklady,
tzn. zda viibec existuje ohodnoceni, pii kterém je Jakub doma.

it k|oi|ot |-k |[Hj—oot k=t [ -k—)

1 0oo0ofof1]1 1 1 1

1 0 1][0]|1]|0 1 0

1 10[0|0] 1 1 1 1

1 1. 1{0]0]O0 1 1 1
Tabulka 6

Po nabyti urcitého cviku nebudete vétsinou potiebovat tabulky skutecne vypi-
sovat (a tuto moznost si ponechate jen pro piipad absolutni nouze). Pfedvedeni
avah, které miizeme provést misto vyplitovani tabulky 5, bude tikolem piikladu 5,
ktery poslouzi i jako motivace pro néktera dodatecna odvozovaci pravidla.

* 3k %

N

zabyvat dikazy ve vyrokovém poctu, zkusme formulovat, jak bychom si z intui-
tivniho pohledu predstavovali zcela presny ditkaz v tom nejobecnéjsim piipadé.
Pri dokazovani se snazime z tvrzeni prijatych za spravné dokazat dalsi. Pri-
tom uzivame jakychsi principi vyvozovani (dokazovani), které by ndm méla po-
psat a zarucit logika.
Zacénéme zcela trivialnim pfikladem. Pfedstavme si, zZe pfijmeme za spravné
tvrzeni

(1) Jestlize byla Martina v praci, upravila (pocita¢ovy) program.

Dale mame k jejim schopnostem takovou dtvéru, ze ptijimame
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(2) Upravila-li Martina program, je program v poradku.

Nakonec se dovime, zZe
(3) Martina byla v praci.

Zcela evidentni uvahou dospéjeme na zakladé predpokladt (1)—(3) k zavéru,
ze program je v poradku; zkusme vSak trochu podrobnéji rozebrat, jak toto tvr-
zeni nahlédneme: Nejprve z tvrzeni (1) a (3) vyvodime, ze Martina upravila pro-
gram, a poté na zékladé posledné uvedeného tvrzeni a na zakladé predpokladu
(2) vyvodime, Ze program je v poradku.

Nase usuzovani je tedy mozno strukturovat do velice jednoduchych kroki,
které na sebe postupné navazuji. V kazdém jednotlivém kroku vyvodime z pfed-
pokladt ptijatych na poc¢atku a z jiz dokazanych tvrzeni néjaké (dalsi) tvrzeni. Pii
jednom dokazovacim kroku nemusime pouzit vsechny predpoklady ani vSechna
jiz dokazand tvrzeni, mizeme uzit jen ta z nich, kterd se ndm praveé hodi. Méjte
tento jednoduchoucky priklad na pameéti, kdyz se nyni budeme ptat, co musi
logika ozfejmit, aby ospravedlnila nase vyvozovani (odvozovani, dokazovani).

V prvni fadé nam logika musi nabidnout (kone¢ny) seznam odvozovacich!”
pravidel. Ta ukazuji, jak bezprostfedné vyvodit dalsi tvrzeni z tvrzeni jiz doka-
zanych (pfip. pfijatych).

Po rozboru na zac¢atku textu (vzpomente ,Jestlize prvé, pak druhé. Avsak
prvé. Tedy druhé.“) a také po prozkouméni naseho konkrétniho piikladu se snad
shodneme na tom, Ze dokdZeme-li (pfip. pfijmeme-li jako predpoklad) jakoukoli
formuli P, a dokézeme-li (pfip. pfijmeme-li) soucasné také implikaci P — Q,
musime povazovat za dokazanou rovnéz formuli Q. Uvedené zékladni odvozovaci
pravidlo se tradiéné nazjva modus ponens a ¢esky pravidlo odlouceni'®) .

(Za okamzik uvidime, Ze p¥i jistém pojeti dikazi vyrokového poc¢tu bude sta-
¢it shoda na tomto jediném odvozovacim pravidlu; v §2 kap. II uvidime, Zze pro
predikatovy pocet postaci k pravidlu modus ponens ptidat jedno jediné dalsi od-
vozovaci pravidlo. AvSak také — byt pon¢kud pozdé&ji v soucasném paragrafu —
nahlédneme, ze pfijmeme-li vhodnych odvozovacich pravidel vice, zrychli a zjed-
nodusi se nase dokazovani.)

Dohoda o tom, jak postupovat déle z jiz dokézanych tvrzeni, pochopitelné ne-
sta¢i. Musime se rovnéz dohodnout, z éeho zaéneme, tedy na predpokladech!®.
Je totiz zfejmé, Ze pii zdivodnovani néjakého tvrzeni se nemohu do nekonecna

17) téz dedukénich

18) 7 implikace P — Q odloucime P a zistane Q.

19) V diskusich b&zného Zivota obvykle tyto predpoklady neformulujeme piesné, jsou pritomny
v nasem uvazovani pouze implicitné a pravé toto bézné neujasnéni zékladnich vychodisek
vede v mnoha diskusich k nedorozuménim, nebot co pro jednoho diskutujiciho je zcela
zfejmé (a na Cem stavi svou argumentaci), miZe byt pro druhého nejasné, nebo dokonce
nepfijatelné. Naproti tomu v matematické logice zadame, aby predpoklady, které mtzeme
v dikaze pouzit, byly vymezeny naprosto presné, a to na pocatku.
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odvolévat na stale zfejméjsi a ziejméjsi fakta: nékdy musim jiz prohlasit, ze tato
fakta jsou (alespon pro mne) tak ziejma, Ze je jiz nebudu dokazovat; pokud mé
byt diskuse smysluplné, musime se s partnerem shodnout na predpokladech?®.

Vétsina predpokladii v bézné diskusi se tykd predmétu, o ktery jde. (V na-
sem piikladu o programu Martiny byly takovéto vSechny predpoklady.) Nicméné
nékteré predpoklady se mohou tykat spravného vyvozovani. Tyto predpoklady
budeme nazyvat axiomy logiky.

Shriime, Ze principy spravného usuzovani muze popisovat logika dvojim zpu-
sobem: jako odvozovaci pravidla a jako axiomy logiky. Matematicky presnou de-
finici pojmu dikazu uvedeme o nékolik stranek dale. Pojem dtkazu zavisi na
volbé systému vyvozovacich principd, tato volba je pro pojeti diikazu rozhodujici
a k ni se bude vztahovat hlavni vysledek uvedeny v paragrafu. Dikaz je nésledné
popséan prosté rekurzi. Pfi konstrukci dikazt rekurzi zastavaji odvozovaci pravi-
dla tlohu pravidel pro prodluzovani dikazi; predpoklady a axiomy logiky hraji
tlohu zakladnich dikazi.

Systémti je mozno v literatufe najit celou fadu, my si pro vyrokovy pocet
ukazeme dva?'), a uz ty se budou rozchdzet v poétu axiomi a pravidel. Prvni
bude minimalizovat pocet pravidel a rozmanitost bude soustfedéna do systému
axiomt, druhy naopak bude mit bohatsi systém pravidel a minimélni systém
axiomu vyrokového poctu. V kazdém piipadé vSak od systémi principti usuzovani
pozadujeme, aby popisovaly, a to uplné, zpisob lidského vyvozovdni, a v tomto
ohledu jejich volba naprosto nemiize byt nahodilda — podstatnym cilem logiky
jiz od antiky bylo popsat ty principy, kterymi se fidi lidské usuzovani. Tedy pies
svou riiznost musi byt jednotlivé systémy principt vyvozovani ,stejné silné“.

Ted tudiz stojime pred tkolem vybrat néjaké formule vyrokového poctu,
které prijmeme za popis spravného usuzovani. Musime je vybrat tak, abychom
se s kymkoli ,logicky uvazujicim“ shodli, Zze takovéto principy jsou prijatelné,
musime je tedy byt schopni intuitivné odtvodnit.

Ctenaii, ktery piijal na$ predchazejici popis pravdivosti slozenych vyroki,
je mozno poskytnout jesté jedno voditko pri vybéru logickych axiomu: musi to
byt tautologie. Je piece nemyslitelné, abychom spravnou tivahou vyvodili jakozto
obecné spravné tvrzeni, které by nebylo pravdivé pfi uréitém ohodnoceni vy-
rokil. Tim spisSe je vylouceno vzit za zdklad vyvozovani tvrzeni, které neni vzdy
pravdivé. (Pozadavek, aby z axiomt vyrokového poctu — tj. bez uziti mimolo-
gickych predpokladid — bylo mozno vyvodit jen vzdy pravdiva tvrzeni se nazyva

20) Pii volbs predpokladti nejsme po formalni strance nijak omezeni, pii nevhodné volbé se
muze ,,pouze“ stat, ze z nich dokdzeme jakykoli nesmysl (tj. ze pfedpoklady jsou sporné).
Je vsak jasné, ze z intuitivniho hlediska nejsou jednotlivé systémy predpokladid rovno-
cenné. V obecném piipadé je popis vhodné volby zavisly na filozofickém pojeti pravdy
a skutecnosti, a pfesahuje tedy ramec matematické logiky.

21) Radu dalsich ptikladii systémii najde ctenaf napt. v knihach [So], [Sv] a [Pe].
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korektnost vyrokového poctu.)

Stop! Pozadavek pravdivosti se pfece nemiuZe tykat jen vybéru axiomt, avsak
také odvozovaci pravidlo musi z tautologii vyvozovat jen tautologie. A my jsme
jiz o jednom pravidlu prohlasili, Ze ho hodlame piijmout. Takze nyni musite, mily
Ctenafi, zjistit, zda modus ponens vyvozuje z tautologii vyhradné jen tautologie.
— Uz to méate? — Pochopitelné, je to zcela prosté: zakladni tabulka pravdivost-
nich hodnot pro implikaci zajisti, Ze je-li P pravdivé a je-li implikace P — Q
pravdiva (oboji nastane jen v poslednim fadku tabulky 2), pak je pravdiva rov-
néz 9. Modus ponens tedy vyhovuje pozadavku, ze z tautologii mtzeme dokézat
jen tautologie.

Sémantika vyrokového poctu nam tedy ukaze, které formule nemame ptiji-
mat za axiomy, ale nepomuze v pozitivnim vybéru.

V lidském usuzovani je mozno vysledovat mnoho spravnych dokazovacich
postupt a v priubéhu vyvoje logiky bylo velmi mnoho vyvozovacich principd for-
mulovdno a vyucovéno (stale s moznosti nalézéni dalsich a dalsich principi). Je
mozno se obratit do historie logiky a vybrat ty principy, které povazovala z vy-
rokového poctu za dulezité antickd a/nebo scholasticka logika, nebo ty principy,
které formulovala logika 19. stol. Vzdy vsak budeme stat pred dvéma otazkami:

(a) zda nevybirame axiomi zbytecné moc — pokud bychom si s partnerem sku-
tecné chtéli na pocatku diskuse ovéfit, ze mame stejné pojeti vyvozovani,
nechceme vénovat vétsinu casu pro diskusi odsouhlasovani jednotlivych po-
lozek ptilis bohatého seznamu vyvozovacich principi;

(b) zda vybirdme vSe podstatné, tzn. vSe, co je potiebné pro lidské vyvozovani.

Odpovédi na tyto otazky dala az matematicka logika.

Zabyvejme se nejprve prvnim problémem. V pribéhu zkoumani vyvozovani
bylo popsdno mnoho a mnoho desitek vyvozovacich principi, avsak mélokdo by
v dnesni dobé byl ochoten se uéit vyjmenovavat vSechny tyto principy (i kdyz
ve stfedovéku bylo vyjmenovavani mnoha pravidel logiky soucasti vyuky). V na-
Sem textu ukazeme jen zlomek bohatstvi klasickych pravidel (pficemz u nejdile-
predpokladat, ze se je bude ¢tenar ucit jako nasobilku. Principy budeme uvadét
jako priklady toho, co mame pouzivat (tj. jako ptiklady toho, o éem mame védét,
7e uziti pri vyvozovani dasledku je v porddku a v souladu s béznym chdpdnim
vyvozovdni), ale nikoli jako zékony, jejichz seznam by bylo potfeba odiikavat.

Takze i pokus vyuzit historie logiky ndm pfinese jen ukazéani slepé ulicky —
neni praktické vzit za axiomy vSechny principy poznané a formulované v pribéhu
vyvoje logiky. Moderni logika je si védoma, zZe musi dat jen nékolik principt —
kolik jich, mily ¢tenafi, snesete? Budete smlouvat jako Abraham o pocet spra-
vedlivych v biblickém vypravovani o zaniku Sodomy a Gomory? Nestacilo by 50,
a nemohlo by jich byt alespon o 5 méné, nebo nestacilo by 40, a co kdyby jich bylo
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jen 30 nebo 20, a vibec nestacilo by v celé logice jen 10 principi? Nesmlouvejte
vS8ak prili§, protoze na druhou stranu pozadujeme, aby nami vybrané principy
popsaly nase vyvozovani Gplné, tzn. v celé jeho siri.

ey

nez je nadbytecnost nékterych axiomi, totiz otazky, zda jsme na néjaky princip
nezapomnéli. Co kdyz existuje princip, ktery vSichni podvédomeé prijimame, avsak
dosud nikdy ho logika vyslovné neformulovala?

A v tomto okamziku se dostéavame k jednomu z vrchola tohoto paragrafu.

Ukazeme tii formule vyrokového poctu, o kterych se pokusime intuitivné
zdtvodnit, ze by jiz vzhledem ke své struktutfe mély byt povazovany za spravné.
Na druhé strané matematicka logika ukazala (tzv. véta o tplnosti??)), ze pokud
pfijmeme tyto tii axiomy a pfijmeme modus ponens jako odvozovaci pravidlo,
jsme jiz schopni dokdzat viechny tautologie vyrokového poétu®®). Vyse jsme ar-
gumentovali, ze nechceme dokézat néjakou formuli, kterd neni tautologii, a nyni
tvrdime, Ze vSechny zadané formule dokazeme. Nas vybér vyvozovacich principtu
tedy zajisti dplng popis lidského vyvozovani, pokud se tyka formuli vySetfovanych
v tomto paragrafu.

Véta o tplnosti ma dalekosahlé dusledky, u dvou z nich se nyni zastavime
podrobnéji. Nase ¢tyfi principy vyvozovani pro vyrokovy pocet ,plné postacéi®
k dokézani vSech zadanych formuli vyrokového poctu (tj. tautologii), neboli jaky-
koli jiny vyvozovaci princip, ktery je formalizaci intuitivné spravného vyvozova-
ciho kroku (specialné tedy i kazdy dodateény axiom logiky popisujici intuitivné
pravdivé tvrzeni), je dovoditelny ze zvolenych zakladnich vyvozovacich principi.

Vyjadieme predchozi tvrzeni pro vyrokovy pocet jesté jinymi slovy. Pridame-
li k ndmi zvolenym axiomtim vyrokového poctu a k jedinému odvozovacimu pra-
vidlu vyrokového poctu jakykoli dalsi vyvozovaci princip, jsou jen dvé moznosti:

(a) Budto i ,dukazy“, ve kterych je tento vyvozovaci princip povolen, umozni
dokazat jen (vzdy) pravdivé formule vyrokového poctu. Pak vSak je doda-
teény vyvozovaci princip zbytecny, nebotf tytéz formule je mozno dokéazat
i bez ného.

22) Piivodni vétu o tplnosti pro vyrokovy podet dokazal E.L. Post v préaci [Po].

23) pro jistotu: v jejichz konstrukci je pouzita pouze implikace a negace; az v pristim paragrafu
pridame dalsi spojky, pfidame spolu s nimi i dalsi axiomy, jez chovani téchto spojek
popisuji
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(b) Nebo se pomoci néjakého ,dikazu“ povolujiciho i dodateény vyvozovaci prin-
cip podaii dokézat néjakou formuli vyrokového poétu, kterd neni (vzdy)
pravdiva. Pak vsak je tento vyvozovaci princip nepfijatelny. Jiz jsme pfece
uvedli, ze by odporovalo nasi intuici o pojmu dokazatelnosti, kdybychom
dokazali nepravdivy vyrok. Dokonce bychom povazovali za absurdni, kdy-
bychom dokézali néjakou formuli vyrokového poctu, ktera by byla neprav-
diva byt jen pri jediném ohodnoceni vyrokovych proménnych, ze kterych je
vytvorena.

Timto pochopitelné nezpochybniujeme uzite¢nost riznych jinych vyvozova-
cich principi. Dodatecné principy mohou totiz velice urychlovat a zptrehlediiovat
deme. Tvrdime vsak, Ze takovéto postupy jsou jiz nahraditelné pomoci vybranych
zakladnich vyvozovacich principt. Nékteré principy je vhodné formulovat az s po-
moci spojek popsanych v §2, je proto prirozené jejich predstaveni odlozit az do
citovaného paragrafu.

Druhym disledkem véty o uplnosti je, Ze vypinéns tabulky pravdivostnich hod-
not predstavuje algoritmus (mechanicky vypocet), ktery rozhoduje, zda formule
vyrokoveho poctu je dokazatelnd ¢i nikoli. Dokonce je mozno napsat algoritmus,
ktery k dokazatelnym formulim vyrokového poctu pfislusny dikaz sestroji. Pro
tvorbu dtikazi ve vyrokovém poctu lze napsat program, a pak uz staci pouhy
stroj a neni potieba intuice matematika. Tedy z hlediska vyrokového poc¢tu ma-
tematika zcela nahradi robot®® . Ke zcela jingm zévértm dojdeme vsak v pfipadé
predikatového poctu.

Pres to, ze konstrukci dikazi ve vyrokovém poctu lze ponechat stroji, bu-
deme se seznamovat s metodami konstrukce diikazii ve vyrokovém poctu. Zadrzte,
Ctenafi, a nezacnéte se hned rozcilovat nad zbyte¢né vynalozenou namahou. Na-
prosto to neni mrhani ¢asem. Kli¢ je skryt v posledni vété predchoziho odstavce.
V predikatovém poctu budeme potiebovat diikazy sestrojovat a vime, Ze algo-
ritmus pro konstrukci dukazi v predikatovém poctu meexistuje. Techniky, které
budeme objasnovat na zavér tohoto paragrafu, jsou uzivany predevsim pro doka-
zovani v predikatovém poctu.

Cést textu nasledujici po uvedeni tif typf axiomu je psana petitem ze dvou
davodu. Prvni je trochu alibisticky: plnim slib, Ze nebudu pouzivat p¥ilis formal-
nich zapisil uznavaje, ze konkrétni tvar axiomi bude pro mnohé ¢tendfe méné
zajimavy, nez sdéleni, ze existuje nékolik mélo formuli, které postaci k popisu lid-
ského vyvozovéani (pokud se tyka oboru vymezeného vyrokovym poc¢tem). Takze
je sice vhodné axiomatiku uvést (v predikdtovém poctu pfijmeme axiomy tychz

24) Je nyni jasny vybér motta kapitoly? Poznamenejme déle, ze zkoumanou otdzkou az dosud
bylo, zda existuje dikaz. Pokud polozime otazku, zda existuje dikaz, ktery ma néjakou
vlastnost (napf. je dostatecné jednoduchy), prestane byt konstrukce takovéhoto dikazu
trividlnim problémem.
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typtl), avSak umoznit odpurctm formalnich zépist, aby nemuseli vyznam téchto
axiomli zkoumat — ctenéfe, kterého by odrazoval nésledujici popis t¥i axiomi
a jejich intuitivni objasnovani, prosim, aby nasledujici petitem psanou ¢ast prosté
preskocil. Druhy dtvod je zavaznéjsi: krasa naseho prvého systému principt vy-
vozovani ve vyrokovém poctu spociva v tom, Ze mame jediné pravidlo a jen tii
typy axiomt. Presné ve stejném bodé vSak spociva i jeho nevyhoda — systém
je prilis oklestény a dokazovani v ném je obtizné. Proto o nékolik stranek déle
popiseme jiny systém, ktery bude mnohem ,uzivatelsky privétivéjsi«.

Ctenéi jiz pravdépodobné z pozadavku, aby axiomy vyrokového poétu byly
tautologiemi, odhaduje, ze v predchozich ilohach jsme na ném pozadovali, aby
zjistil, Ze jsou tautologiemi formule téch tvart, které ted pfijmeme za axiomy.

Za axiomy vyrokového poc¢tu navrhujeme pfijmout vSechny formule, kte-
ré jsou nékterého ze tii nasledujicich tvari, kde P, Q a R oznacuji jakékoli formule
vyrokového poctu:

VP1 P—(Q—7),
VP2 [TH(Q—)R)]—)[(T—)Q)H(T—)R)],
VP3 (=P — Q) — (Q— D).

Uvedli jsme, Ze prijaté axiomy je tfeba intuitivné zdivodnit, pokusme se tedy o to:

VP1: Jestlize pfijmeme néjaké tvrzeni P jako predpoklad, pak pro nas toto pfi-
jaté tvrzeni jiz plyne z cehokoli, tzn. dostavame implikaci @ — P — jinymi slovy:
predpoklad P implikuje implikaci Q — P. Jestlize prsi, pak z ¢ehokoli plyne, ze prsi.
Zdiraznéme, ze tuto uvahu provedeme i v piipadé, kdy nevime, zda prvni tvrzeni je
spravné (pravdivé), a dokonce axiom pfijimame, i kdyz P samo o sobé nepfijimdme
za spravné — napf. -Q — (Q — —Q) je axiomem nezavisle na tom, zda tvrzeni Q
akceptujeme jako spravné nebo ne!

Prof. Hejny vypravél pribéh ukazujici, jak snadno se ¢lovék necha unést emocemi.
Jeden student vytvofil (pfesné podle tvaru axiomu VP1) vyrok ,,Z toho, ze jsi blbec,
plyne, ze, jestlize jsem moudry, ty jsi blbec.“ Podle ocekavani kdokoli byl tdzan, odpo-
védél, Ze je to nepravda, dokonce drzost a urdzka (a neuvédomil si, Ze vyrok, Ze je blbec,
je jen pfedpokladem implikace a nikoli vyhlasovanym faktem).

VP2: Tento axiom prosté popisuje relativizaci pravidla modus ponens. K tro-
chu podrobnéjsimu vysvétleni zopakujme, ze pravidlem modus ponens vyvozujeme na
zakladé néjaké implikace, feknéme Q — R a antecedentu implikace, tedy v nasem pfi-
padé Q. Nyni obé tyto formule relativizujme, tj. pfijméme za predpokladu P. To, ze Q
prijimame za predpokladu P, vyjadiime implikaci P — Q, jejiz antecedent je P a jejiz
konsekvent je Q. Presné stejné prijeti Q — R za predpokladu P vyjadiime implikaci
P — (Q — R), jejiz antecedent je P a jejiz konsekvent je tentokrat implikace Q — R.
Za uvedenych dvou predpokladt akceptujeme relativizovany zavér pravidla modus po-
nens, tedy relativizaci tvrzeni R (jestlize jsme relativizovali vychozi formule, je nezbytné
relativizovat i zavér, coz by mélo byt intuitivné zcela ziejmé) — relativizaci je zase im-
plikace, jejimz antecedentem je opétovné P a jejimz konsekventem je tvrzeni R. Aby
podobnost co nejvice vynikla, sepiSme ji do tabulky:

modus ponens  Z formuli Q- R, Q vyvodime R.
VP2 Formule ? —- (Q—®R), P?—-Q implikuji P—R.
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Tranzitivita implikace je velmi intuitivnim pozadavkem (viz ostatné tlohu 17)
a soucasné je viditelné pouhym zjednoduSenim axiomu VP2 (je oslabenim vznikaji-
cim vynechanim relativizace implikace Q — R a smysl neménicim prohozenim prvnich
dvou implikaci). I toto pozorovani muze byt pouzito k motivaci VP2.

VP3: Predpokladejme, Ze jsme piijali za spravné jak tvrzeni =P — —Q, tak také Q.
Kdybychom pridali jesté tvrzeni —P jakozto predpoklad, dostali bychom najednou Q
(jeden z predpokladii) a rovnéz —Q (aplikaci modus ponens na zbylé pfedpoklady).
Podle tabulky 1 vSak vime, Ze nemitize byt najednou pravdivy vyrok Q a jeho negace —Q.
7 predvedeného vyvodime, Ze nesmime soucasné prijmout vSechny t¥i nase predpoklady.
Ze dvojice vyroku P a —P je vSak vzdy jeden pravdivy a kdyZz neni pravdivy =P, musi byt
pravdivy P. Je tudiz prirozené z predpokladi =P — —=Q a Q vyvozovat P. Vyvozovani
tohoto typu je formalizovano axiomem VP3. Uvedeny princip je obracenim implikace
(Q - P) —» (=P — —Q), tradiéné nazyvané zdkonem transpozice, ktery pfijimali
jiz Aristotelés i Stoici; Aristotelés dokonce uvadi vyslovné axiom VP3 jako spravnou
avahu. V tlohach 14 a 16 jste méli nahlédnout, ze jak axiom VP3, tak také zakon
transpozice jsou tautologiemi.

Pfi zachovani modus ponens jako jediného odvozovaciho pravidla by bylo mozno
pfijmou misto nasich t¥i axiomu jediny axiom (viz napi. [Me]), zaplatili bychom vsak
ztratou prehlednosti — formulace axiomu neni pfili§ intuitivni:

[((P—=Q) = (-R—==8)] = R) =T = [(T—=7P) = (S DP)).

Ve tfetim paragrafu pfipojime k problému minimalizace vyvozovacich principt
jesté jednu poznamku v souvislosti se Shefferovou operaci.
*

Ve vyrokovém poc¢tu definujeme rekurzi dukaz z néjakého systému predpo-
klada T

Stavebni kameny: formule vyrokového poctu.
Zakladni dukazy: dikazy skladajici se z jediného axiomu vyrokového poctu
nebo z jediného predpokladu ze zadaného systému T.
Pravidla pro prodluzovani dikazi:
(a) modus ponens,
(b) moZnost pfipojit za dikaz jiny dikaz (opét dikaz z pfedpoklada T).
Pro velikou dilezitost pojmu diikazu zopakujme nyni jeho definici jesté ji-
nymi slovy:

Je-li T jakykoli systém formuli vyrokového poctu, pak dikazem ze sys-
tému predpokladiu J rozumime kone¢nou posloupnost formuli D, ..., Dy vy-
rokového poctu takovou, Ze pro kazdé i mensi nebo rovno k ma formule D; néktery
z nasledujicich tvari:

(i) D; je axiomem vyrokového poétu — kdykoli smime uzit axiom vyroko-
vého poctu,
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(ii) D; je jednim z ptredpokladi systému I — kdykoli smime uzit jeden
z predpokladi?®)

(iii) D; vznikne aplikaci dedukéniho pravidla modus ponens na dvé formule
v posloupnosti predchézejici (podrobnéji: existuji j, 7 mensi nez i ta-
kové, ze Dj: je formuli tvaru D; — D;) — kdykoli smime aplikovat
modus ponens na nékteré formule, které v diukazu predchdzeji.

Posloupnost?®) Dy, ..., Dy, vyhovujici vise uvedené podmince, nazgvime
také dukazem (té posledni) formule Dy, ze systému piedpokladt J. Formuli A
vyrokového poctu nazyvame dokazatelnou ze systému predpokladt T, jestlize
existuje jeji dikaz z uvedeného systému predpokladi. Dokazatelnost formule A
ze systému piedpokladt J znacime T+ A.

Dokazatelnosti ve vyrokovém poctu rozumime dokazatelnost bez pred-
pokladu (tj. pro prazdny systém J') a v souhlase s pfedchozim ji znacime - A.
Formuli nazveme vyvratitelnou ze systému predpokladi T, jestlize jeji negace je
dokazatelnd ze systému predpokladia J. Systém formuli vyrokového pocétu J na-
zyvame sporny (téZ inkonzistentni), jestlize existuje formule B takova, Ze ze sys-
tému predpokladt T je dokazatelna jak sama formule B, tak také jeji negace =B
(neboli existuje-li formule soucasné dokazatelnd i vyvratitelna ze systému J').
Systém formuli, ktery neni sporny, nazyvame bezesporny (téz konzistentni).
(Jiny popis spornych systému predpokladi nalezne ¢tenaf v tloze 25.)

Je nutné poznamenat, ze nebyva — dokonce ani v matematice — zvykem
vytvaret dukazy tak, aby presné vyhovovaly uvedené definici, bylo by to velmi
zdlouhavé a Spatné Citelné, avsak kazdy spravny dikaz musime byt schopni pie-
délat na dikaz vyhovujici vySe uvedené definici. Ted uvedeme jediny dtkaz v ce-
lém nasem textu, ktery je skutecné posloupnosti majici vlastnost vyzadovanou
v definici dikazu. Je to dikaz naprosto trivialniho tvrzeni A — A (doufam ve
vas souhlas, Ze z faktu, ze prsi, plyne, ze prsi). Na tomto dikazu by ¢tenaf mél
nahlédnout jiz uvedeny fakt, Zze otdzka prozkoumaéni, zda uvedend posloupnost
formuli je dikazem, je skuteéné zcela mechanickou zalezitosti (i kdyz néroénou
na pozornost). Na druhé strané ale ¢tenar pravdépodobné také prozije (pokud

25) Na konci tivodu jsme na prikladu pochodu motivovali, Ze je mozno zménou pravidla pro
tvorbu novych objektii nezménit vysledny systém objektti, ale zménit jen ,rychlost* kon-
strukce. Analogicky pfi zkouméni pojmu dikazu rekurze s pravidlem umoziujicim ptidat
najednou cely dtikaz a rekurze s pravidly umoznujicimi pridat dikaz vytvoreny jen z jedoho
axiomu nebo jen z jednoho piedpokladu vytvafeji tyz pojem dikazu; tedy (b) pfedchozi
definice odpovid4d moznostem (i) a (ii) soucasné.

26) Zapis ditkazu ve tvaru D1 — Dy — ... — Dy neni vhodny, protoze vypada jako (neu-

zdvorkovand) implikace, avSak zejména D; 1 nemusi byt disledkem pravé posledni pied-

chézejici formule D;, ale libovolnych pfedchazejicich formuli, takze zapis nelze chapat ani

jako soustavu implikaci D; — D;41.

V literatufe lze Casto také najit definice dikazu, kde formule nejsou usporadany v radé,

ale jsou usporadany ,,jako strom®, tj. usporadani se muze vétvit. Kazda z definic ma své

vyhody i nevyhody, vedou vsak k témuz pojmu dokazatelnosti.
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se odhodla projit nasledujicim textem psanym petitem), Ze volba formuli vyro-

kového poctu, které dikaz vytvareji, je méné trividlni a Ze vhodné uziti toliko

nasich omezenych prostredka vyvozovani vyzaduje jistou zkuSenost a intuici.
Nasledujici posloupnost je ditkazem formule A — A ve vyrokovém poctu:

(1) A—=[A—A)—A]) = ([A—>A—A)]—(A—A)), VP2, do kterého dosadime
za formule P a R formuli A
a za formuli Q dosadime
formuli A —A,

(2) A—=[(A—A)—A], VP1, do kterého dosadime
za P formuli A a za Q dosa-
dosadime formuli A — A,

3) A—=UA—A)]—=A—A), modus ponens uzity
na formule (1) a (2),

(4) A—=(A—A), VP1, do kterého dosadime
za P i Q formuli A,

(5) A—A, modus ponens uzity

na formule (3) a (4).

X % %k

Vratme se nyni k pfikladu 4 a ukazme si, jak trochou pfemysleni podstatné
urychlime feSeni a vyhneme se nudnému a Gnavnému vyplilovani tabulek. Nadto
v nésledujicich tfech ptikladech oznacime nékteré ivahy vykiiénikem a pfipadné
v hranatych zévorkach i odkazem na princip, ktery budeme formulovat v zaveé-
rené casti paragrafu. Oznacené tvahy by mély poslouzit zejména jako motivace
dodatecnych vyvozovacich principt, pfi jejichz formulaci se jiz nebudeme odvo-
lavat na sémantiku (tzn. na tabulky pravdivostnich hodnot).

Priklad 5. Bez vyuziti tabulek pravdivostnich hodnot chceme zjistit, zda
pri pfijeti systému vyrokt uvedenych v zadani piikladu 4 musi byt Jakub doma
(pFesnéji a podrobnéji: chceme predvést, ze neni mozné, aby nebyl doma). K nasim
predpokladim pfidejme tedy predpoklad, ze Jakub skutecné neni doma — cilem
je ukazat, ze tato vznikly systém predpokladi je sporny.

Protoze predpokladame, ze Jakub neni doma, nesmi byt doma ani Terezka
(uzivdme prvni pfedpoklad, tj. implikaci —=j — —t a modus ponens). Druhy pted-
poklad ,Jestlize je Kacenka doma, je doma i Terezka.“, tzn. implikaci k — t
mutzeme preformulovat na implikaci —-t— —k (!) — [viz zdkon transpozice] neboli
na ,Neni-li Terezka doma, neni doma ani Kacenka.“. Implikace je tranzitivni (!)
a tedy dostavame —j — —k, tzn. ,Neni-li Jakub doma, neni doma ani Kacenka.*.
Uplatnime-li tranzitivitu implikace na nas posledni predpoklad (tj. na implikaci
-k — j), dostaneme implikaci —=j — j, tzn. ,Neni-li Jakub doma, je doma.*
a z toho vyvodime (pomoci modus ponens) j. Ukdzali jsme, Ze systém je sporny
— vyvodili jsme vyrok , Jakub je doma.“ a soucasné jsme predpokladali ze , Ja-
kub neni doma.“. Shriime: nas puvodni pfedpoklad, Ze Jakub neni doma, vede
ke sporu, takze Jakub je doma (!) — [dtikaz sporem)].
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Pokud jste pii prvnim cteni nevytesili tlohy v patém bodé ne-pfedmluvy,
vratte se k nim nyni.

V sedmdesétych a osmdesatych letech minulého stoleti se objevovaly v ¢aso-
pisech hadanky s nazvem ,zebra“ — pry proto, Ze prvni slavna hadanka tohoto
typu se tykala mj. zebry (snad se jedné o cv. I-1.36). Necht se proto i v nasem
prvnim piipadu vyskytuji zvifata. (V zadanich béznych hadanek typu ,zebra“
se vSak vyskytuje podstatné méné implikaci nez v nasSich tvodnich hadankach
0 700 a o studentkach, které tvori prechod od predchozich tloh o vnoucatech, ve
kterych byly vSechny zakladni informace zadany ve tvaru implikaci, k obvyklym
»,zebram“, v nichz se implikace nevyskytuje vibec a které jsou v nasem textu
reprezentovany zejména ulohami o kamaradech-tabornicich, milovnicich umeéni

a domech obyvanych najemniky réznych narodnosti — tento seznam je fazen
podle vzristajictho poc¢tu objektti a tim podle povSechné vzristajici obtiznosti
tiloh?").)

Pri feseni slozitéjsich ,,zeber* doporucuji vyrobit si tabulku a do ni postupné
zaznamenavat zjisténé dusledky. Disledky ptvodné zadanych podminek a nové
nalezenych skutecnosti je tfeba hledat opakované, nebot na zdkladé nové zjisténé
skutecnosti mtizeme dojit aplikaci zadanych podminek k novym poznatktim, pti-
padné mizeme zjistit, Ze né€jaky tidaj je vynucen tim, ze vSechny ostatni moznosti
jsou jiz vylouceny. V nasem textu vsak nebudeme graficky takovéto tabulky pred-
vadeét, protoze ukazovani jejich postupnych zmén by netimérné prodlouzilo text;
omezime se proto jen na slovni popis. Pokud jiz nebudete v ziskdvani novych
dtisledkd schopni pokracovat, mizete nalézt misto, kde jsou jen dvé moznosti
a zkusit nejprve pridat jednu moznost jako dodateény predpoklad a prozkoumat
dtisledky a poté pridat druhy mozny predpoklad a opét prozkoumat jeho disledky
a tim se pokusit zjistit, Ze jedna moznost je vyloucena, protoze vede ke sporu?®).

Ulohy typu ,zebra“ byvaji zakonéeny pomérné jednoduchou otazkou, napf.
v nasledujicim piikladu se ptame ,,Ve které zoo chystaji ubytovani zebre?*. Chce-
me-li otdzku upfesnit, tak zddame nalezeni vsech moznych feSeni (je-li jich pro
uvazované vlastnosti vice nez jedno), nebo pfipadné konstatovani, Ze iloha nemé
viilbec zadné feseni.

V hadankach jsou nékteré podminky zadany vyslovné a ocislovany, mnoho dalsich

27) Zalezi vsak také na poctu vlastnosti a struktufe podminek; v tomto paragrafu lze za
spojeni vyrokti predkladame fadu tloh tohoto typu také ve druhém paragrafu. Ulohy
o studentkéch, fotbalistech a gratulantkach vysSetiuji vice nez jednu vlastnost a na rozdil od
béznych ,zeber“ obsahuji alespon jednu implikaci nebo nékteré spojeni vyrokt zkoumané
ve druhém paragrafu (pofadi opét zohlednuje rostouci pocet objektt1). Znovu opakuji, ze
cviCeni typu ,zebra“ je v textu dostatek, neni teba vyresit vSechny; vyberte si, vidzeny
Ctenari, tézsi nebo lehéi podle své chuti a schopnosti.

28) Hezky a podrobné popsany navod Fedeni ,zeber zejména s méné nez tiemi vlastnostmi

nalezne ¢tenaf v knize [B-H].
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informaci neni pochopitelné p¥imo vyjadireno. Jestlize naptiklad v nasledujicim pFipadu
uvazujeme Ctyfi zvirata jedouci do ¢tyfech mést, zddame bez vyslovného zdtraznéni,
aby napf. jedno zvife nejelo do dvou mést a aby do jednoho mésta nejela dvé zvifata.
Zadavame tedy implicitné mnoho dalsich implikaci typu ,,Jede-li zirafa do Brna, nejede
zirafa do Prahy.“ a také typu ,Jede-li Zirafa do Brna, nejede antilopa do Brna.“. Tvr-
zeni zadand bez vyslovného zduraznéni budeme pouzivat intuitivné; doufame, Ze pro
motivaci dodateénych vyvozovacich principt je dostateény podrobnéjsi rozbor dusledki
vyslovné uvedenych podminek.

Priklad 6. Do zoo ve Dvote Krélové, Olomouci, Brné a Praze p¥ijizdéji ¢tyfi

zvifata: Zirafa, zebra, antilopa a velbloud. Vime:

(1) Pokud zirafa nejede do Prahy, jede tam velbloud.

(2) Antilopa nebude zit v Brné.

(3) Jestlize velbloud nemifi do Dvora Kralové, bude zit zirafa v Olomouci.

V nasich podminkach (1)—(3) se nevyskytuje zadny tdaj o zebfe. Pfesto otazka
zni: Ve které zoo chystaji ubytovani zebie?*.

Nyni si muzete sepsat vSechny moznosti, kam které zvire jede. Téchto moz-
nosti je 4! = 24 (uréite-li misto pobytu prvniho zvifete — jednu ze ¢étyf moznosti
— zbyvaji na druhé zvife tfi moznosti, atd.). Pro téchto 24 pfipadt mizete zkou-
mat pravdivost slozenych vyroki (1)—(3) a touto mechanickou cestou dojdete
k cili. Ukazme vSak, Ze trocha uvazovani opét vede ke spravné odpovédi s mno-
hem mensi ndAmahou (a mechanickou cestu si nechdme jen pro pfipad naprosté
bezradnosti).

Zkoumejme dvé moznosti podle toho, zda velbloud mifi do Dvora Kralové,
nebo ne:

(I) Velbloud jede do Dvora Krélové, pak podle (1) musi zirafa do Prahy (!)
— [dikaz sporem]|. Antilopa sméfuje do Olomouce (2) a nasledné pfipravuji zebfe
ubytovani v Brné.

(IT) Velbloud nejede do Dvora Kralové, pak bude zit zirafa v Olomouci (3).
Velbloud musi do Prahy (1) a antilopa do Dvora Kralové (2). Zebie opét chystaji
ubytovani v Brné.

Odpovéd tudiz?? zni: ,Ubytovani zebfe chystaji v brnénské zoo.*

Uvédomme si vsak, Ze jsme nerozhodli napf. zda zirafa jede do Prahy nebo
do Olomouce, nebot pozadavky (1)—(3) nevylouéi zddnou z téchto moznosti (viz
po fadé pripady (I) a (II)). Moznym FeSenim je totiz jak rozmisténi zvifat: zirafa
Praha, velbloud Dvur Kralové, antilopa Olomouc a zebra Brno, tak také roz-
misténi zvifat: Zirafa Olomouc, velbloud Praha, antilopa Dvur Kralové a zebra
Brno.

Nasledujici alohy jsou velice lehké.

29) Podrobnéjsi rozbor zde uzité trividlni uvahy tykajici se vySetieni vice moznosti provedeme
ve druhém paragrafu — [diikaz rozborem pfipadi).

39



KAPITOLA I VYROKOVY POCET

Uloha 18. Ctyfi zvifata z predchoziho p¥ikladu opét jedou do zoo uvedenych
v pfedchozim pfikladu. Nyni vime:
(1) Antilopa nejede do Z&dné z moravskych zoo®?).
(2) Pokud velbloud mifi do Olomouce, smétuje zirafa do Brna.
(3) Nejede-li zirafa do Prahy, jede antilopa do Olomouce.

Otéazka opét zni: Ve které zoo chystaji ubytovani zebie?“. Miizete navic rozhod-
nout, kam vezou antilopu?
Uloha 19. O nasich ¢étyiech cizokrajnych zvifatech nyni vime:
(1) Nejede-li zirafa do Prahy, mifi velbloud do Brna.
(2) Nepfipravuji-li domov antilopé v Praze, sméfuje velbloud do Olomouce.
(3) Velbloud bude 7it ve Dvore Kralové.

Umite z téchto informaci urcit, kam putuje zebra?

Uloha 20. Ze tii studentek (Jana, Eva a Marie) m4 kazd4 rada jiny pred-
mét (matematiku, anglictinu a déjepis) a ma jinou barvu vlast (¢ernou, hnédou
a svétlou). Vime:

(1) Jana nemé v oblibé déjepis.

(2) Cernovlaska dava prednost angli¢ting.

(3) Milovnice matematiky nema svétlé vlasy.

(4) M&-li Jana ¢erné vlasy, je oblibenym pfedmétem Marie matematika.
(5) Eva neni svétlovlasa.

Urcete oblibené predméty a barvu vlast jednotlivych divek.

Pri vice vlastnostech se v hddankach typu ,zebra“ dramaticky zvysSuje po-
et vSech kombinaci. Reseni zcela mechanickym vypoc¢tem se tudiz stava jeste
obtiznéjsim (pfi tfech objektech a tfech vlastnostech v nasledujici tloze by byl
pocet pripada 3! - 3!- 3! = 216. Naproti tomu néasledujici tloha se ukaze strasné
jednoduché, pokud ji nefesite mechanicky.

30) Matematizace tohoto slovniho vyjadieni s jasnym vyznamem sméfuje k disjunkci; tvr-

zeni bylo zafazeno jako upozornéni na problematiku, které bude vénovan pfisti paragraf.
Bez disjunkce vyjadfime popisované tvrzeni pomoci dvou tvrzeni obsahujicich negaci —
uvedenim dvou zoo, do nichz antilopa nejede.

u18) Podle (1) a (3) jede Zirafa do Prahy. Nésledné v disledku (2) velbloud nemifi do Olomouce,
kam nemiiZe jet ani antilopa podle (1). Procdez zebfe chystaji ubytovani v Olomouci, nebot
z4dné jiné zvife tam jet nemize. Navic antilopa musi do Dvora Kralové (1), takze velbloud
sméfuje do Brna. Rozmisténi zvirat je urceno jednoznacné.

u19) Nikoli. Déivodem neni, ze uréeni je nedostateéné, a proto zebra mize jet do vice mést,
avSak pravé naopak: informaci je ptili§ mnoho, vytvaieji sporny systém, takze at jede
zebra kamkoli, nevyhovime vSsem predpokladtim.

u20) Kdyby Jana méla rada angli¢tinu, musela by mit podle (2) ¢erné vlasy; v dusledku (4) by
pak Marie preferovala matematiku a nésledné dle (3) by méla hnédé vlasy, tuto moznost
vsak vyluc¢uje podminka (5). Takze Jana v dusledku (1) miluje matematiku a ma podle
(2) a (3) hnédé vlasy, Eva musi byt v disledku (5) ¢ernovlaskou a nadto podle (2) musi
mit v oblibé angli¢tinu.
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Uloha 21. Partu tii kamardda tvoii Petr, Toma$ a Jan a jejich piijmeni
jsou Cerveny, Modry a Bily. Na vylety nosi kazdy z nich jednu z tabornickych
potieb (sekerku, kotlik a stan) a kazdy dava pfednost jinému sportu (horolezectvi,
cyklistika a jizda na divoké vodé). Vime:

Otéazka zni: Jak se jmenuje kiestnim jménem i pfijmenim ten z chlapct, ktery
nosi kotlik? Druhé otazka: Které predpoklady nepotfebujete, abyste urdili, jak se
jmenuje ten, kdo nosi sekerku?

Priklad 7. Milovnici uméni se jmenuji Josef, Antonin, Frantisek a Pavel,
hraji na rizné nastroje (housle, violu, violoncello a basu), pfou se o své oblibené
autory (Capka, Hagka, Kunderu a Seiferta). O vystoupeni, kdy hréli viceméné
v fadé, jsme se dovédéli:

(1) Pavel hraje na housle.
) Josef obdivuje Haska.
) Violista preferuje Capka.
4) Frantisek stoji nejvice vlevo.
) Violoncellista neni milovnikem Haska.
) Vpravo hned vedle basisty stoji violoncellista.
7) Obdivovatel Kundery stoji hned vlevo vedle milovnika Seiferta.

Popiste, kterého spisovatele mé nejradéji ten ktery hudebnik a v jakém pofadi
nasi milovnici uméni stoji. Bude mit dloha vice feSeni, vynechdme-li v sedmé
podmince slovicko ,hned“?

Zjistéme nejprve kiestni jméno violoncellisty. V dtisledku podminek (5) a (2)
se nemuze jmenovat Josef (!) — [dikaz sporem a ,dvojitou negaci 1ze vynechat].
Na zakladé podminek (4) a (6) vylou¢ime jméno Frantisek (!) — [diikaz sporem
a ,dvojitou negaci lze vynechat“]. Podminka (1) znemoziuje, aby se jmenoval
Pavel. Violoncellista se tudiz jmenuje Antonin.

Violista se nemize jmenovat ani Pavel (1), ani Josef (2) a (3) (!) — [dikaz
sporem a ,dvojitou negaci lze vynechat“], a dokonce ani Antonin, protoze to je

421) Petr je horolezcem (3), a tedy nemiize nosit stan (1) ani kotlik (6); nosi tudiz sekerku
a nasledné se jmenuje Cerveny (4). Pro zjisténi jména nositele sekerky jsme nepotfebovali
podminky (2) a (5). Tomas Modry (2) je vodadkem (5); nasledné nosi kotlik (1). (Pomoci
protiprikladt si mazete ovéfit, Ze po vynechani kteréhokoli z pozadavku (1), (3), (4) a (6)
jiz neni jméno nositele sekerky urceno jednoznac¢né.)
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jméno violoncellistovo. Procez violista se jmenuje Frantisek a nasledné Josef hraje
na basu (1).

Ze zjisténého muZeme odvodit, Zze violoncellista Antonin mé rad Kunderu.
On ani houslista Pavel totiz nemiluji Capka (3), ani Hagka (2), musi tedy mit
radi Kunderu a Seiferta. Takze musi stat hned vedle sebe a milovnik Kundery
se nachazi hned vlevo do milovnika Seiferta (7). Hned vlevo od violoncellisty je
v8ak basista Josef — milovnik Haska (6), coz uréuje, ze Antonin davé prednost
Kunderovi.

Nasi milovnici uméni stoji v poradi zleva doprava: Violista Frantisek milu-
jici Capka, basista Josef preferujici Haska, violoncellista Antonin, ktery ma rad
Kunderu, a houslista Pavel obdivujici Seiferta.

Pokud v sedmé podmince vynechame slovo ,hned“, bude feSenim také po-
fadi: violista Franti$ek milujici Capka, houslista Pavel obdivujici Kunderu, ba-
sista Josef preferujici Haska a violoncellista Antonin, ktery mé rad Seiferta.

k 3k %

Ted pristoupime k popisu moznych dodateénych principti dokazovani, které
zptrehlediiuji demonstrace a usnadnuji nalezeni potiebnych dikazi. Potfeba ta-
kovychto prostfedki je zcela o¢ividné, nebot diikaz naprosto trividlniho tvrzeni
tézko prihledné a pretéZce bychom pro kazdé jednotlivé tvrzeni hledali znovu
a znovu metodu konstrukce dikazu. Zopakujme, Zze v matematické logice bylo sice
ukézano, ze pri uzivani téchto principt nedokazeme nic, co by nebylo dokazatelné
bez nich, avsak sami nahlédnete, jak se dokazovani zjednodusi — pochopitelné
pokud se dodatecné principy naucite pouzivat. Nékteré principy jsme snad mo-
uzivani ostatnich uvedeme pfi jejich formulaci.

Uvedli jsme, Ze uzivani dodate¢nych principti dokazovani velmi zjednodusi
prokazovani dokazatelnosti zadanych formuli, avSak i tak zistane prokazovani
dokazatelnosti jednotlivych formuli zalezitosti vyzadujici jisty vhled do proble-

vvvvvv

vvvvvv

Ditikaz sporem a dtikaz rozborem pripadid jsou v matematice tak bézné od-
vozovaci pravidla, ze by nemély potrebovat prilisné vysvétlovani. Béznost téchto
pravidel naopak zpusobuje, Zze kdybychom nebyli schopni zarucit moznost po-
uziti téchto vyvozovacich prostredki, pokladali bychom nas systém za ,slaby*
(uvedme vsak, Ze napf. intuicionisticka logika — viz zévér textu — nepfipousti
dtkaz sporem). Dtukazem sporem se budeme zabyvat za okamzik, dikaz rozbo-
rem ptipadi pojednéva o disjunkci a je tedy nutné jeho popis odlozit do pristiho
paragrafu, nicméné jeho nejdulezitéjsi specidlni pfipad — diikaz neutralni formuli
— probereme jesté v tomto paragrafu.
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Zbyvajici dvé odvozovaci pravidla — dikaz dedukei a diikaz nahrazenim?®!)

se mohou ¢tenari zdat na prvni pohled nedtilezita. Z hlediska logiky je vSak di-
pravidlem, o ¢emz se bude snazit ¢tenare presvédcit priklady 8, 9 a tlohy 22, 23,
které ukazuji nékteré dalsi vyvozovaci principy jako jednoduché dusledky di-
kazu dedukci. Pravé v tom tkvi vyznam dikazu dedukci: s jeho pomoci se dokazi
pomocné vyvozovaci principy a teprve ty se vyuziji pfi aplikacich. Zopakujme
z tvodu, Ze pro osvojeni uzivani vyvozovacich principt je velice zaddouci, abyste
si, mily ¢tenafi, alespon nékteré dikazy z nasledujicich tloh a cviéeni SESTRO-
JIL SAM a nespokojil se pouze s pasivni kontrolou jejich spravnosti.

Jestlize J je jakykoli systém formuli vyrokového poctu a A je jakakoli for-
mule téhoz poctu, pak T, A znaéi systém formuli J rozsifeny o formuli A (tj.
predpokladem systému J, A je jednak jakykoli pfedpoklad systému J a jednak
predpoklad A).

Dukaz dedukci. Jestlize ze systému pfedpokladt T, A dokézeme formuli B,
pak pouze z predpokladt T dokézeme implikaci A — B, tzn. v symbolech: je-li
JAHF B, je T A — B. Jinymi slovy: Princip umoznuje z existence diikazu
ze systému predpokladd T, A obsahujicitho formuli A vyvodit existenci diikazu
ze systému T, ktery ji jiz neobsahuje. Dokazeme-li za predpokladu A formuli B,
jsme schopni bez predpokladu A dokazat implikaci A — B.

Priklad 8. Ukazme si, jak se aplikaci pravidla dikazu dedukci jednoduse
dokéze formule A — A: Zcela evidentné A + A, nebot jako diikaz poslouzi jed-
noclenna posloupnost — prosté napiseme predpoklad A (tj. pouZijeme pravidlo
o zékladnich dikazech). Nyni aplikujme dikaz dedukei (pfi kterézto aplikaci je
systém predpokladii oznaceny I prazdny); dostdavame H A — A a jsme proto
hotovi. Neni to ,trochu“ jednodussi nez petitem psany dtikaz o nékolik odstavct
vyse?!

Priklad 9. Pii dokazovani jsme zvykli, ze ,,vSe dokazané lze pouZzit
k (dalsimu) dokazovani“. Nemoznost uzivat takovyto princip by naprosto na-
bourala nasi pfedstavu o dokazovani. V nasledujicim odstavci si ukazeme, ze je
vSe v souladu s nasi intuici, nebot tento princip plyne z principu dikazu dedukci.
Pottebujeme odivodnit, Ze z dokazatelnosti I+ A (tzn. z existence dikazu
formule A ze systému piedpokladi J) a z dokazatelnosti I, A - B (tj. existence

31) V souladu se slovnim spojenim ,dtikaz sporem* a jingmi podobnymi budeme ndzvy do-
date¢nych odvozovacich pravidel vytvaret spojenim slova dikaz a bézného oznaceni véty
logiky, kterd ukazuje, ze uvedené odvozovaci pravidlo lze pridat do systému principa vy-
vozovani, v nasem konkrétnim pripadé se jedna o véty o dedukci a o nahrazeni. Prokazani
vét o dedukci, o nahrazeni, o dikazu sporem a o neutralni formuli lze nalézt napt. v §2
kap. I [So].
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dtkazu formule B za pouziti dodateéného pfedpokladu A) plyne I+ B (tj. Ze exis-
tuje dikaz formule B ze systému piedpokladt I bez dodatecného predpokladu A).
Vse je opét zcela trividlni. Podle diikazu dedukei z druhé predpokladané dokaza-
telnosti plyne existence ditkazu formule A — B z pfedpokladt J. Za tento ditkaz
pripojme dikaz formule A ze systému pfedpokladti I a dostaneme diikaz ze sys-
tému predpokladi I podle pravidla (b) pro prodluzovani dikazti (¢leny takto
sestrojeného dtikazu je jak formule A — B, tak také formule A). Za takto vznikly
dtkaz pfipojme formuli B (prosté uziti pravidla modus ponens, tj. pravidla (a)
pro prodluzovani dikazi). A jsme hotovi, sestrojili jsme dtikaz z predpoklada T,
jehoz poslednim ¢lenem je formule B.

Uloha 22. Prokazte tranzitivitu implikace syntakticky, tj. pro libovolné for-
mule P, Q a R dokazte ve vyrokovém poc¢tu formuli (P— Q) —[(Q—R) — (P—-R)].
Navod: uzijte trojnasobné dikaz dedukci, a to na formule P — Q,Q — R, P.

Uloha 23. Dokazte zakon Dunse Scota —p — (p — q). Navod: Uzijte axiom
VP1 volice postupné za formule P, Q) negace odpovidajicich vyrokovych promén-
nych, tzn. formule —p a —q; uzijte VP3 a tranzitivitu implikace.

Zatim sice dluzime intuitivni vysvétleni zdkona Dunse Scota, ten je vsSak
velmi pfirozeny: jestlize pfijmeme negaci predpokladu p, pak ze samotného pred-
pokladu p jiz plyne cokoli. Nejste-li doma, pak urcité z predpokladu, ze doma
jste, uz plyne cokoli si vymyslime. Jinou, snad dokonce prirozengjsi, formulaci
tohoto zédkona popiSeme ve formuli (ii7) nésledujiciho paragrafu.

Uloha 24. Ukaizte, ze po piijeti pravidla ditkazu dedukci jiz miizeme z naseho sys-
tému vyvozovacich principt vypustit prvni dva axiomy VP1, VP2.

*

u22) Uvazme, %e ze systému piedpokladi P — Q,Q — R, P jsou pomoci modus ponens po-
stupné dokazatelné formule Q a R. Pak jiz stac¢i na dokazatelnost P — Q, Q — R, P+ R tfi-
krat pouzit dtikaz dedukei (nejprve uzitim na formuli P ziskdme P — 9,9 - R+ P — R,
druhym uzitim dikazu dedukci obdrzime P — QF (Q — R) — (P — R) a treti aplikaci
dostaneme zadanou dokazatelnost formule (P — Q) — [(Q — R) — (P — R)] bez jakych-
koli pfedpokladt).

Popsanym uzitim axiomu VP1 dostanete -p — (—q — —p). Axiom VP3 aplikujeme na
vyrokové proménné p, q a obdrzime (—-q — —p) — (p — (). Uvedené aplikace axiomu
jsou pochopitelné dokazatelné ve vyrokovém poctu, procez tranzitivita implikace zajisti
dokazatelnost formule —-p — (p — q) ve vyrokovém poctu.

Evidentné P, Q - P (sepsani predpokladu, tj. pravidlo (ii) konstrukce ditkazi) a nyni staci
dvakrat pouzit ditkaz dedukci: nejprve ziskdme P+ Q — P a poté - P — (Q — P).

Pro prokazani dokazatelnosti druhé formule uvazme, ze P, P — (Q — R),;P? - QF Q
(uzijeme modus ponens), P;P — (Q - R),P - QFQ - R (opét modus ponens),
P, P—-(Q—-R),P—QF R (pfedchozi vysledky, ,vse dokdzané lze pouzit k dokazovani“
a modus ponens), a nyni t¥ikrat dikaz dedukci: poprvé P—(Q—R),P—-QF PR,
podruhé P— (Q—R) + (P—9)— (P—R) a na zavér tieti aplikaci diikazu dedukei zis-
kime [P - (Q - R)] = [(P — Q) — (P — R)].

u23)

u24)
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Vyrokova proménnd piredstavuje blize neuréeny vyrok a mtzeme tudiz uvazo-
vat o jejim nahrazeni vyrokem. Mame-li jakoukoli dokazatelnou formuli a nahradi-
me-li v ni vyrokovou proménnou néjakym vyrokem, je velice intuitivni, Ze dosta-
neme opét spravné tvrzeni. Napriklad vime, ze formule p — p je dokazatelna,
je tedy prirozené vyvodit, ze také vypovéd ,Jestlize prsi, pak prsi.“ je spréavna.
OvsSem rovnéz jakakoli formule vyrokového poctu predstavuje néjaky (zatim ne
zcela presné urceny) vyrok a z toho dtivodu je pfirozené, Ze nahrazenim vyrokové
promeénné jakoukoli formuli vyrokového poctu dostaneme z formule dokazatelné
ve vyrokovém poctu opét formuli dokazatelnou ve vyrokovém poctu. Podstatné
vsak je, Zze vyrokovou proménnou musime pfi jednom nahrazovani nahradit vsude,
a to touz formuli. Kdybychom v dokazatelné formuli p — p proménnou p v prvém
pripadé nahradili vyrokem , Prsi.“ a ve druhém pfipadé vyrokem ,,Sviti slunicko.“
dostali bychom zfejmé nespravny vyrok ,,Jestlize prsi, pak sviti slunicko.“ Pro jis-
totu zopakujme popsany vyvozovaci princip trochu formalnéji.

Dukaz nahrazenim. Je-li vyrokova formule A dokazatelnd ve vyrokovém
poc¢tu (tzn. bez predpokladi) a vznikne-li formule € nahrazenim vsech vyskytu
jedné vyrokové proménné ve formuli A jakousi formuli B, je formule C dokaza-
telna.

Axiomy VP1-VP3 jsme vyslovili ve tvaru platném pro jakékoli formule
P, QR a ve stejném duchu jsme formulovali tranzitivitu implikace v 1loze 22.
Naproti tomu v tloze 23 jsme zadkon Dunse Scota formulovali jen jako jednu for-
muli tvaru —p — (p — ) a nikoli ve tvaru, ze pro libovolné formule P, Q je
dokazatelnd formule =P — (P — Q). Nedopustili jsme se neobratnosti a jsme
schopni obecnéjsi tvar odvodit z tvaru specidlniho? Obecnou metodu, jak ze spe-
cidlniho ptikladu odvodit obecné pravidlo popise nésledujici ptiklad. Védomi si
moznosti ziskat obecny pripad pomoci pravidla dikaz nahrazenim z ptripadu spe-
cidlniho — z jedné urcité formule — budeme v dalSim textu vSechna pravidla
(zdkony) formulovat v co nejjednodussim a nejptrehlednéjsim specidlnim tvaru
(viz napt. formulace ptikladu 11 a tloh 26 a 27).

Priklad 10. Podle vysledku tilohy 23 je ve vyrokovém poc¢tu dokazatelny za-
kon Dunse Scota ve tvaru formule —p — (p — q). Ukazeme, Ze jsou-li P, Q jakékoli
formule vyrokového poctu, je obecnéjsi tvar zakona Dunse Scota, tzn. formule
-P — (P—Q), dokazatelny ve vyrokovém poétu uzitim diikazu nahrazenim.

Prostym uzitim dikazu nahrazenim aplikovanym na proménnou p a for-
muli P nahlédneme, ze formule =P — (P — q) je dokazatelnd ve vyrokovém

poctu. Nasledné podle téhoz pravidla je dokazatelna ve vyrokovém poctu rovnéz
formule =P — (P — Q)32),

32) Pokud se vam predchozi tivaha nezda dostateéné odivodnéna, jste naprosto v pravu.
Ano, je tam potfebny dalsi predpoklad, ktery nebyl vyslovné zminén. Takze pfijali-li jste
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Uloha 25. Ukaizte, Ze systém piedpokladit T je sporny, pravé kdyz je z ného
dokazatelna kazda formule vyrokového poctu.

*

Ze vsech dikazovych prostfedkt se ve skolach nejvice mluvi o dikazu spo-
rem, proto snad formulace ani uziti tohoto odvozovaciho pravidla nepotiebuje
nadbytecné zdavodiiovani. Zopakujme jen intuici stojici za timto vyvozovacim
principem: jestlize z negace néjakého tvrzeni A dovodime néco nespravného, pak
princip dikazu sporem nam dovoli uzavrit, Ze nemuze byt udrzitelny nas puvodni
predpoklad —A, tzn. ze jsme dokézali vychoziho tvrzeni A.

Dukaz sporem®). Je-li systém predpokladi T, -A sporny, je formule A
dokazatelna ze systému predpokladua J.

Prosim c¢tenéfe, aby si uvédomil, zZe diikaz sporem je svou strukturou dosti
vyjimecny. Bézné z predpokladii, které poklddame za spravné, vyvozujeme dalsi
tvrzeni, pii dikazu sporem naopak pfedpoklddédme platnost toho, co chceme vy-
vratit.

predchozi argumentaci jako zcela spravnou, hledejte slabé misto nyni. — Nevidite-li ho,
napovim, ze predpoklad je tfeba k druhému uziti dikazu nahrazenim. — Pfedpokladame,
ze ve formuli P se nevyskytuje proménné . Pokud by se totiz proménna g ve formuli P
vyskytovala, dostaneme po jejim nahrazenim formuli Q jakousi formuli P' a (v ptipadé,
ze ( je rtizné od Q) nikoli formuli P samotnou. Druhym nahrazenim tudiz ziskdme toliko
formuli =% — (P — Q) a ne pozadovanou formuli =P — (P — Q).
Pfedvedme si predchozi namitku na prikladu, kdy formule P je prosté vyrokovou pro-
ménnou d. Pfi této volbé dostdvame prvnim nahrazenim —q — (q — () a druhym
-9 — (9 — Q) a nikoli zddané -q — (q — Q). Nasim dosazovanim jsme sice proka-
zali dokazatelnost formule, avSak jiné, nez jsme chtéli.
Protoze jsem vSak predpoklad zamlcel, je pravdépodobné, ze tvrzeni plati — i kdyz jeho
prokazani vyzaduje jesté dalsi ideu. Je ted na vés tvrzeni dokazat i pro formule P, ve kte-
rych se vyskytuje proménna q. — Pokud se nedafi, prozradim, ze stac¢i uzit navic dikaz
nahrazenim uzity na vychozi formuli -p — (p — ). — Snad népovéda stacila. — Nejprve
nahradime v zdkonu Dunse Scota proménnou ¢ n&jakou proménnou d’, ktera se nevysky-
tuje ani v zdkonu Dunse Scota, ani v nékteré z formuli P, Q. Timto nahrazenim dostaneme
formuli =p — (p — d’), kterd je podle diikkazu nahrazenim dokazatelna ve vyrokovém po-
¢tu. Na tuto formuli nyni aplikujeme tivahu popsanou v textu nahrazujice proménnou p
formuli P a proménnou ¢’ formuli Q (formule P neobsahuje proménnou ¢’, tj. dodatecné
poZadovana podminka plati). Prvnim nahrazenim ziskdme formuli =P — (P — ('), dru-
hym nahrazenim obdrzime zddanou formuli =P — (P — Q). Dvojnasobné aplikace dikazu
nahrazenim vzhledem k popsanym nahrazenim nas ubezpeci o dokazatelnosti posledné
zminené formule ve vyrokovém poctu.
u25) Je-li ze systému predpokladi J dokazatelné jakakoli formule vyrokového poctu, je special-
né pro jakkoli zvolenou formuli € dokazatelnd jak ona sama, tak také jeji negace —C.
Pfedpokladejme naopak, ze T+ € a soucasné I+ —C. Bud dana zcela libovolna formule D.
Formule =C — (€ — D) je dokazatelnd podle pfedchoziho piikladu ve vyrokovém poctu,
a tudiz tim spise z predpokladia J. Takze staci dvakrat pouzit pravidlo ,,vSe dokdzané lze
pouzit k dokazovani“ (a modus ponens) a ziskdme I+ D.
33) Dukaz sporem se také nazyva reductio ad absurdum.
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Pokud jste v zavéru ¢tvrtého prikladu souhlasil s tvrzenim , Jakub nemtze
nebyt doma, tj. Jakub je doma.“ jako jasnym bez odvolani na sémantiku, pak pfi-
jimate, ze dva zminéné vyroky maji stejny vyznam, neboli souhlasite s ,,dvojitou
negaci lze vynechat* a soucasné s ,,dvojitou negaci lze pridat“. V takovém
pripadé vysledky pfikladu 11 a tlohy 26 jen potvrdi vase ocekavani. Pokud jste
ve ¢tvrtém prikladu méli pochybnosti, zda nepouzivame nepovolené triky, mély
by tyto pochybnosti byt odstranény vysledky nasledujiciho piikladu a tlohy.

Priklad 11. UkéZeme dokazatelnost formule —=—p — p ve vyrokovém poctu.
K tomu tcelu si nejprve uvédomime, Ze systém ——p, —p je sporny, nebot je v ném
dokazatelnd jak formule —p, tak také jeji negace ——p. Pak aplikujeme dikaz
sporem na formuli —p a zjistime, ze -—p F p. Nyni jiz postacuje uzit dikaz
dedukci, abychom obdrzeli zddanou dokazatelnost ——p — p ve vyrokovém poctu.

Uloha 26. Ukazte dokazatelnost formule p — ——p ve vjrokovém poétu. Na-
vod: pfi pouziti vysledku predchoziho pfikladu nejdtiv ukazte, ze systém ———p,p
je sporny.

Uloha 27. Prokazte dokazatelnost formule (p — q) — [(p — —q) — —p]
ve vyrokovém poctu. Navod: Nahlédnéte spornost teorie se systémem predpo-
klad (p — q), (p — —d), —=p.

Uloha 28. Ukazte, 7e po pfijeti pravidla diikazu sporem jiz miizeme z naseho sys-
tému vyvozovacich principt vypustit tfeti axiom VP3.

Ukazme si, jak by probihaly itvahy o jménech jednotlivych milovnikd uméni
z pocatku piikladu 7 pfesné na zakladé vyslovenjch odvozovacich pravidel. Uce-
lem nasledujiciho odstavce neni vas nutit provadét ivahy tak slozité, avsak uka-
zat, jak v pfipad€ nutnosti pfevést intuitivni tivahu provedenou v ptikladu 7
na odvozovaci pravidla popsand v tomto paragrafu (o kterych si dovolime pfed-
pokladat, ze se na nich s partnerem diskuse shodnete). Za predpokladu nasich
podminek (1)—(7) se snazime zjistit jméno violoncellisty.

Nejprve k nasim podminkam piidejme pfedpoklad ,Neni pravda, ze violon-
cellista se nejmenuje Josef.“ Podle pravidla, Ze dvojitou negaci mizeme vynechat,
je z naseho systému dokazatelné, Zze violoncellista se jmenuje Josef. Podle pod-
minky (2) violoncellista Josef obdivuje Haska, coz je ve sporu s predpokladem (5).

u26) 7 piedchoziho piikladu (nahrazenim vyrokové proménné p formuli —p) dostaneme
F —=—=p — —p; z naseho systému predpoklada je tudiz dokazatelnd jak formule p, tak
také formule —p. Dikaz sporem aplikujte na formuli ———p, ¢imz obdrzite p - =—p a poté
uzijte dikaz dedukci.

K prokazani spornosti uvedeného systému uzijte vysledek prikladu 11 a trojnasobné modus
ponens. Poté z dikazu sporem obdrzime (p — ), (p — —q) - —p a na zavér stadi vyuzit
dvakrat dtkaz dedukci.

Systém predpokladd —q — —=Pp,p,—(q je sporny, dikaz sporem aplikujte na formuli —(;
ziskdte =q — —Pp,Pp F g a nasledné pouzijte dvakrat dikaz dedukci aplikovany nejprve
na formuli p a poté na formuli -q — —p.

u26)

u28)
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Nyni pouzijeme dikaz sporem a nahlédneme, Ze ze systému piedpokladi (1)—(7)
je dokazatelné ,Violoncellista se nejmenuje Josef.“. Zcela analogickou tivahu pro-
vedeme jesté o jménu Frantisek: K predpokladim (1)—(7) pfidame ptedpoklad
,Neni pravda, ze violoncellista se nejmenuje Frantisek.“ a uzitim pravidla, ze
dvojitou negaci miZeme vynechat, a dikazu sporem dokaZzeme, Ze violoncellista
se nejmenuje Frantisek — v dusledku podminek (4) a (6). Navic tataz pravidla
spolu s podminkou (1) vylouéi, aby se jmenoval Pavel. Dokazali jsme, ze violon-
cellista se jmenuje Antonin, protoZze pro ného jiné jméno nezbyva.

Velice podobné tvahu pouzijeme ke zjisténi jména violisty: Nejprve — uziva-
jice pravidlo, Ze dvojitou negaci lze vynechat — ukéazeme, Ze podminky (1)—(7)
spolu s predpokladem ,Neni pravda, ze violista se nejmenuje Pavel* vytvareji
sporny systém predpokladi, z ¢ehoz vyvodime, Ze violista se nejmenuje Pavel —
v dusledku (1). K vylou¢eni moznosti, Ze violista se jmenuje Josef pouzijeme pod-
minky (2) a (3), pfedpoklad ,Neni pravda, Ze violista se nejmenuje Josef* a opét
pravidlo ,dvojitou negaci lze vynechat“ a diikaz sporem. Navic se violista nemtize
jmenovat ani Antonin, protoze to je jméno violoncellistovo (pfi podrobnéjsim do-
kazovani ndm nezbude nez se znovu odvolat na neustale pouzivané principy, zZe
dvojitou negaci lze vynechat, a na dikaz sporem). Procez violista se jmenuje
Frantiek a nasledné Josef hraje na basu (1).

Priklad 12. Neexistuje racionalni ¢islo, jehoZ druhd mocnina by byla ¢islo 2.

Pro dikaz sporem predpokladejme, ze takové Cislo existuje, a predstavme
si ho ve tvaru p/q, kde p a ¢ jsou nesoudélné ptirozend ¢isla (a ¢ # 0). Pak
p?/¢® = (p/q)* = 2, tj. p* = 2¢>. Cislo p? je sudé. Z aritmetiky pouzijeme, Ze
v takovém pripadé musi byt sudé rovnéz samotné ¢islo p, takze p musi byt tvaru2r
pro vhodné pfirozené &islo r. Uvedené déle zaruci 472 = (2r)? = p? = 2¢2, neboli
212 = ¢%. Procez ¢islo ¢ a nasledné také ¢islo ¢ jsou suda. Z naSeho systému je
proto dokazatelny jak vyrok ,p a g jsou nesoudélnd”, kteryzto je predpokladem
o ¢islech p, g, tak také vyrok ,p a ¢ jsou soudélna“ (obé jsou délitelna ¢islem 2),
tzn. systém predpokladi s jedinym predpokladem , Existuje racionalni ¢islo, je-
hoz druha mocnina je rovna 2.“ je sporny. Podle principu ,dvojitou negaci lze
vynechat“ je sporny rovnéz systém predpokladi s jedinym predpokladem , Neni
pravda, Ze neexistuje racionalni ¢islo, jehoz druh4 mocnina by byla ¢islo 2. Nyni
pouzijeme princip diikazu sporem a obdrzime dokazatelnost tvrzeni , Neexistuje
racionalni ¢islo, jehoz druha mocnina by byla ¢islo 2.¢.

Priklad 13. Ve vyrokovém poctu dokazme formuli (p — q) — (-q — —p)
nazyvanou zakonem transpozice.

Formule (=—p — ——q) — (-q — —p) je pfipadem axiomu VP3 (vzniklym
nahrazenim P formuli —p a nahrazenim Q formuli —q). TakZe uvedena formule je
dokazatelnd ve vyrokovém poctu.

Prijméme predpoklad p — . Podle vysledku pfikladu 11 vime, Ze for-
mule =—p — p je dokazatelna. Uzijeme-li nas predpoklad a tranzitivitu impli-
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kace, ziskame dokazatelnost ——p — g z naSeho predpokladu. Naprosto analo-
gicky uvazime-li dokazatelnost formule g — ——q (iloha 26 a dikaz nahrazenim)
a predchozi dokazatelnost, ziskdme z naseho predpokladu pomoci tranzitivity im-
plikace formuli -——p — ——q. Prokazali jsme dokazatelnost p — q -+ —-—p — ——q,
takze pfi uziti dikazu dedukci ziskdme - (p — q) — (=—p — —q).

Pokud aplikujeme tranzitivitu implikace na vysledky predchozich dvou od-
stavecll, nahlédneme pozadovanou dokazatelnost implikace (p — q) — (-q — —p)
ve vyrokovém poctu.

V predchozim piikladu jsme nahlédli dokazatelnost zakona transpozice, tj.
formule (p — q) — (-q — —Pp) ve vyrokovém poétu. Obréaceni zédkona trans-
pozice, tzn. formuli (-q — —p) — (p — q) jsme piijali dokonce jako axiom
VP3. Jiz jsme zminili, Ze spravnost obou téchto formuli uvadi jiz Aristotelés
v [A2]; dodejme vSak nyni, Zze tamtéz také zduraznuje nesprdvnost implikace
(p — q) — (—=p — —q) (viz tlohu 14).

Ve vyvozeni z ptikladu 13 byl nejrozsahlejsi prostfedni odstavec, ktery ukazo-
val, ze z predpokladu p — ¢ je dokazatelna formule -——p — ——q. Pfitom principy
»,2dvojitou negaci lze vynechat“ a ,dvojitou negaci lze pridat“ spolu dohromady
vyjadiuji, ze formule p je ,stejné silna* jako formule —=—p. Pokud bychom védéli,
Ze ,stejné silné“ formule miZzeme libovolné zameénovat (coz je intuitivné zcela pfi-
rozené), aplikovali bychom tento princip a nemuseli bychom uzit iivah uvedenych
v citovaném odstavci. Dokazovaci princip tohoto druhu bude vysloven v pris-
tim paragrafu pod nazvem ,dtkaz ekvivalenci“. Uvédomme si, Ze nahrazovana
¢ast formule muze byt ,zabudovana hluboko“ v uvazované formuli. Nase uvahy
v odstavci, na ktery se neustédle odolavame, byly mozné jen proto, ze nahrazo-
vand formule byla v prvém pfipadé prosté antecedentem (zévéreéné) implikace
a v druhém piipadé konsekventem (zévérecné) implikace. AvSak princip, ktery
hodlame vyslovit v nasledujicim paragrafu, umozni dokonce nahrazeni ,libovolné
hluboko* ve formuli.

Z implikace p — ¢ jsme vyvodili implikaci ~q — —p. Takze z implikace
p — g a ~q vyvodime?) —p (uzitim modus ponens na formuli ~q — —p).
Naproti tomu pri pravdivé implikaci p — q a pravdivé formuli —p miize byt q
pravdivé i nepravdivé a zcela analogicky pii pravdivé implikaci p — q a pravdivé
formuli g mtze byt p pravdivé i nepravdivé (ovéite si v tabulce 2). Abychom si
tato fakta lépe zapamatovali, shrneme je do CtyT tvrzeni:
Z implikace p— q a z formule p mtzeme vyvodit formuli q (modus ponens);
Z implikace p — q a z formule —p nemtzeme vyvodit ani formuli q ani formuli —q;
Z implikace p— g a z formule q nemizeme vyvodit ani formuli p ani formuli —p;
Z implikace p — q a z formule ~q mtzeme vyvodit formuli —=p (modus tollens).
*

34) Toto odvozovaci pravidlo se nazyvd modus tollens.
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V tomto paragrafu jiz zbyva uvést jediné dodatecné odvozovaci pravidlo.

Dukaz neutralni formuli. JestliZe z pfedpokladu J, A dokéZeme formuli B
a soucasné z predpokladu T, ~A dokazeme tutéz formuli B, je formule B dokaza-
telnd uz ze systému predpokladi I samotného.

Priklad 14. UkaZzme, Ze pokud alespoii jedno z pfirozenych ¢éisel n a n + 1
je sudé, je sudé alesponi jedno z ¢éisel n + 1,n + 2. (Nésledné indukei 1ze dokazat,
ze pro libovolné pfirozené ¢islo n je alespoii jedno z ¢isel n,n + 1 sudé.)

Jestlize n je sudé, tj. je tvaru 2k pro néjaké prirozené cislo k, je rovnéz ¢islo
n+2=2k+2=2(k+ 1) sudé (z aritmetiky pouzivime zdkon distributivity)
a toto cislo se ve dvojici n + 1,n + 2 vyskytuje.

Neni-li n sudé (tzn. je-li liché), musi byt podle pfedpokladu sudé ¢islo n + 1,
které se ve dvojici n 4+ 1, n + 2 vyskytuje.

Na zavér pouzijeme dukaz neutralni formuli, pficemz tlohu formule A z for-
mulace tohoto principu hraje vyrok , Prirozené cislo n je sudé.“.

CVICENT

I-1.1 Zalobce prohlésil: ,,Pokud je obzalovany vinen, pak mél spole¢nika.“
Obha&jce protestuje, Ze to neni pravda. Pomohl obhéjce obzalovanému pfi proka-
zovani jeho neviny?

1.2 Jsou zapisy (a) (—=(p — d) — =(qa — p)); (b) )a — p(;
() (P—a)—aq—(=pP—a)); (d) (p~—q); () p(—)q formulemi?

I-1.3 Ukazte, ze (a) (p — q) — (p — —=q); (b) (=P — q) — (=g — p);
(¢) “(p—4q)—7p; (d) =(p — q) — q jsou formule vyrokového poctu. Sestrojte
tabulky pravdivostnich hodnot téchto formuli. Je néktera z nich tautologii?

I-1.4 Prokazte, Ze formule (p — q) — [(@ — 7) — 7| neni tautologii. Srov-
nejte intuitivni vyznam této formule a tranzitivity implikace.

I-1.5 Porcie s Bassaniem zili spokojené a kdyz jejich dcera dorostla, usoudila
Porcie, Ze zkouska jejiho otce vibec nebyla Spatné, a proto pripravila pro svou
dceru znovu tfi skfinky. Dcera kazdému napadnikovi prozradila, ze na zZadné
skfince neni vice nez jeden nepravdivy napis.

zlaté stribrna olovéné
Podobizna je Podobizna neni Podobizna neni
ve stfibrné skiince. v této skrince. v této skfince.
Portrétista je Podobizna je Portrétista je
z Benatek. ve zlaté skiince. z Florencie.

Jak budete volit?
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I-1.6 Protoze vsak Porciina dcera chtéla mit co nejvétsi jistotu o inteligenci
napadnika, pfipravila sama také tfi skiinky a népadnika, ktery vyresil matéin
ukol, zavedla jesté ke svym trem skfinkdm a nyni mu oznamila, Ze na jedné
skfince jsou oba napisy pravdivé, na druhé oba nepravdivé a na posledni jeden
pravdivy a druhy nepravdivy.

zlaté st¥ibrna olovéna
Podobizna neni Podobizna neni Podobizna je
ve stfibrné skiince. v této skiince. v této skiince.
Podobizna je Podobizna je Podobizna je
v olovéné skrince. ve zlaté skiince. ve sti¥ibrné skiince.

Kterou skiinku vyberete ted?
I-1.7 Porciina dcera zvazovala také tilohu s témér stejnymi napisy jako v pred-
chozi zkousce

zlaté st¥ibrna olovéna
Podobizna neni Podobizna neni Podobizna neni
ve sti¥ibrné skiince. v této skiince. v této skiince.
Podobizna je Podobizna je Podobizna je
v olovéné skfince. ve zlaté skiince. ve stfibrné skiince.

a se zadanim, ze na jediné skiince jsou oba néapisy nepravdivé. Jak byste fesili
tuto tlohu?

V nésledujicich étyfech cvidenich je kazdy z brat¥i budto notoricky lhaf nebo
vzdy mluvi pravdu.

I-1.8 Jednoho ze tii bratii se zeptate ,, Kolik je mezi vami pravdomluvnych?*
Odpovédi nerozumite, ptate se proto druhého, co rikal bratr. Druhy odpovi:
,Bratr fikal, Ze je mezi nami jediny pravdomluvny.“ AvSak tieti bratr tvrdi:
Nevérte druhému, ten 1ze. Kdo jsou druzi dva bratti?

I-1.9 Prvni ze t¥i bratfi fekne: ,VSichni jsme lhaii.“ a druhy odporuje:
,Pravé jeden z nas je pravdomluvny.“. Kdo jsou tito bratfi? Umite urcit, kdo
budou bratri, jestlize v odpovédi druhého nahradime slovo ,,pravdomluvny* slo-
vem ,lhar“?

1-1.10 Zeptate se jednoho ze dvou bratri: ,,Je mezi vAmi pravdomluvny?“ On
odpovi, vy rozumite a hned znéte spravnou odpovéd na svou otdzku. Kdo jsou
tito dva brat#i? — Uloha ma opravdu jednozna¢né feseni. — Navod: kli¢em jsou
slova ,hned znéte spravnou odpovéd*.

I-1.11 Jedinou otézkou (na kterou je odpovéd ano-ne) poloZenou jednomu
ze dvou bratii mate zjistit zda druhy bratr je pravdomluvny.
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I v nésledujicich ¢tyfech cvidenich jeden kazdy bratr budto vzdy mluvi
pravdu, nebo vzdy pravdu nemluvi. V téchto cvienich se jedné o tvrzeni vznikla
implikaci a vétsina z nich je pfevzata z knihy [Sm].

1-1.12 Jeden ze dvou bratrti prohlési: ,Jsem-li pravdomluvny, je pravdo-
mluvny i muj bratr.“. Kdo jsou tito brat¥i?

1-1.13 Prvni z bratii fekne: ,,Jsem-li pravdomluvny, dva a dva jsou ... “. Po-
slednimu slovu bohuzel nebylo rozumét; umél byste ho doplnit a rozhodnout zda
mluvici je pravdomluvny, nebo 1hai? Druhy naopak vyhlasi ,Jestlize jsem lhar,
»dva a dva jsou ...““. Posledni slovo jste zase nezachytil, avSak vas spole¢nik
tvrdi, Ze to bylo budto t¥i nebo ¢tyfi. Umite urcit, které z téch dvou slov to
bylo a zda druhy bratr je pravdomluvny, nebo 1har? Teprve tfeti bratr mluvil
zietelné a uvedl dokonce dvé tvrzeni: , Je mi 18 let.“ ,,Je-li mi 18 let, chodim do
gymnazia.“ Jste schopen vyvodit jestli je tfeti bratr pravdomluvny, nebo 1har?

1-1.14 Jeden ze dvou bratri pronese: ,Je-li mtij bratr pravdomluvny, jsem
lhar.“ Kdo jsou tito bratii?

I-1.15 Prvni ze t¥i bratii prohlasi: ,,Druhy bratr je pravdomluvny.“ a druhy
doda: ,,Pokud je prvni bratr pravdomluvny, je pravdomluvny i tieti.“ Kdo jsou
tito bratri?

I-1.16 Do zoo ve Dvote Kralové, Olomouci, Brné a Praze piijizdéji ¢tyti
zvifata (zirafa, zebra, antilopa a velbloud). Vime:

(1) Nemifi-li velbloud do Olomouce, bude antilopa ubytovana v Brné.
(2) Jede-li velbloud do Olomouce, sméfuje zirafa do Prahy.
(3) Antilopa nejede do Brna.

Popiste budouci rozmisténi zvitat do jednotlivych zoo.
1-1.17 Pii zachovani jak zadani, tak také formulace tkolu z predchoziho cvi-
¢eni zménme informace nasledovné:

(1) Nemifi-li velbloud do Prahy, nejede zebra do Brna.

(2) Nejede-li velbloud do Brna, jede antilopa do Prahy.

(3) Zebra nejede do Dvora Krélové.

(4) Pokud nechystaji ubytovani antilopé v Praze, o¢ekavaji tam zirafu.

(5) Pokud jede zebra do Olomouce, mé velbloud namifeno do Dvora Kralové.
Ctyfi party nestejné velkjch kamaradi v nésledujicich cvicenich jsou rtizné,

avSak vzdy je tvori chlapci stejnych kiestnich jmen (Petr, Tom&s a Jan) a stejnych

pifjmeni (Cerveny, Modry a Bily) a na vylety kazdy z nich nosi jednu z tabor-

nickych potteb (sekerku, kotlik a stan). Posledni parta musi druhy svych vylett

meénit, aby vyhovéla tuzbam jednotlivych kamaradt; jeden z nich je totiz vodak,

druhy horolezec a treti cyklista.

I-1.18 Udaje o prvni parté jsou velice jednoduché:

(1) Jan se nejmenuje Bily.
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(2) Cerveny nenosi stan.
(3) Modry nosi kotlik.
(4) Petr nosi sekerku.

Jak se jmenuje celym jménem ten, kdo nosi stan?
1-1.19 O druhé parté jsme ziskali informace:

(1) Jan se jmenuje Bily.
(2) Petr nosi stan.
(3) Bily nenosi sekerku.
(

4) Modry nosi kotlik.

Umite urcit, jak se jmenuje celym jménem ten, kdo nosi sekerku?
1-1.20 O kamaradech ze treti party vime:

(1) Tomas je vétsi nez ten, ktery nosi sekerku.
(2) Petr je mensi nez Cerveny.
(3) Modry je vétsi nez ten, co nosi stan.
(4) Jan neni ani nejmensi ani nejveétsi.
Otéazky: a) Jak velky je Bily vzhledem k ostatnim kamardddam?
b) Muzete uréit, jak je velky nositel kotliku?
c) Muzete zjistit pomérnou velikost nositele sekerky?
1-1.21 K podminkdm z piedchoziho cviceni ptidejte podminku
(5) Petr nenosi stan.
a za takto zménénych podminek zodpovézte znovu otazky b) a c¢) z predchoziho
cviceni.
1-1.22 O posledni parté jsme se dovédéli:

1
2

) Vodék je vétsi nez Bily.

) Petr je mensi nez ten, ktery nosi stan.
) Toméas neni horolezcem.

) Cerveny je vétsi nez Modry.

) Bily nenosi sekerku.

) Tomas je mensi nez Bily.

(
(
(3
(4
(5
(6

Urcete celd jména jednotlivych kamaradt, jejich oblibené ¢innosti, pomérnou
velikost a tabornické potieby, které nosi.

V nasledujicich trech cvicenich se jedna o tii trojice riizné starych studentek
stejnych jmen (Jana, Eva a Marie), z nichz ma kazda rada jiny pfedmét (mate-
matiku, angli¢tinu a déjepis) a méa jinou barvu vlast (¢ernou, hnédou a svétlou).

1-1.23 O prvni trojici studentek jsme se dovédéli:

(1) Eva nem4 c¢erné vlasy.
(2) Ma4-li Jana rada déjepis, preferuje ¢ernovlaska angli¢tinu.
(3) Nema4-li milovnice matematiky ¢erné vlasy, ma Marie vlasy hnédé.
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(4) Jana nemiluje angli¢tinu.

Umite urcit oblibené pfedméty a barvy vlasi Evy a Jany?
1-1.24 O druhé trojici studentek vime:

(1) Marie nemé rada slune¢nice.

(2) Jestlize ma Marie rada déjepis, je Gernovlasa.

(3) Matematiku i slune¢nice miluje jedna a taz studentka.

(4) Méa-li Jana v lasce déjepis, je oblibenym pfedmétem Marie matematika.

(5) Nemiluje-li jedna studentka angli¢tinu i rtze, méa rdda matematicka kopre-
tiny.

(6) Nemad-li Gernovlaska rada rize, nema milovnice sluneénic hnédé vlasy.

(7) Jana neméa v oblibé matematiku.

Uvedte oblibené predméty a kvétiny, barvy vlast jednotlivych divek.
I-1.25 Muzete zjistit na zakladé informaci

Je-1li oblibenym predmétem cernovlasky déjepis, jmenuje se Marie.
Jana nema svétlé vlasy.
Milovnice déjepisu je mladsi nez obdivovatelka matematiky.

oblibené predmeéty a kvétiny, barvy vlasi a poradi narozeni jednotlivych divek?

V kazdém z nésledujicich tfech cviceni se jednéa o jinou skupinu milovnikt
uméni, avSak vzdy se jmenuji Josef, Antonin, FrantiSek a Pavel, hraji na ruzné
nastroje (housle, violu, violoncello a basu), piou se o své oblibené autory (Capka,
Haska, Kunderu a Seiferta) i o oblibené impresionistické malife (van Gogha,
Gauguina, Moneta a Cézanna) a dokonce kazdy z nich m4 i sviij nejoblibenéjsi
stavebni sloh (romdansky, goticky, renesanéni a barokni).

1-1.26 Prvni skupina milovnik@i uméni se postavila pii hfe do kruhu. Kromé
informaci o néastroji a oblibeném spisovateli toho kterého milovnika uméni nyni
zname i nékteré idaje o prostorovém rozmisténi:

(1) Frantigek je obdivovatelem Capka.
(2) Violista preferuje Haska
(3) Josef nemé rad Kunderu.
(4) Pavel nehraje na basu.
(5) Vedle sebe jsou: (a) Frantisek a houslista,
(b) basista a milovnik Capka,
(c) Antonin a obdivovatel Kundery,
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Na ktery nastroj hraje Pavel a kdo je jeho oblibeny spisovatel? Jsou vlastnosti
milovniki uméni zadany nas$imi podminkami jednoznacné?
1-1.27 Poznatky ziskané o druhé skupiné milovnikd umeéni:
) Houslista mé rad Kunderu.

) Frantisek nehraje na basu.

) Milovnik Gauguina miluje i romansky sloh.

) Haska i Moneta obdivuje t4z osoba.

) Milovnik Cézanna nemé rad Kunderu

)

)

)

)

w N =

Antonin mé nejradé&ji baroko.

Pavel miluje Seifertovy verse.

Frantisek obdivuje Cézanova zatisi.

Violista méa rad van Gogha.

(10) Milovnik gotiky neni pfiznivcem Cézanna.

Na ktery néstroj hraje Antonin a kterého spisovatele, impresionistu a sloh ma
nejradéji?

1-1.28 O treti skupiné milovnikt umeéni, ktefi hrali v fadé, jsme se dovédéli:
Antonin hraje na basu.

Pavel nehraje na violu.

Capka i gotiku m4 rad tyz hudebnik.

Moneta a baroko nema rad tyz hudebnik.

Houslista nemiluje renesanci.

Violoncellista dava prednost Seifertovi.

Milovnik Capka stoji vlevo hned vedle milovnika van Gogha.

Hudebnik zaniceny pro renesanci stoji vlevo od milovnika baroka.
Houslista stoji vlevo hned vedle obdivovatele Cézana.

Obdivovatel Moneta stoji vpravo hned vedle ¢tenare Haska.

Violista stoji vpravo od Josefa.

Milovnik Kundery nestoji nejvice vlevo.
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Urcete na ktery nastroj hraje a kterému spisovateli, slohu a impresionistovi dava
prednost ten ktery milovnik uméni. Zméni se feSeni, jestlize pridame do osmé
nebo jedenacté podminky slovo ,hned“?

Patii k nejobtiZznéjsim v tomto paragrafu, proto uvedeme navod mozného zacatku
feSeni. — Potfebujete ho vSak nezbytné? — Opravdu? — Navrh jak urcit néstroje
jednotlivych hudebniki: Pomérné jednoduse zjistite, na ktery nastroj hraje Frantisek,
a kterého spisovatele ma nejrad€ji houslista. To vAm umozni zjistit, kterého spisovatele
obdivuje hudebnik stojici nejvice vpravo, a nasledné jméno houslistovo.

I-1.29 Ve vyrokovém poctu dokazte formuli [p — (q — )] — [q — (p — 7)]
zachycujici jistou komutativitu svazanou s implikaci (tj. moznost zaménit poradi
vyrokovych proménnych p a q); implikace sama komutativni pochopitelné neni
(vyznam implikace se muze lisit od vyznamu jejiho obraceni).
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I-1.30 Vyvodte formuli p — (—p — ) ze zdkona Dunse Scota. Navod:
pouzijte ditkaz nahrazenim, vysledek tilohy 26 a tranzitivitu implikace.

I-1.31 Ve vjrokovém poctu dokazte formuli (q—1)— (—-p—1)—[(p—q)—T]).
Néavod: uvazte jednak systém ptedpokladi (q — r),(—p — 1),(p — q),p a jed-
nak systém (q — v),(-p — 1),(p — q),p. Pouzijte dikaz neutrélni formuli
a na zavér dikaz dedukci.

1-1.32 Dtikaz dedukci je jakousi implikaci zarucujici, Zze z dokazatelnosti
J,AF B plyne T - A — B. Je mozno tuto implikaci obratit, tj. prokazat, ze
z dokazatelnosti T+ A — B plyne T, A - B?

1-1.33 Také dtikaz sporem je jakousi implikaci: ze spornosti systému pted-
pokladt J, ~A vyvozujeme dokazatelnost formule A ze systému predpokladi J.
Znovu ma smysl se ptat, zda tuto implikaci mizeme obratit: muzeme z dokazatel-
nosti formule A ze systému predpokladi J vyvodit spornost systému predpokladi
T, -A?

V nésledujicich tfech tlohach jsou obyvatelé péti domi riznych barev (bily,
zluty, ¢erveny, modry a zeleny) rtznych narodnosti (Angli¢an, Svéd, Nor, Dan
a Némec), chovaji rizna zvifata (psa, koc¢ku, koné, ptaka a zebru) a maji jak rizné
oblibené napoje (¢aj, kdvu, mléko, pivo a mineralku), tak také rizné oblibené
sporty (fotbal, volejbal, Sachy, plavani a tenis).

1-1.34 Domy jsou uspoiadény v fadé€ a o jejich obyvatelich jsme se dovédéli:

) Vlevo hned vedle Nora Zije pes.
) Déan bydli vpravo hned vedle bilého domu.

) Pték je chovan vlevo ob jeden dim od koné.
4) Zebra zije vpravo ob jeden dim od ¢erveného.
)
)

)

w

Anglican méa zluty dam.
Prostiedni dim je zeleny.
Némec nebydli v bilém domé.

) Kocka patii do éerveného domu.

NN AN N N N N N

Jaké zvife chovd Nor?

I-1.35 O obyvatelich nasich péti domi ted vime (v této tloze nezélezi na
prostorovém rozlozeni domi):

(1) Anglic¢an zije v zeleném domé. (8) Svéd chova psa.

(2) Pes nepatii do bilého domu. (9) Nor pije nejradéji mléko.
(3) Obyvatel modrého domu je fotbalista. (10) Volejbalista chova ptaka.
(4) Sachista pije nejradéji kdvu. (11) Dén je plavec.

(5) Obyvatel ¢erveného domu preferuje pivo. (12) Nor chova zebru.

(6) Obyvatel cerveného domu nechova ptaka.  (13) Dan nemiluje pivo.

(7) Tenista nechova psa. (14) Obyvatel zeleného domu

odmita ¢aj.
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Prvni otazka zni: Kdo nejradéji pije minerdlku a jaké méa dalsi vlastnosti? Je-li
vice moznosti, uvedte vSechny.
Vasim druhym tkolem je zjistit, kdo chova koné a jaké ma dalsi vlastnosti. Je-li
vice moznosti, uvedte vSechny.

1-1.36 Zavérecné cviceni je variantou haddanky nékdy oznacované jako , Ein-
steinav kviz“. Nyni kromé nésledujicich informaci navic vime, ze domy jsou uspo-
rfadany v radé:

1) Angli¢an zije v ¢erveném domé. (8) Svéd chova psa.

2) Zeleny dum stoji ihned nalevo od bilého. (9) Dan pije nejradéji ¢aj.

3) Obyvatel zeleného domu preferuje kavu. (10) Plavec mé nejradéji pivo.

4) Fotbalista zije ve zlutém domé. (11) Volejbalista chova ptaka.

5) Obyvatel prostfedniho domu pije mléko. (12) Nor bydli v domé
nejvice vlevo.

(
(
(
(
(

(6) Sachista Zije vedle chovatele kocky. (13) Chovatel koné bydli
vedle fotbalisty.
(7) Nor bydli vedle modrého domu. (14) Némec hraje tenis.

Odpovézte na otazku: ,Kdo chova zebru?“.

Poznamenejme, ze bézné se tato tloha zadava jesté s podminkou ,,Soused
Sachisty pije nejradéji mineralku.“, ktera je vSak nadbytecna. Pokud byste méli
obtize pri feSeni, pouzijte tuto informaci.
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V prvém paragrafu jsme vytvareli slozené vyroky jen pomoci negace a impli-
kace. Ukolem tohoto paragrafu je popsat i jiné bézné zptisoby sestrojeni slozenjch
vyrokid. V citovaném paragrafu jsme vidéli, ze s uvedenymi zptsoby konstrukce
vysta¢ime, avSak pro aplikace (véetné uziti v matematice) je vhodnéjsi uvazo-
vat vice zpusobu konstrukce. Pro logiku samotnou je tudiz tento paragraf méné
dtlezity nez pro jeji aplikace. (Z hlediska aplikaci logiky vynikd zejména di-
kaz rozborem pripadi; z pohledu déjin logiky jsou dtlezité nize uvedené formule
(1)~(iv).)

V predchozim paragrafu jsme se seznamili se dvéma logickymi operacemi
— negaci a implikaci. Prvni z nich je unarni (negaci aplikujeme na jedinou formuli
vyrokového po¢tu); implikace je operaci binadrni (je aplikovdna na usporadanou
dvojici formuli). Dalsimi béznymi logickymi operacemi jsou konjunkce, disjunkce
a ekvivalence, které budou popsany v tomto paragrafu. Nékterymi méné béznymi
logickymi operacemi (Shefferovou a Peirceovou) se budeme zabyvat v dodatku
k vyrokovému poc¢tu. Vsechny uvedené dodateéné operace jsou binarni. (V pre-
dikdtovém poctu pozname dalsi typ logickych operaci — kvantifikace.)

Pred popisem dalsich zptisobt spojovani vyroku je vhodné si uvédomit né-
kolik skutec¢nosti o vztahu bézného a formalniho jazyka.

Zcela zfejmy, ale podstatny, je rozdil mezi béznym a formalizovanym jazykem
spo€ivajici v mife neuréitosti. Slova v ¢e$tiné (ani v jiném pfirozeném jazyce)
nejsou zcela jednoznacnd; mluvené slovo je dopliiovano diirazem, mimikou atd.,
coz umozinuje porozumeét, co fecnik mini; rozhodujici pro pochopeni vsak byva
celkovy kontext. Pro bézny jazyk je jistd mira neurcitosti vitana, dodava mu
puvabu a umoznuje plodné asociace. Naproti tomu formalni jazyk musi byt zcela
presny (napf. negaci vyroku jsme v §1 prifadili pravdivostni hodnotu na zékladé
pravdivostni hodnoty ptvodniho vyroku zcela jednozna¢né).

Pfirozeny jazyk je také velmi bohaty; pfi jeho formalizaci (matematizaci)

vvvvvv

vvvvvv

matematizaci se tak potykame se dvéma problémy: vybrat obraty bézného jazyka,
které budeme matematizovat (o moznostech volby si vice fekneme v dodatku
k vyrokovému poc¢tu) a uréit jejich presny formalni vyznam (pii matematizaci
obratd spojujicich vyroky musime napf. pro sémanticky popis zadat zakladni
tabulky pravdivostnich hodnot).

Obvykle se za vhodné pro matematizaci pokladaji — kromé negace a impli-
kace zkoumanych v §1 — nasledujici obraty bézného jazyka (popfipadé jazyka
matematiky):
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(1) oova . 1.4 .. a zéroven ...“ (pfipadné z latiny prevzaté
y - €t ... ) formalizujeme konjunkci, pfi jejim zapisu budeme pouZivat sym-
bolu®) &,

(2) ,...nebo...“ (pfipadné z latiny pfijaté ,,. .. vel ...“) bude formalizovéano
disjunkci, pfi pouziti symbolu V,

(3) ..., pravé kdyz ...“, ,... tehdy a jen tehdy, kdyz ...“, ... je nutnou
a postacujici podminkou pro ...“, ... je ekvivalentni s ...“ budeme formalizovat

ekvivalenci (nékdy se také pouziva slovni spojeni oboustrannd implikace), pfitom
pouzivame znaku? =.

Znaky pouzivané k oznaceni negace, implikace, konjunkce, disjunkce a ekvi-
valence formuli (tzn. symboly —, —, &, V,=) se nazyvaji logické (téz vyrokové)
spojky.

Jiz jsme zminili, ze v bézném jazyce nejsou uvedené obraty (a ani implikace
vySetfovana v §1) chdpany ve vsech situacich stejné. Casto uvadénym piikladem
nejednoznacnosti bézného jazyka je spojka ,nebo“, kterou nékdy pouzivame ve
vyluéovacim smyslu, ale bézné nikoli. P¥i bézném chapani tedy povazujeme za
pravdivy i pfipad, plati-li oba ¢leny. Podrobnéji: vyrok , Byl tam Petr nebo (tam
byl) Pavel.“ chédpeme jako pravdivy, jestlize tam byl Petr (a nikoli Pavel), nebo
tam byl Pavel (a ne Petr), a nebo tam byli oba; za nepravdivy nas vyrok ozna¢ime
pouze v pripadé, ze tam ani jeden z nich nebyl. Naproti tomu pfi emocionalnim
zvolani ,Bud tu budu j4, nebo ten pes!“ vyluCujeme, Ze miiZeme zlstat oba.
V souhlase s obvyklej$im pfistupem budeme pokladat disjunkci za nepravdivou
pouze, jsou-li nepravdivé oba jeji leny® .

Chéapani konjunkce a ekvivalence snad nebude ¢init potize — konjunkce je
pravdiva, pravé kdyz jsou pravdivé oba jeji ¢leny (takto ji chépali jiz Stoikové)
a ekvivalence je pravdivé, jestlize jeji ¢leny jsou budto oba pravdivé, nebo oba
nepravdivé.

Popsané pojeti pravdivosti zkouma- P q |p & q |p V q |p =q
nych spojek muzeme shrnout do zaklad- 0 0 0 0 1
nich tabulek pravdivostnich hodnot 0 1 0 1 0
pro konjunkci, disjunkci a ekvivalenci. 1 0 0 1 0
(Srovnej zakladni tabulky pravdivostnich 1 1 1 1 1
hodnot 1 a 2 pro negaci a implikaci v §1.)

Tabulka 1

Po rozsiteni systému logickych operaci
se musime dohodnout, Ze i nové piidané operace vytvareji slozené vyroky a upra-
vit bod (b) konstrukce formuli vyrokového poétu (viz §1) na bod

D) Neékdy se pro oznaceni konjunkce pouziva téz symbolu A.
2) Pouzivaji se téz znaky < nebo «.
3) Stoikové vysetfovali vice forem disjunkce, mezi nimi také nami zvolenou.

99



KAPITOLA I VYROKOVY POCET

(b’) jestlize A a B jsou formule vyrokového po¢tu, jsou formulemi vyrokového
poctu také z nich vytvofend implikace (A — B), konjunkce (A & B),
disjunkce (A V B) a ekvivalence (A = B).

Na rozdil od implikace nezavisi podle prvni tabulky tohoto paragrafu hod-
noty konjunkce (analogicky disjunkce a ekvivalence) na pofadi formuli v ni se
vyskytujicich?), a proto mluvime o slozkach konjunkce, disjunkce a ekvivalence,
nékdy téz o konjunktech resp. disjunktech.

V prvnim paragrafu jsme prohlésili, Ze pro matematizaci postacuje pouzivat
ze spojek bézného jazyka pouze implikaci a negaci. Vyhlasili jsme tudiz, ze kon-
junkci, disjunkci a ekvivalenci mizeme vyjadrit pomoci spojek uvedenych v prv-
nim paragrafu. Pokud vas, vaZeny Ctenafi, uspokoji vypocty, pak postacuje ke
konjunkci, disjunkci a ekvivalenci nalézt takové formule uzivajici pouze implikaci
a negaci, jejichz tabulky pravdivostnich hodnot se lisi od tabulky 1 pouze za-
hlavim. M¢l byste proto byt uspokojen vyresenim nasledujici tilohy. Pokud vsak,
vazeny Ctenafi, touzite i po intuitivnim vysvétleni volby formuli, naleznete ho po
vyrleseni prvni tlohy.

Uloha 1. Ukazte, ze pouze zahlavim se lisi zdkladni tabulka pravdivostnich
hodnot konjunkce p & q od tabulky pravdivostnich hodnot formule —(p — —q),
a podobné ze pouze zadhlavim se lisi tabulky pravdivostnich hodnot disjunkce
p V q a formule =p — g a rovnéz tabulky pravdivostnich hodnot ekvivalence
p = q a formule (p — q) & (q — p).

Prvni dloha naznacuje algoritmus prevadéjici formule s dodateénymi opera-
cemi na formule, které obsahuji pouze negaci a implikaci. Nahradime-li ve formuli
vyrokového poctu jeji ¢asti (A & B), (AVB) a (A = B) s dodateénymi operacemi
po fadé formulemi ~(A — —=B), (-A — B) a =[(A — B) — =(B — A)], dosta-
neme formuli vyrokového poctu, jejiz tabulka pravdivostnich hodnot se lisi pouze
zahlavim od tabulky pravdivostnich hodnot ptvodni formule. Napiiklad formuli
(p & q) — (p V q) zapiSseme bez pouziti konjunkce a disjunkce (ponékud slozi-
t€j$im a méné prehlednym) zapisem —(p — —q) — (-p — (), nicméné tabulky
pravdivostnich hodnot téchto formuli se 1lisi pouze zahlavim.

spojek hlavni proud a védomé zanedbéava drobnéjsi vyznamové odstiny, které v tom kte-
rém pripadé zaznamenavame pii skutecném uziti jazyka. Naptiklad véty ,Upadl a vstal.“
a ,Vstal a upadl.“ jsou vyznamové odlisné, protoze do nich automaticky vlozime casové
hledisko, které pii vétsinovém chapani spojky ,,a* neuplatiiujeme.

w)  p ql-p|-g|p—=q|-(p—=q)|-P—4q |[p—=d|d—p|(P—a) & (9—D)
0 01 |1 | 1 0 0 1 1 1
0 1)1 |0 | 1 0 1 1 0 0
1 0olo |1 |1 0 1 0 1 0
1 1/0 |0 | o 1 1 1 1 1
Tabulka A
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Pokud naopak nahrazujeme ve formulich v8echny zapisy tvaru —(A — —B),
-A— B a [(A—B)——(B—A)] po fadé zapisy A & B, AV B a A = B,
dostavame prehlednéji zapsané formule, avsak za cenu uziti dodateénych operaci.

Pokusme se ted popsat intuici, stojici za uvedenym vyjadienim disjunkce,
konjunkce a ekvivalence. Disjunkce vyjadiuje, Ze plati alespon jeden z jejich ¢lend.
Procez neplatnost prvniho z nich implikuje platnost druhého. Takze p V q vyja-
dfime pomoci =p — ¢.

Abychom pochopili, Ze i vyjadfeni konjunkce je ve své podstaté jednodu-
ché, zkoumejme nejprve vyjadieni konjunkce pomoci disjunkce. To, Ze nenastane
p & g znamenad, Ze alesponl jeden ze ¢lent p, q neplati, tzn. —(p & q) lze vyjadrit
pomoci =pV —q (vztah se nazyva de Morganovym pravidlem a jesté o ném pojed-
name nize). Konjunkei p & q miizeme proto vyjadfit pomoci —(—pV —q) a uziva-
jice vyjadreni disjunkce z pfedchoziho odstavce, pak také pomoci —(——p — —q).
Nasledné moznost vypusténi i pfidani dvojité negace prinese vyjadieni p &
pomoci —(p — —q). Po podrobnéjsim probrani shleddme i vyjadfeni konjunkce
celkem prirozené, i kdyz se to na prvni pohled tak nejevi.

Vyjadfeni ekvivalence p = q jako konjunkce dvou implikaci p — qa q —p
je vSeobecné znadmo.

Uloha 2. Zjistéte, jak se lisi tabulky pravdivostnich hodnot formule (p & q) &
a formule p & (q & 7). Analogicky hledejte rozdil mezi pravdivostnimi hodnotami
formuli (pvq)VrapV(qVvr).

Uloha 8. Sestrojte zékladni tabulku pravdivostnich hodnot pro vyluéujici dis-

junkci5), tzn. naleznéte jednoduchou formuli vybudovanou pomoci negace a jedné z ope-
raci zkoumanych v tomto paragrafu, jejiz tabulka pravdivostnich hodnot se od tabulky
pravdivostnich hodnot vylucujici disjunkce 1isi pouze zdhlavim. Pro vylucujici negaci se
nékdy uzivd symbol xor (podle anglického exclusive or).

Podle tlohy 2 je jak konjunkce, tak i disjunkce operaci asociativni. Je proto
zvykem vynechavat zavorky a psat napi. prosté A & B & C misto zapisu (A& B) & C
a také misto zapisu A & (B & €). Naproti tomu implikace asociativni neni. Po-
znamenejme, ze ekvivalence je sice také asociativni, avSak zavorky neni zvykem
vynechavat, vedlo by to k nejednoznacnosti ¢teni.

X % Xk

42) Tabulky pravdivostnich hodnot formuli se lisi pouze zahlavim.
5) V logice dnes nepatii tato spojka mezi nejobvyklejsi. Ve megarsko-stoické gkole ji viak
uzivali Casto a také p¥i programovani pocitact se s ni leckdy setkdme.
u3) Bgzné uzivanou jednoduchou formuli s tabulkou pravdivostnich hodnot lisici se od tabulky
pravdivostnich hodnot vylucujici disjunkce pouze zéhlavim je zejména formule -(p = q)
nebo formule p = —q.
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Uloha 4. Porciina vnucka se pii hledani Zzenicha rozhodla pokracovat ve vzni-
kajici rodinné tradici. Nicméné chtéla také néjak ozvlastnit své ikoly, a rozhodla
se proto vyuzivat i jiné logické operace nez negaci. Prvni kol pro napadniky,
ktery vymyslela, znél:

zlaté stribrna olovéna

Podobizna je
Podobizna je Podobizna je ve zlaté skiince
v této skiince. ve zlaté skfince. nebo neni

v této skiince.

a napadnikovi hodlala sdélit, Zze pfesné jeden napis je pravdivy. Kterou skiinku
zvolite, vzijete-1i se do role jejiho napadnika?

Uloha 5. Vnucka Porcie vsak nebyla spokojena se svou prvni zkouskou pro
napadniky, protoze své ozvlastnéni provedla jen na jedné tabulce. Navic kdyz se
trochu zamyslela nad svym ,jozvlastiujicim* napisem, zjistila, ze se da velice jed-
noduse vyjadrit bez dodatecnych operaci — vite jak? Nechala si proto vyrobit jiné
tfi tabulky (z nichz dvé byly ,ozvlastnéné“, viz nasledujici uloha), avsak pysna
byla zejména na napis ,,Podobizna je ve zlaté skrince, pravé kdyz neni ve stfibrné
skfince.“, o kterém byla presvédcéena, ze nalezité provéri napadnikovu inteligenci.
Rozhodnéte, zda se da tento napis vyjadrit jednoduseji nadpisem ,,Podobizna neni
v olovéné skrfince.“. Alternativni zapis je mozno vyjadrit také ,Podobizna je ve
zlaté nebo stiibrné skfince.“. Lisi se obecné tabulky pravdivostnich hodnot for-
mule p = —q a formule p V q pouze zdhlavim? — Pted ¢tenim dalsi otazky byste
meéli znat odpovédi na otéazky jiz polozené. — Formulovali jste jiz svij néazor?
Vysvétlete, pro¢ v konkrétnim piipadé (ekvivalence formule z = —s a formule
z Vs pro urcité formule z a s) je odpovéd ,ano“ a v obecném ,ne“.

Uloha 6. Nezkugena Porciina vnucka nechala nejprve tabulky zhotovit a do-
konce je nechala pripevnit na skiinky:

u4) Pokud by se podobizna nachézela ve zlaté skiince, byly by vechny napisy pravdivé, coz
je zadanim vylouceno. Kdyby byla v olovéné skfince, nebyl by pravdivy zadny z napist.
Procez se podobizna musi nachéazet ve stiibrné skiince — pak jsou néapisy na zlaté a stii-
brné sk¥ince nepravdivé a napis na olovéné skiince je pravdivy. (Pfi znaceni z §1 jsou nyni
zapisy na skfinkach: z,z,zV —o.)

u5) V népise na olovéné skiince v piedchozi tiloze miiZeme vypustit prvni disjunkt, protoze
je-li podobizna ve zlaté skfince, automaticky neni v olovéné.
Prvni odpovéd zni ,ano“, pokud je podobizna ve zlaté nebo stfibrné skfince jsou obé&
tabulky pravdivé, pokud je v olovéné, jsou obé tabulky nepravdivé. Na druhou otazku je
odpovéd ,ne“, hodnoty jsou rtizné pro ohodnoceni pfifazujici obéma proménnym prav-
divostni hodnotu 1. Tabulky se vsak lis§i pouze pro toto ohodnoceni a v pfipadé skifinek
s jednou podobiznou nemuize byt podobizna soucasné ve dvou skfinkach, procez pri ma-
tematizaci vylou¢ime ohodnoceni nabyvajici na obou proménnych jednicku.
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zlata stiibrné olovéna
Podobizna je Podobizna je
ve zlaté skiince ve zlaté skiince Podobizna je
pravé kdyz neni nebo je ve stiibrné skiince.
ve st¥ibrné skiince. v této skiince.

a navic se rozhodla, ze ndpadnikovi opét fekne, ze presné jeden napis je pravdivy,
a teprve po tom vSem zacala vymyslet, do které skiinky ma podobiznu ulozit. Co
zjistila?

Uloha 7. Porciina vnucka byla velice nespokojena, ze jeji druha zkouska nems4,
feSeni. Bylo ji vsak lito vSechny tabulky vyhodit. Nahlédla, Ze napisy na zlaté
a stfibrné skiince vyjadiuji totéz a tak ji napadlo, ze by stacilo vymeénit napis na
stiibrné skiince. Pomuzete ji nalézt alternativu napisu na st¥ibrné skiince, ktera
pfi zadéni, ze presné jeden napis je pravdivy, vytvori spravné zadanou tlohu pro
napadnika?

Uloha 8. Pak viak Porciinu vnu¢ku napadlo, ze by mozna stacilo jen premistit
napisy a ze neni tfeba vytvaret jeden novy. V napisu na sttibrné sk¥ince se nachéazi
slova ,této skfince*, takze jeho pfemisténim se vyznam zméni. Poradite zménu
uspoiradéani napisti, aby tloha pti zadéani, ze pfesné jeden népis je pravdivy, méla
jednoznacné reseni?

Uloha 9. Avsak ten nejlepsi napad pfisel az posledni. Co kdyby vSechny
napisy zustaly zachovany na svych mistech a zménilo by se pouze zadéani. Poradte

u6) D4-li podobiznu do zlaté skiinky, budou napisy na zlaté a stiibrné sk¥ince pravdivé, coz je
zadanim vylouceno. Jestlize skryje podobiznu do stfibrné skiinky, budou dokonce pravdivé
v8echny napisy. Schovéa-li podobiznu do olovéné skiinky, budou vsechny napisy nepravdivé,
co# zadani nep¥ipousti. Uloha nema feSeni — zapisy na skiinkach jsou z = —s (ekvivalent-
né —o), zV s, s.

u7) Tabulka musi budto p¥i ukryti podobizny do zlaté skiinky byt nepravdiva, nebo pfi scho-
vani podobizny do olovéné skiinky byt pravdivd — nikoli v8ak oboje najednou. (P¥i ulo-
zeni podobizny do st¥ibrné skiinky jsou napisy na zlaté a olovéné skiince pravdivé, procez
zadné varianta napisu na stfibrné skfince nemtize napomoci k vhodnému zadani tlohy.)
Jako mozny napis (umistény na st¥ibrnou skfinku) proto pfichézi v tvahu napt. ,,Podo-
bizna je v této skiince.“ (se soucasnym uschovani portrétu do zlaté skiinky) nebo ,,Podo-
bizna neni v této sk¥ince.“ (spolu s vlozenim portrétu do olovéné skiinky).

u8) Stac¢i prohodit napisy na stfibrné a olovéné skiince a dat portrét do olovéné skiinky.
(Pak jsou népisy na zlaté i st¥ibrné skiince nepravdivé a napis na olovéné je pravdivy;
pfi uvazovaném prohozeni néapisi nelze ukryt podobiznu do zlaté skiinky, nebot by byly
napisy na zlaté i olovéné skfince pravdivé a také nelze portrét vlozit do stfibrné skrinky,
protoze v takovém ptipadé by byly pravdivé napisy na zlaté a rovnéz na st¥ibrné skfince.)
Pfi prohozeni népisu na zlaté a st¥ibrné skfince zistane tloha nefesitelnou. (Pfi schovani
portrétu do zlaté skiinky budou pravdivé napisy na zlaté i st¥ibrné sk¥ince, pfi jeho uscho-
vani do stfibrné skfinky budou pravdivé napisy na stiibrné a olovéné skiince a nakonec
dame-li portrét do olovéné skiinky, budou vSechny napisy nepravdivé.)
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vnucce Porcie, co ma fici ndpadniktim, aby tloha byla spravné zadana, a kam mé
ulozit portrét.
Uloha 10. Ukazte, Ze feSenim druhého piikladu z predchézejiciho paragrafu
(o bratrech na rozcesti) je také otazka uzivajici ekvivalenci: ,,Jste pravdomluvny,
praveé kdyz tato cesta vede k mému cili?“.
%k % X

Po predvedeni sémantiky konjunkce, disjunkce a ekvivalence obratme ted
svou pozornost k odvozovacim pravidlim pro logické operace zavedené v tomto
paragrafu.

V dodatku k vyrokovému pocétu uvidime, ze tato odvozovaci pravidla syntakticky
plné charakterizuji ptislusné operace. K tomuto ti¢elu konstatujme jiz nyni, ze pfipust-
nost uzivani nize popsanych pravidel pro konjunkci, disjunkci a ekvivalenci je prokaza-
telnd ve vyrokovém poctu (ve kterém pripoustime jen — a —), jestlize uzijeme algoritmu
(viz tlohu 1) pro pfepis formuli s novymi spojkami na formule obsahujici pouze — a —.

Kazdé z nasledujicich odvozovacich pravidel pro dodatecné logické operace
ma dvé ¢asti. V prvni se fika, jak formuli vzniklou operaci dokazat a druha vy-
povidd o tom, co lze dokézat z formule vzniklé operaci. Podstata jednotlivych
pravidel je v symbolické formé shrnuta v tabulce 2, kterd bude pro ¢tenare, kte-
rému vyhovuje symbolicky zapis, pravdépodobné piehlednéjsi nez nejprve uva-
déné slovni vyjadreni.

Odvozovaci pravidla pro konjunkeci:

(a) Dukaz konjunkce: K dokdzdni konjunkce postacuje dokdzat oba jeji éleny;
podrobnéji: jestlize ze systému predpokladt J dokdzeme jak formuli A, tak
i formuli B, dokdZeme tim z pfedpokladi T rovnéz formuli A & B.

(b) Dukaz uzitim konjunkce: Z konjunkce vyvodime ktergkoli jeji ¢len; po-
drobnéji: jestlize z predpokladi I dokazeme formuli A & B, pak tim z pred-
pokladt J dokazeme jak formuli A, tak i formuli B.

Odvozovaci pravidla pro disjunkci:

(a) Dukaz disjunkce: K dokdzdni disjunkce staci dokdzat kterykoli jeji célen;
podrobnéji: dokazeme-li ze systému predpoklada J formuli A, dokdZeme tim
z predpoklada J také formuli A V B a dale dokazeme-li z predpoklada T
formuli B, dokadzeme tim z J také formuli AV B.

u9) Portrét je docela mozno dat do kterékoli skiinky, podle mista jeho uloZeni je viak nutno

ménit zadani. Schovate-li portrét do zlaté skiinky, sdélite napadnikim, Ze pfesné jeden
napis je nepravdivy; jestlize se rozhodnete portrét ulozit do stiibrné skiinky, je tfeba na-
padnikim oznamit, ze vSechny napisy jsou pravdivé; vlozite-li portrét do olovéné skrinky,
feknete napadnikim, ze zadny napis neni pravdivy.
u10) Jestlize cesta vede k mému cili, odpovi pravdomluvny ,ano“, avSak stejnou odpoveéd d4 i
1h&¥, nebot ekvivalence ,,Jste pravdomluvny, pravé kdyz tato cesta vede k mému cili?“ je
nepravdiva. Naproti tomu nevede-li cesta k mému cili, je odpovéd pravdomluvného ,ne*
a stejné odpovi znovu i 1har, protoze ekvivalence ,Jste pravdomluvny, pravé kdyz tato
cesta vede k mému cili?“ je tentokrat pravdiva.
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(b) Dukaz uzitim disjunkce: Vime-li, Ze neplati jeden clen platné disjunkce,
must platit jeji druhy clen; podrobnéji: jestlize ze systému predpoklada T
dokazeme formuli A V B a soucasné z predpokladi I dokdzeme formuli —.A,
pak tim z predpokladt I dokazeme také formuli B a dale dokdzeme-li z pred-
poklada J formuli AV B a soucasné dokazeme-li z tychz predpokladi formuli
—B, pak tim z pfedpokladt J dokaZeme rovnéz formuli A.

Odvozovaci pravidla pro ekvivalenci vyjadiuji, Ze ekvivalence md stejny
vyznam jako konjunkce dvou implikaci sestrojenych na zdakladé jejich cleni:

(a) Dukaz ekvivalence: Jestlize ze systému predpokladii I dokazeme jak for-
muli A — B, tak i formuli B — A, dokdZeme tim z predpokladi J rovnéz
formuli A = B.

(b) Dukaz uzitim ekvivalence: Dokdzeme-li ze systému predpokladt T for-
muli A = B, dokdzeme tim z tohoto systému predpokladt jak formuli A — B,
tak i formuli B — A.

Slibili jsme, Ze podstatu uvedenjch odvozovacich pravidel shrneme do ta-
bulky takové, ze slovni formulace pravidla a symbolickd formulace v tabulce bu-
dou sice vyjadieny ruzné, budou vsSak na sebe prevoditelné. Soucasti uvedeni
tabulky je komentujici poznamka, uvedend bezprostfedné za tlohou 11.

Operace Dtikaz operace (jeji zavedeni) Diukaz uzitim operace

Implikace AEFB— A A,A — B+ B (modus ponens)

Konjunkce ABFA&B A& BFA A& B+ B

Disjunkce |AFAV B BFAVA|AVB,-AFB AVB-BFA

Ekvivalence A—-B,B—-AFA=3 A=BFA—-B A=B+FB—A
Tabulka 2

Ukéazeme, ze slovni vyjadfeni pravidla zavadéjictho konjunkci je preveditelné na
formulaci pomoci symboli, kterd je v tabulce. Abychom vyvodili vyjadieni pravidla
v tabulce ze slovniho vyjadreni, zkoumejme systém predpokladi I sestavajici z vyroku A
a B. V tomto systému je zcela evidentné dokazatelné jak A, tak také B (dikazy vzniknou
prostym uzitim toho kterého ptredpokladu), takze podle slovni formulace je v tomto
systému dokazatelnd rovnéz formule A & B. Na druhé strané v systému piedpokladii
T, A,B je dokazatelnd formule A & B podle formulace v tabulce (pfipometime, Ze
v dtkazu nejsme povinni vyuzit vSechny predpoklady, procez nevyuziti predpokladi
z J riznych od A, B neni na zdvadu). Takze jestlize ze systému piedpokladi T je
dokazatelna jak formule A, tak i formule B, je z predpokladi J dokazatelnd formule
A & B podle principu ,,co je dokazatelné, lze pouzit pro dokazovani“.

Nyni je na fadé zkoumani pravidla uziti konjunkce. Pfechod od slovni formulace
k symbolické je zfejmy pti volbé systému predpokladd obsahujiciho jediny predpoklad
A & B. Naopak od symbolického vyjadreni prejdeme k slovnimu opét prostym uzitim
principu ,co je dokazatelné, lze pouzit pro dokazovani®.
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Uloha 11. Ukazte, e rovnéz slovni a symbolické vyjadieni odvozovacich pravidel
pro disjunkci a ekvivalenci vyjadfuji totéz.

Je potreba rovnéz zdlraznit, ze do predchozi tabulky jsme zaznamenali také
pravidla pro implikaci. Doufam, ze ¢tenar bude po precteni prvniho paragrafu
souhlasit, Ze nejvyznamnéjsim uzitim implikace je pravidlo modus ponens, takze
ho nepiekvapi vyplnéni okénka v pravém sloupecku timto pravidlem. Jako pravi-
dlo pro zavadéni implikace se obvykle voli dokazatelnost A - B — A. (Pro jistotu
predvedme, Ze uvedena dokazatelnost je zcela trividlnim dusledkem pravidel, jez
jsme pfijali v prvém paragrafu (viz také VP1): dikaz formule A ze systému pied-
pokladt A, B vznikne prostym sepsanim prvého predpokladu; na dokazatelnost
A, B A nésledné aplikujeme dikaz dedukei a ziskdme A - B — A.)

Jako posledni odvozovaci pravidla vyrokového poctu formulujme nyni dveé
specificka pravidla pro dodatecné operace — prvni pro ekvivalenci a druhé pro
disjunkci. Ted se omezime na jejich vysloveni, do patfi¢nych souvislosti je za-
sadime az v nésledujicich ¢astech paragrafu. Uvédomme si vSak uz ted, ze uzi-
te¢nost prvniho z nich jiz byla motivovana v predchozim paragrafu v souvislosti
s prikladem 13. Odvozovaci pravidlo zvané dikaz neutralni formuli, které jsme
formulovali a zkoumali taktéz v predchozim paragrafu, je specidlnim pripadem
druhého z uvadénych odvozovacich pravidel. Navic ivahu matematizovanou di-
kazem rozborem pfipadt jsme jiz uzili v ptfikladu 6 prvého paragrafu, kde jsme
slibovali podrobnéjsi rozbor v sou¢asném paragrafu; znovu tuto avahu pouzijeme
neforméalné za okamzik v zavéru prikladu 2.

Dukaz ekvivalenci.®) Nahrazenim édsti zadané formule formuli s ni ekvi-
valentni ziskame formuli ekvivalentni se zadanou formuli; podrobnéji: Necht for-
mule C je ¢asti zapisu formule A. Necht nahrazenim formule € formuli D v zépisu
formule A (vSude nebo jen nékde) vznikne formule B. Pak z pfedpokladu € = D
je dokazatelnd ekvivalence A = B, symbolicky € =D+ A = B.

Diikaz rozborem piipadt.”) To, co je dokazatelné jak z prond formule, tak
i ze druhé, je dokazatelné z disjunkce téchto formuli; podrobnéji: jestlize ze sys-
tému predpoklada J, A je dokazatelna formule C a soucasné ze systému predpo-
klad® T, B je rovnéz dokazatelna formule C, je ze systému predpokladi T, A V B
dokazatelna formule C.

* ok ok

u11) P§i srovnavani formulaci pravidel pro zavadéni disjunkce uvazujte nejprve jednak systém
predpokladti tvofeny jedinym piedpokladem A, a jednak systém tvofeny jedinym piedpo-
kladem B. Pro zd@ivodnéni obraceného vztahu obou vyjadieni vyuzijeme znovu pravidlo
principu ,co je dokazatelné, lze pouzit pro dokazovani®“. Zkoumame-li pravidla pro uziti
disjunkce je vhodné pro prvni z nich uvazit systém ptedpokladii tvoreny formulemi AV B
a —A a pro prokazani obraceného vztahu pouzit — jak jinak — princip ,,co je dokazatelné,
1ze pouzit pro dokazovani®.
6) Pfes podobnost nazvi jsou ,dtikaz ekvivalence®, ,dikaz uzitim ekvivalence* a ,dtkaz
ekvivalenci“ tfi od sebe rtznéa odvozovaci pravidla

™) Ve starsi literatufe byl princip nazyvan konstruktivni dilema.
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Priklad 1. Ctyfi cizokrajna zvifata ptijizdéji do ceskych zoo. Vime:
(1) Zebra mifi do Dvora Krélové, pravé kdyz zirafa nejede do Olomouce.
(2) Na velblouda se tési v Brné nebo Praze.
(3) Smeéfuje-li antilopa do Dvora Kréalové, nejede zebra do Brna.
(

4) Antilopé nechystaji ubytovani v Olomouci.

Zjistéme, jaké zvite se chystaji pfivitat jednotliva zoo.

Nejprve si uvédomme, zZe zebra nemize jet do Olomouce. Kdyby tomu tak
bylo, nesméfovala by do Dvora Kralové, takze by musela jet zirafa do Olomouce
(uzitim ekvivalence (1) dostaneme implikaci ,Kdyz Zirafa nejede do Olomouce,
miii zebra do Dvora Kralové.“ neboli podle zdkona transpozice ,,Nemiri-li zebra
do Dvora Kralové, jede zirafa do Olomouce.*, nakonec pouzijeme modus ponens).
Je vS8ak vyloucéeno, aby dvé zvitata jela do stejného mista.

Avsak do Olomouce nejede ani velbloud podle (2) (uziti disjunkce), ani an-
tilopa (4), takZe tam jede zirafa.

Naésledné zebra nemifi do Dvora Krélové (uzitim ekvivalence (1) dostaneme
implikaci ,,Kdyz mifi zebra do Dvora Kralové, nejede zirafa do Olomouce.“ neboli
»Jede-li zirafa do Olomouce, nemifi zebra do Dvora Kréalové.“, staci tedy uzit
modus ponens). Do Dvora Krélové nemize ani velbloud (2), smi tam jet pouze
antilopa. Prosté uziti modus ponens na pozadavek (3) pfinese zjisténi, ze zebra
nesméiuje do Brna.

Zjistili jsme, ze jediné mozné rozmisténi zvitat je: zirafa Olomouc, antilopa
Dvir Kralové, velbloud Brno a zebra Praha a toto rozmisténi vyhovuje vSem
nasim pozadavkam.

Piiklad 2. O tfech studentkach (Jana, Eva a Marie), z nichz kazda ma rada
jiny pfedmét (matematiku, angli¢tinu a déjepis) a méa jinou barvu vlasi (¢ernou,
hnédou a svétlou) vime:

(1) Marie ma rada déjepis nebo je svétlovlaskou.

(2) Nemiluje-li Eva matematiku, nema hnédé vlasy.

(3) Jana neméa v oblibé angli¢tinu a neni éernovlasa.

(4) Dava-li svétlovlaska pfednost angli¢ting, ma Marie hnédé vlasy.

Chceme se dovédét, jak se jmenuje Cernovlaska a jaky predmét ma nejradéji.
Tytéz poznatky bychom radi ziskali i o svétlovlasce.

Nejprve vyjdéme z piedpokladu, ze Marie ma rada déjepis (prvy disjunkt
pfedpokladu (1)). Pak musi mit Jana rada matematiku (3) [snad zbyte¢né po-
drobné: uzijeme konjunkci ,,Jana nemé v oblibé angli¢tinu.* & ,,Jana nema ¢erné
vlasy.“ a vyvodime ,Jana nemd v oblibé angli¢tinu.“]. Kdyby Eva (o které jiz
vime, Ze mé rada angli¢tinu) méla svétlé vlasy, méla by Marie hnédé vlasy (4)
[modus ponens| a Jana by byla ¢ernovlasa, coz je vylouceno (3) [zase uziti kon-
junkce|, takze Eva neni svétlovlaskou. Protoze Eva nemiluje matematiku, nema
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hnédé vlasy (2) [modus ponens|. Takze shriime, ze Eva ma v oblibé angli¢tinu
a ma Cerné vlasy.

Jako druhou moznost zkoumejme, ze Marie ma svétlé vlasy (druhy disjunkt
prvého predpokladu). Protoze ptipad, ze Marie ma rada déjepis, jiz byl probran
v predchozim odstavci, predpokladejme navic, ze ma rada jiny predmét. Kdyby
preferovala angli¢tinu, méla by hnédé vlasy (4) [modus ponens|, coz je vylouceno,
protoze nasSe studentky maji na celé hlavé vlasy stejné barvy. Takze za vyslove-
nych predpoklad méa Marie v oblibé matematiku a nadto ma svétlé vlasy. Jana
mé hnédé vlasy (3) [uziti konjunkce]; protoze nepreferuje angli¢tinu (3) [uziti
konjunkce], musi mit v oblibé dé&jepis. Pro¢ez Eva ma rada angli¢tinu a mé ¢erné
vlasy.

Dukaz rozborem piipadii ndm na zakladé tvrzeni (1) zaruéi, ze ¢ernovlaskou
je Eva, ktera miluje anglic¢tinu.

Informace o studentkach vsak nestaci k rozhodnuti, zda se svétlovlaska jme-
nuje Marie nebo Eva ani zda mé rada angli¢tinu nebo déjepis. Podminkam (1)—(4)
vyhovuji totiz tii feSeni:

a) Eva ma rdda angli¢tinu a ma ¢erné vlasy, Jana miluje matematiku a ma
hnédé vlasy a Marie dava prednost déjepisu a je svétlovlaskou.

b) Eva m4 rada angli¢tinu a mé ¢erné vlasy, Jana miluje matematiku a je svét-
lovlaskou a Marie déva prednost déjepisu a ma hnédé vlasy.

c¢) Eva ma rada angli¢tinu a mé éerné vlasy, Jana miluje déjepis a mé hnédé
vlasy a Marie dava prednost matematice a je svétlovlaskou.

Uloha 12. O jinjch t¥ech studentkéch, z nichZ opét kazda ma rada jiny pred-
meét a ma jinou barvu vlasi podle predchoziho prikladu, vime nyni navic, Ze
i jejich oblibené kvétiny se lisi, a jsou to rize, kopretiny a slunecnice. O této
trojici studentek uvedme nékteré informace:

(1) Nedéava-li ¢ernovlaska prednost kopretindm, méa matematicka hnédé vlasy.
(2) Eva méa rada matematiku, pravé kdyz milovnice ruzi je svétlovlasa.

(3) Eva ma v oblibé déjepis nebo ma hnédé vlasy.

(4) Jana neni ¢ernovlaskou ani nema v oblibé slunecnice.

(5) Nejmenuje-li se milovnice dé&jepisu Marie, mé hnédé vlasy.

Jsou tyto informace dostatecné, abychom urcili jak se jmenuje svétlovlaska a ktery
predmét a kvétiny ma nejradéji? Podafi se vam urcit i vlastnosti ¢ernovlasky?

u12) ptedpokladejme, 7e Eva miluje dé&jepis. Pak mé hné&dé vlasy (5). Jana ma svétlé viasy (4)
a nemd rada slunecnice (4) ani rtze (2). Takze musi mit v oblibé kopretiny; protoze je
svétlovlaskou, mé vlasy hnédé matematicka (1) a nikoli milovnice déjepisu, jak znél nas
predpoklad. Procez Eva nemtze milovat déjepis.

Eva m4 tudiz hnédé vlasy (3) a nasledné ma Jana vlasy svétlé (4) a Marie je ¢ernovlds-
kou. Podle (5) nemuze mit Jana rdda dé&jepis, v disledku pfedchoziho odstavce ho ma
rdda Marie. Kdyby byla Jana matematickou, neddvala by pfednost ani rtizim (2) ani slu-
necnicim (4), musela by milovat kopretiny. AvSak pak by musela mit matematicka Jana
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Uloha 13. Zméhme prvni implikaci piedchozi tlohy na ekvivalenci, tzn. na-
hradme podminku (1) podminkou

(1) Cernovlaska nedava prednost kopretindm, pravé kdyz ma matematicka hnédé
vlasy.
Urcuji pozménéné podminky jednoznacné feseni?

Uloha 14. O &tytech fotbalistech riiznych jmen (Karel, Vaclav, Milan, Jifi),
hrajicich na riznych postech (brankéf, obrance, zaloznik a Gtoé¢nik), hrajicich za
ruzné kluby (Sparta, Slavia, Banik, Liberec) a majicich auta rtznych barev (bilé,
bézové, ¢ervené, modré) jsme se dovédéli:

(1) Jiff je obrancem nebo ma ¢ervené auto

(2) Zaloznik se nejmenuje ani Karel ani Milan.

(3) Obrance se nejmenuje Milan.

(4) Je-li Milan ato¢nikem, je Karel zaloznikem.

(5) Utoénik mé bézové auto a brankaf nema bilé auto.
(6) Milan hraje za Banik nebo ma bézové auto.

(7) Utoénik neni ze Slavie ani Sparty.

(8) Karel neni Slavistou a neméa bézové auto.

U kazdého z nasich fotbalisti urcete jeho post, jeho pfislusnost ke klubu a barvu
jeho auta.
* %k

hnédé vlasy (1), coz nase predpoklady vylu¢uji. Matematice proto musi davat prednost
Eva a nésledné Jana miluje raze (2).
Ukézali jsme, Ze svétlovldska se jmenuje Jana a je milovnici angli¢tiny a rézi. Cerno-
vlaska se jmenuje Marie a ma rada déjepis. O jeji lasce ke kvétinam jsme nerozhodli a ani
rozhodnout nemtzeme, nebot zadani vyhovuji dvé Feseni:
(1) Jana, angli¢tina, svétlé, ruze; Eva, matematika, hnédé, kopretiny, Marie, déjepis, ¢erné,
slunec¢nice
(2) Jana, angli¢tina, svétlé, rize; Eva, matematika, hnédé, slunecnice, Marie, dé&jepis,
cerné, kopretiny.
ul3) Ano; cernovlaska miluje sluneénice; pfidand implikace vylucuje feseni uvedené v feSeni
predchozi tlohy jako druhé.
u14) Karel neni zaloznikem (2), takze Milan neni ttoénikem (4). Nadto Milan neni ani obran-
cem (3) ani zaloznikem (2), procez je Milan brankafem.
Karel neni Gtoénikem (5) a (8), avSak Gtoénikem neni ani Jifi (1), (5) a ani brankaf Milan,
procez utoénikem musi byt Véaclav. O Karlovi vime, Ze neni Gto¢nikem, avsak podle (2)
neni ani zaloznikem, a musi tedy byt obrancem. Nasledné je Jifi zaloznikem.
Utoénik Vaclav méa bézové auto (5), nemd tedy bilé. Bilé auto véak nemd ani Jiti, ktery
musi mit auto ¢ervené (1) ani brankaf Milan (5); proc¢ez ho musi vlastnit Karel.
Slavistou neni ani ato¢nik Véclav (7) ani Karel (8). Avsak dokonce jim neni ani Milan, coz
nahlédneme na zakladé (6) a faktu, ze bézové auto patii utocniku Véaclavovi (5). Slavistou
je tedy Jiff a Milan hraje za Banik. Utoénik Vaclav neni ani Slavistou ani Spartanem (7),
tudiz musi byt z Liberce. Nasledné je Karel ze Sparty.
Z&loznik Jifi musi mit ¢ervené auto (1), takze Milan ma modré.
Reseni: brankai Milan, Banik, modré; obrance Karel, Sparta, bilé; zaloznik Jifi, Slavia,
Cervené.
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Autor na tomto misté odolava obrovskému pokuSeni napsat seznam deseti
poc¢tu. Domniva se totiz, ze jsme si ukdzali metody, jak formule ve vyrokovém
poc¢tu dokazovat, a doufa, ze si ¢tenar v pripadé potieby tu kterou formuli do-
kaze sam. Takze tato ¢ast nebude vénovana zadnému seznamu, ale zaméiime se
jen na t¥i konkrétni pfipady: na reformulace formule p — p (kterdzto formule
byla dokézdna v prvnim paragrafu), na pfedvedeni uziti odvozovacich pravidel
popsanych v tomto paragrafu v logice samé (jejich uziti na neformalizovanych
prikladech jsme se snazili predvést v predchozi ¢asti) a na prokazani de Morga-
novych pravidel.

V ramci prvnich dvou bodt ukaZeme zejména zdkon vylouceného tietiho
a zdkon vylouceni sporu a dale formule (iii) a (iv), kterézto zakony ovliviiovaly
(evropsky) pohled na svét a mysleni nejen v logice samé, avsak skrze ni i v dalsich
oblastech, napf. ve filozofii.

V predchozim paragrafu jsme dokazali ve vyrokovém poctu dvé implikace
tykajici se dvojité negace. Byla to jednak implikace p — ——p a jednak k ni
obracena implikace ——p — p. Pfi uziti operace ekvivalence muZzeme nyni obé
uvedené implikace vyjadrit jedinou formuli, a to formuli p = ——p, ktera se nazyva
zakonem dvojité negace; tento princip lze pfipsat jiz megarsko-stoické gkole.

Uvédomme si, ze jako dlsledek dtikazu ekvivalenci a zdkona dvojité negace
muzeme v jakékoli formuli na libovolném misté zameénit formuli A formuli -—A
nebo naopak formuli =—A formuli A a dostaneme formuli, jejiz ekvivalence s for-
muli puvodni je dokazatelna ve vyrokovém poctu.

Formule

(4) pV-p
je podle algoritmu na prevadéni formuli s dodateénymi operacemi na formule
obsahujici pouze implikace a negace prevoditelna®) na formuli —p — —p, a ta je
dokazatelnd ve vyrokovém poctu (dokazatelnost p — p viz §1; déle uzijte dukaz
nahrazenim). TakZe formule (i) je ve vyrokovém poc¢tu dokazatelna a je znama
pod jménem zakon vylouceného tietiho (tertium non datur); jako velmi dile-
Zity princip byl rozpoznan jiz v antice (velice ho zdurazioval napti. Chrysippos
ze Soloi). Vyznam formule (i) by mél byt ¢tenafi zcela jasny: vzdy plati tvrzeni
nebo jeho negace (napi. prsi nebo neprsi) — tfeti moznost neexistuje.

V posledni kapitole popiseme ptistup intuicionistické logiky, ktery znemoz-
nuje zastanctim tohoto pohledu automaticky piijimat zdkon vylouceného tietiho.

Formule
(i) -(p & —p),

8) Disjunkci p V g prepisujeme pomoci formule —p — q.
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je vyjadfena® bez konjunkce formuli =[-(p — —==p)], tj. formuli'® p — p. Takze
formule (i7) je dokazatelna ve vyrokovém poctu a je nazyvana zédkon vylouceni
sporu (kontradikce). Tento princip se vyskytuje jiz u Aristotela. Mélo by byt
opét zcela jasné, ze soucasnd platnost tvrzeni a jeho negace (napf. prsi a soucasné
neprsi) je vyloucena — predstavuje spor.

Vyse jsme uvedli, Ze dikaz neutralni formuli je specidlnim (avSak nejuzi-
vanéjsim) pfipadem rozboru piipadi. To je zcela evidentni, staci se podivat na
tvar dikazu neutralni formuli a uvédomit si dokazatelnost formule (i) a pravidlo
,dokazané lze pouzit k dokazovani“.

Naproti tomu je tfeba zduraznit, ze dukaz neutralni formuli nepokryva vse-
chna uziti dikazu rozborem pripadi. Zcela jednoduchym protipfikladem je uziti
rozboru pripadd pfi feseni prikladu 2 tohoto paragrafu; zkoumané disjunkty
v prvnim pfedpokladu ptikladu nejsou vytvafeny formuli a jeji negaci.

*

Nasledujici tti priklady a dvé tlohy snad v dostatecné mife predvedou uziti
odvozovacich pravidel formulovanych v tomto paragrafu pro dokazovani formuli
vytvorenych s pomoci dodateénych logickych operaci.

Priklad 3. Ukazme dokazatelnost komutativity disjunkce ve vyrokovém po-
¢tu (bez pouziti sémantickych metod, tj. bez tabulek pravdivostnich hodnot), tzn.
prokazme

FPVva)=(qVvp).

Podle odvozovaciho pravidla dikaz uzitim disjunkce ukazeme dokazatelnost
(pV q),—p F q. Nasledné z tychz pfedpokladi je dokazatelna formule g V p podle
prveho pravidla dikaz disjunkce a podle principu ,,dokazané lze pouzit k dokazo-
vani“. Soucasné z predpokladii (p V q), p je dokazatelna formule q V p podle dru-
hého pravidla dikaz disjunkce. Z obou systému pfedpokladii jsme dokéazali formuli
qVp a pouzivajice dukaz neutralni formuli ziskdme dokazatelnost (pVq) - (qVp).
Uzivajice nasledné dikaz dedukei dostaneme - (p vV q) — (q V p).

Zcela analogicky prokazeme i dokazatelnost obracené implikace a na zaveér
pouzijeme odvozovaci pravidlo diikaz ekvivalence.

Uloha 15. Bez uziti sémantiky ukazte dokazatelnost komutativity konjunkce,
tj. ukazte - (p & q) = (q & p). (Uloha je jednodussi nez piedchozi piiklad, neni
tieba aplikovat dikaz neutralni formuli.)

9) Konjunkci p & q prepisujeme pomoci formule -(p — —q).
10) Zakon dvojité negace jiz hodlame v dalsim textu vyuzivat zcela volné a ¢asto bez pii-
pominani.
ul5) 7 predpokladu p & q dokédzeme jak p, tak také q. V tomto okamziku nezilezi na po-
fadi formuli, jedna kazda je dokazatelnd z naseho predpokladu. Uzitim pravidla dikaz
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Priklad 4. Jako dal$i pfiklad na odvozovaci pravidla pro konjunkci doké-
zeme ve vyrokovém poctu formuli [p — (q — 1)] = [(p & q) — 1], kterd se nékdy
nazyvé zakon sluéovani premis.

Z predpokladd (p & q) — 1, p,q prokdZeme uZitim pravidla dikaz konjunkce
dokazatelnost formule p & q z naSich predpokladi; nasledné aplikace modu ponens
ukazuje dokazatelnost r ze zvolenych predpokladd. Trojnasobné uziti diitkazu dedukci
pfinese zadanou dokazatelnost - [(p & q) — 1] — [p — (g — 1)].

Abychom ve vyrokovém poc¢tu dokézali také obracenou implikaci, pracujme v sys-
tému pfedpokladi p — (q — 1),p & q. Podle dikazu uZitim konjunkce je z téchto
predpokladi dokazatelny jak vyrok p, tak také vyrok q. Nyni stac¢i pouzit dvojnasobné
pravidla modus ponens na formuli p — (q — 1) a ukdZeme dokazatelnost vyroku r
z uvedenych predpokladt. Nikoho jisté nepiekvapi, Ze dvojnasobnym uzitim dikazu
dedukci obdrzime potfebnou dokazatelnost formule [p — (q — 1)] — [(p & q) — 7]
ve vyrokovém poctu.

Na zavér pouzijeme pravidlo diikaz ekvivalence.

Predchozi priklad ukazuje, jak si muZzeme zprehlednovat vicenasobné impli-

kace, protoze uvazovat jedinou implikaci s antecedentem jakkoli dlouhé konjunkce
je prirozenéjsi nez uvazovat mnohonasobné opakovanou implikaci.

Priiklad 5. Jestlize v zdkonu Dunse Scota nahradime proménnou p formuli
—p, ziskdme formuli -—p — (=p — q). Aplikaci vysledku pfikladu 4 obdrzime
dokazatelnost - (=—p & —p) — q. Po nahrazeni dvojité negace ziskdme dokaza-
telnost formule
(i47) (p&-p)—q
ve vyrokovém poc¢tu. O antecedentu implikace (iii) vime, Ze jeho negace je do-
kazatelnéd ve vyrokovém poctu, takze antecedent predstavuje ,nemozné“. Nepie-
kvapi proto, Ze princip formalizovany formuli (i4i) byl ve stfedovéku znam'®) jako
»Z nemozného plyne cokoli.”

Uloha 16. Vhodnym nahrazenim (obou) proménnych v zdkonu Dunse Scota
dokazte ve vyrokovém poctu formuli
(iv) q— =(p & —p).

Konsekvent implikace (iv) je dokazatelny ve vyrokovém poctu a proto pied-
stavuje ,nutné“. Pro zapamatovani principu formalizovaného formuli (iv) pouzi-

vali ve stfedovéku® | Nutné plyne z &ehokoli.
*

konjunkce (a ,,dokézané je mozno pouzit k dokazovani“) dostaneme p & q + q & p, di-
kaz dedukci tudiz zajisti - (p & q) — (g & p). Naprosto stejnou tvahou dokézeme ve
vyrokovém poctu i obracenou implikaci a na zavér pouzijeme pravidlo diikaz ekvivalence.
11) Ve scholastické logice vyjadiovano jako ,Ex impossibili sequitur quodlibet.*.
u16) Nahradime-li v zdkonu Dunse Scota proménnou p formuli =p a proménnou q formuli —q
a uzijeme-li zdkon slu¢ovani premis, ziskame formuli (-—p & —p) — —q. Aplikujeme-li
axiom VP3 a vynechdme-li sou¢asné dvojitou negaci, obdrzime q — —(p & —p).
12) P#i tehdy bézném pouziti latiny bylo uzivano ,Necessarium sequitur ad quodlibet..
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Nasledujici formule popisuji vztah mezi konjunkei a disjunkei (prvni vyja-
diuje ,jak negovat konjunkci“ a druhé , jak negovat disjunkci®) a jsou nazyvany
de Morganova pravidla. Vztahy byly znamy jiz dfive (Arnold Geulincx 1662),
v devatenactém stoleti byly znovu objeveny de Morganem.

(v) -(A & B) = (-AV —B),
(vi) -(AV B) = (-A & —B).

Priklad 6. Dokazme formuli (v).

Formuli —(A & B) piepiseme® pomoci implikace na formuli =[-~(A — =B)],
tj. na formuli A — —B. Druhy ¢len ekvivalence (v), tj. formuli (-A VvV =B),
vyjadiime® pomoci formule ——A — —B, tzn. (pii uziti zidkona dvojité negace)
na formuli A — —B. Formule na obou stranach ekvivalence jsou reformulovany
touz formuli, proc¢ez neni co dale dokazovat (v prvnim paragrafu jsme ukézali
dokazatelnost formule p — p ve vyrokovém poctu).

Uloha 17. Dokazte formuli (vi).

Pokud na formuli —(p & —p) aplikujeme de Morganovo pravidlo, dostaneme
formuli —=p V p a po uziti komutativity disjunkce formuli p V =p. Formule (iv) se
proto ¢asto reformuluje (pfi uziti diikazu ekvivalenci) do tvaru

(') q—(pV-p)
k kok

Uvazujme tfi vyrokové proménné pi,p2,ps (zobecnéni na jiny pocet pro-
ménnych si ¢tendf jisté provede sam). I kdyz pfipoustime jen t¥i proménné, vy-
tvofime z nich postupné rekurzi nekoneéné mnoho formuli (mtZzeme bez omezeni
napr. negovat, takze formule od sebe rtizné predstavuji mj. zapisy p1, ~p1, " P1,
—=——Pp1,... — to, ze ekvivalence mnohych téchto formuli je dokazatelna ve vy-
rokovém poétu, souvisi az s dalsim vykladem). Z hlediska sémantiky vsak kazdé
formuli sestrojené pomoci pouhych t¥i vyrokovych proménnych je prifazena ta-
bulka pravdivostnich hodnot s osmi fadky. Takovychto tabulek je tolik, kolik je
zobrazeni z osmiprvkové mnoziny do dvouprvkové mnoziny hodnot {0,1}, tedy
28 = 256. Takze miize byt nejvyse 256 formuli se tfemi proménnymi, jejichz
tabulky pravdivostnich hodnot se lisi vice nez pouhym zahlavim. (Pro n promén-
nych bude sémanticky raznych formuli 2(2"), coz pro trochu vétsi n bude jiz velky
pocet, avsak stéle kone¢ny.)

v17) Formuli (A V B) prepiseme formuli ~(=A — B) a druhy ¢len ekvivalence (vi) vyjad-
fime pomoci —(—~A — ——B). Abychom nahlédli ekvivalenci obou formuli, sta¢i uzit zdkon
dvojité negace a dikaz ekvivalenci.
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Ke kazdé formuli vyrokového poctu musi tedy existovat formule pomérné
jednoduchého tvaru, jejiz tabulka pravdivostnich hodnot se lisi od tabulky prav-
divostnich hodnot ptuvodni formule pouze zahlavim. Konstrukce takovéto jedno-
duché formule neni prilis slozita a v nasledujicich fadcich si ukdzeme dvé metody
sestrojeni jednoduchého tvaru formule. Uvédomme si, ze pfi zadaném poctu vy-
rokovych proménnych umozni nasledujici tivahy navic pfedem odhadnout, kolik
symbolu je zapotiebi, aby ke kazZdé formuli s danym pocétem vyrokovych pro-
ménnych existovala formule s maximalné timto poctem symbold a s tabulkou
pravdivostnich hodnot liSici se od tabulky pravdivostnich hodnot ptvodné za-
dané formule jenom zéhlavim.

Pro kazdé ohodnoceni v proménnych pi,ps,ps definujme formuli X, ja-
kozto konjunkci, jejimiz konjunkty jsou vsechny proménné hodnocené hodnotou 1
a vSechny negace proménnych, které jsou hodnoceny hodnotou 0. Naptiklad pro
ohodnoceni u nabyvajici hodnotu 1 pro proménné p1,ps, a jen pro né, je K,
formuli p; & —ps & p3 a pro ohodnoceni w nabyvajici na vSech proménnych
hodnotu 0, je formule Ky, formuli —p; & —p2 & —p3.

Uloha 18. Ukaizte, ze formule X, nabjva pravdivostni hodnoty 1 pro ohod-
noceni v a pro zadné jiné.

Uvazujme nyni libovolnou formuli A (v niz se vyskytuji pfesné t¥i proménné
P1,P2,P3), kterd alespoii pro jedno ohodnoceni svych proménnych nabyva hod-
notu 1 (tj. kterd neni kontradikei). Utvoime formuli B jako disjunkci vSech for-
muli K, pro ta ohodnoceni v, ve kterych formule A nabyva hodnoty 1 (alespon
jedno takovéto ohodnoceni existuje, pro¢ez systém disjunkti je neprazdny). Je-li
A kontradikci, definujeme B jako formuli

(P1 &2 &3 & 1)V (p1 &2 &ps & —p2) V (p1 & p2 & p3 & —p3).

Disjunkce je hodnocena jako pravdiva, pravé kdyz alespon jeden disjunkt nabyva
hodnoty 1, takze tabulka pravdivostnich hodnot formule B se lisi od tabulky
pravdivostnich hodnot formule A jenom zahlavim. Takto sestrojena formule B se
nazyva uplny normalni disjunktivni tvar formule A. (Uvédomte si, ze v kaz-
dém disjunktu plného normalniho disjunktivniho tvaru formule A se vyskytuji
tytéz vyrokové proménné jako ve formuli A; nadto jestlize A neni kontradikei,
nevyskytuji se v sestrojenych disjunktech soucasné vyrokova proménna a jeji ne-
gace.)

Ukazali jsme, ze kazdou formuli lze psat jako disjunkci konjunkei vyrokovych
proménnych a jejich negaci. AvSak kazdou formuli je mozno také psat ve tvaru,

u18) Pro uvazované ohodnoceni je pravdivostni hodnotou 1 ochodnocen kazdy konjunkt formule
Ky a pro kazdé jiné ohodnoceni existuje alespon jeden konjunkt formule XKy, ktery je
ohodnocen pravdivostni hodnotou 0. Konjunkce je hodnocena jako pravdiva pravé tehdy,
jsou-li vSechny jeji konjunkty hodnoceny jako pravdivé.
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kde se role konjunkci a disjunkci zaméni, tzn. jako konjunkci disjunkci vyrokovych
proménnych a jejich negaci. Toto vyjadfeni budeme nazyvat aplnym normal-
nim konjunktivnim tvarem formule A. P¥i konstrukci slibené formule, které
si ted predvedeme, budeme mirné modifikovat predchozi postup.

Pro kazdé ohodnoceni v proménnych pi,ps,ps definujme formuli D, ja-
kozto disjunkci, jejimiz disjunkty jsou vSechny proménné hodnocené hodnotou 0
a vSechny negace téch proménnych, které jsou hodnoceny hodnotou 1. Naptiklad
pro ohodnoceni u nabyvajici hodnotu 1 presné pro proménné p1,p3 je Dy, formuli
—p1 VP2 V —ps a pro ohodnoceni w nabyvajici na vSech proménnjch hodnotu 0,
je formule D, formuli p; V ps V ps.

Uloha 19. Ukazte, ze formule D, nabjva pravdivostni hodnoty 0 pro ohod-
noceni v a zadné jiné.

Uvazujme nyni znovu libovolnou formuli A (v niz se vyskytuji pravé vyrokové
proménné pi,Pa,P3), kterd vSak tentokrat alesponn pro jedno ohodnoceni svych
proménnych nabyva hodnotu 0 (tj. kterd neni tautologii). Utvorme formuli € jako
konjunkci vsech formuli D, pro ta ohodnoceni v, ve kterych formule A nabyva
hodnoty 0 (alespon jedno takovéto ohodnoceni existuje, pro¢ez systém konjunktt
je neprazdny). Je-li A tautologii, definujeme € jako formuli

(P1VP2VP3V—p1) & (p1Vp2Vp3V-p2) & (p1Vp2VpsV-ps).

Konjunkce je hodnocena jako pravdiva, pravé kdyz vSechny konjunkty nabyvaji
hodnoty 1, takze tabulka pravdivostnich hodnot formule € se lisi od tabulky
pravdivostnich hodnot formule A pouze zahlavim. (Uvédomte si, ze v kazdém
konjunktu uplného normélniho konjunktivniho tvaru formule A se vyskytuji tytéz
vyrokové proménné jako ve formuli A; nadto jestlize A neni tautologii, nevyskytuji
se v sestrojenych konjunktech souc¢asné vyrokova proménna a jeji negace.)

Priklad 7. Sestrojme tplny normélni disjunktivni i konjunktivni tvar for-
mule (obsahujici pfesné dvé vyrokové proménné p, q)

—[=q— (p— )]V (-p & —=q).

Formule je pravdivd pravé pro ohodnoceni nabyvajici 0 pro obé proménné
nebo nabyvajici 1 pro p a soucasné 0 pro (, takze tplny normalni disjunktivni
tvar zkoumané formule je (—p & —q) V (p & —q). Formule je nepravdivd presné
pro ohodnoceni nabyvajici 0 pro p a soucasné 1 pro g nebo nabyvajici 1 pro obé
proménné, procez jeji uplny normalni konjunktivni tvar je (p vV —q) & (—p V —q).

u19) Pro uvazované ohodnoceni je pravdivostni hodnotou 0 ohodnocen kazdy disjunkt formule
Dy a pro kazdé jiné ohodnoceni existuje alespon jeden disjunkt formule Dy, ktery je
ohodnocen pravdivostni hodnotou 1. Disjunkce je hodnocena jako pravdiva pravé tehdy,
je-li alespon jeden jeji disjunkt hodnocen jako pravdivy.
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Uloha 20. Najdéte tplny normalni disjunktivni i konjunktivni tvar formule
(P=a)&(pVa)

Uloha 21. Uréete tplny normalni disjunktivni i konjunktivni tvar formule

(p&—q)—(pVva).

Uloha 22. Sestrojte tiplny normalni disjunktivni i konjunktivni tvar formule
[(P—=a)&(r—a)Vip=q) =]

Aplikace. Jisté si umite predstavit fadu situaci, kdy je vhodné, aby né&jaké
zafizeni hlasilo, ze jakési skutecnost nastala (napf. vysledek hlasovani, signalizace
poruchy, atd.). Skute¢nost, o kterou jde, nemusi byt popséna jednoduse (pii hla-
sovani se mohou hlasy pocitat s riiznou vahou, jednim ze znaki poruchy mutize byt
napf. souhlasnad hodnota na dvou ¢idlech, atd.). Ptejme se proto obecné, zda ke
kazdé formuli vyrokového poctu umime sestrojit elektricky obvod majici presné
tolik relé, kolik je proménnych ve vyrokové formuli a takovy, Zze zarizenim pro-
chazi proud (a nasledné se rozsviti zarovka nebo zazni zvonek apod.), pravé kdyz
je formule pravdiva. Kazdé relé mize ovladat nékolik zapinacich a vypinacich
kontakti a nastavit je vSechny najednou. Pro jednoduchost vyjadfovani budeme
nadéle misto ,relé odpovidajici vyrokové proménné p;“ fikat prosté ,relé p;“.
Proud prochazejici relé p; nastavuje zapinaci kontakty ovladané timto relé tak,
aby proud kontakty prochézel a nastavuje vypinaci kontakty ovladané timto relé
tak, aby jimi proud neprochéazel. Priichod proudu relé p; bude odpovidat tomu,
ze vyrokova proménné p; nabyvé pravdivostni hodnotu 1.

7 predchoziho vime, Ze tabulka pravdivostnich hodnot tplného normalniho
disjunktivniho (resp. konjunktivniho) tvaru uvazované formule se od tabulky
pravdivostnich hodnot samotné uvazované formule 1isi pouze zédhlavim. Mizeme
tedy Fesit popsany problém pouze pro formule v ipIlném normalnim disjunktivnim
(resp. konjunktivnim) tvaru.

u20) Formule nabyva pravdivostni hodnotu 1 pouze pro ohodnoceni obou proménnych hodno-
tou 1. Uplny normalni disjunktivni tvar zkoumané formule je tudiz p & g, iplny normalni
konjunktivni tvar je (-pV q) & (pV —q) & (p V q).

Zkoumana formule je tautologii, a proto jeji tplné normalni tvary jsou disjunktivni:
(P& =q) V(P& q) V (p & —q) V (p & q) a konjunktivni: (pV qV —p) & (pV qV =q).
Formule nabyva pravdivostni hodnoty 0 pro jediné ohodnoceni: p pravdivy, q nepravdivy
a 1 pravdivy. Uplny normélni disjunktivni tvar formule:

u21)

u22)

(P& —q&—7) V (-p&—q&T) V (-p& q& 1) V (-p& q& 1)V
V(p&—q& 1)V (p&q&—1) V (p& q& 1);

uplny normalni konjunktivni tvar formule: =pV q Vv —r.
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Bud v ohodnoceni proménnych pq, K, K,
P2, Ps (opét ponechame ¢tenéfi reformu-
laci pro poéet proménnych odlisny od t1).
Ke konjunkci X, pfifadme elektricky ob- - -\- - - - - - -
vod, ktery je sériovym zapojenim t¥i kon-
taktl (z nichz kazdy je zapinaci nebo vy-

pinaci), a to takovych, #e proménné p; ([ - E::l Pa

je prifazen zapinaci kontakt pfesné kdyz
v(p;) = 1 (neboli je pfifazen vypinaci
kontakt, pravé kdyz v(p;) = 0). Na di-
agramu 1 jsou znazornény obvody pii-
slusné po fadé konjunkcim X, a Ky pro
ohodnoceni u1 nabyvajici hodnoty 1 presné
pro proménné p; a ps a pro ohodnoceni w nabyvajici pro vSechny proménné hod-
noty 0.

Diagram 1

Obvodem prifazenym konjunkci K, protékd proud, pravé kdyz prochézi
proud pfesné témi relé p;, pro které v(p;) = 1. V takovém piipadé jsou totiz
vSechny zapinaci kontakty obvodu K, zapnuty a Zaddny z vypinacich kontakt
neni rozepnut. Pii pritoku proudu podle jiného ohodnoceni proménnych neni
alespon jeden ze zapinacich kontaktd zapnut nebo je alespon jeden z vypinacich
kontakti rozepnut.

K formuli A, ktera neni kontradikci a je v iplném norméalnim disjunktivnim
tvaru, uvazme zafizeni, které paralelné zapojuje obvody odpovidajici formulim
Xy pro vSechna v, pro néz formule A nabyva hodnotu 1. Takto vzniklym za-
fizenim prochdzi proud, pravé kdyz relé jsou nastaveny podle nékterého z téch
ohodnoceni v, pro néz v(A) = 1. Pokud je zadané formule kontradikci, realizuje
nase pozadavky ,zafizeni“ které nespojuje nic (proud nemé prochézet nikdy, ne-
bot formule neni nikdy pravdiva).

K disjunkci D, pfifadme Dy, Dy,
obvod, ktery je paralelnim za- l
pojenim t¥i kontaktt (z nichz |
kazdy je zapinaci nebo vypi- T /777 i X‘ I i P1

naci), a to takovych, ze pro-

meénné p; je prifazen zapinaci -4 _\ SR U - _\_ - - _|:::| P2

kontakt presné kdyz v(p;) =0
(neboli je pfifazen vypinaci

kontakt, pravé kdyz v(p;) = 1). o _Zf I l\_ -
Na diagramu 2 jsou znézornény T
obvody prislusné po radé dis-

junkcim Dy, a Dy pro ohod- Diagram 2
noceni u nabyvajici hodnoty 1
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pfesné pro proménné p; a p3 a pro ohodnoceni w nabyvajici pro vSechny pro-
ménné hodnoty 0.

Obvodem prifazenym disjunkci D, neprotékd proud, pravé kdyz prochézi
proud pfesné témi relé p;, pro které v(p;) = 1. V takovém piipadé neni totiz
zadny ze zapinacich kontaktti obvodu D, zapnut a vSechny vypinaci kontakty
jsou rozepnuty. Pri pritoku proudu relé podle jiného ohodnoceni proménnych
je alespon jeden ze zapinacich kontakt zapnut nebo alespon jeden z vypinacich
kontaktti neni rozepnut.

K formuli A, kterd je v uplném normélnim konjunktivnim tvaru (a neni
tautologii) uvazme zafizeni vzniklé jako sériové zapojeni obvodii odpovidajicich
disjunkcim D, pro ta v, ve kterych formule A nabyva hodnoty 0. Takto vznik-
lym zafizenim neprochdzi proud, pravé kdyz relé jsou nastaveny podle nékterého
z téch ohodnoceni v, pro néz v(A) = 0, neboli zafizenim prochdzi proud, pravé
kdyz relé jsou nastaveny podle nékterého z téch ohodnoceni v, pro néz v(A) =1
(pak totiz proud prochdzi pravé vSemi obvody odpovidajicimi disjunkcim Dy, pro
v(A) = 0 a naSe zafizeni je sériovym zapojenim takovychto obvodi). Je-li A
tautologii, natdhneme prosté drat (proud ma prochazet vzdy).

Nasledujici dva diagramy popisuji zatfizeni odpovidajici formuli p = q (prvni
odpovida disjunktivni formé (—p & —q) V (p & q) a druhy formé konjunktivni
(=pVvaq)&(pV—q). Pro jistotu komentujme diagram 3: kazdé z relé p, q ovlada
dva kontakty, prvni vétvi prochézi proud, pravé kdyz obé relé nerozepnou jimi
Fizené vypinaci kontakty, druhou vétvi prochazi proud, pravé kdyz obé relé zapnou
jimi Tizené zapinaci kontakty. K diagramu 4 poznamenejme, Ze je tvofen sériové
zapojenymi obvody, z nichZ levym neprochézi proud, pravé kdyz relé p nezapne
svilj zapinaci kontakt a soucasné relé q rozepne sviij vypinaci kontakt a pravym
obvodem neprochéazi proud, préavé kdyz relé p rozepne sviij vypinaci kontakt a relé
g nezapne svij zapinaci kontakt.

Diagram 3 Diagram 4

Na prikladu, ktery ted uvedeme, byste si méli mimo jiné uvédomit, ze pred
skutecnou realizaci signaliza¢niho zarizeni je vhodné zvazit, které z navrzenych
zatizeni je jednodussi a zejména zda ho neni mozné jesté zjednodusit.
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Paty diagram ukazuje zafizeni odpovidajici iplnému normalnimu disjunk-

tivnimu tvaru formule (p & q) V 1, tzn. formuli
(P&-q&r)V(p&q&r)V(ip&-q&r)V(p&aqg& 1)V (p&q&r),
a diagram 6 popisuje zjednoduseni zafizeni z diagramu 5 odpovidajici pfimo for-
muli (p & q) Vr. Sedmy diagram predvadi zafizeni odpovidajici iplnému normaél-
nimu konjunktivnimu tvaru formule (p & q) V r, tzn. formuli
(—pVavr&(pV-qvr)&(pVvaqVvr),

na Sestém diagramu. PovSimnéte si, Ze zadana formule (p & q) V 1 je disjunkci
konjunkei vyrokovych proménnych, neni v8ak v dplném tvaru (ne v kazdém dis-
junktu se vyskytuji vSechny vyrokové proménné ze zadané formule nebo jejich
negace), tento fakt zajisti, ze elektricky obvod realizujici zadanou formuli musi
byt jednodussi nez elektricky obvod realizujici tplny norméalni disjunktivni tvar
formule.

Diagram 5

Diagram 7

Mnozi ¢tenéfi asi ted nafknou autora z pouziti nedovoleného triku. Pfece jsme jiz
na pocatku méli formuli, kterou mame realizovat, ve velice jednoduchém tvaru a kon-
strukce zafizeni ze Sestého diagramu byla nasnadé. Jestlize se vSak od formule zapsané
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pomérné slozité dostaneme k zafizeni z patého diagramu, budeme i tak schopni rozpo-
znat jeho mozné zjednoduseni do zafizeni z diagramu 67 Pokusim se Vas nyni pfesvéddit,
7e i v tomto pripadé lze zjednoduseni nalézt pomérné snadno. Pokud budeme uvazovat
v8echny vétve patého diagramu kromé vétve ¢tvrté, nahlédneme, ze popisuji vSechny
moznosti nastaveni pfepinact ovladanych relé p a q pri zachovani toho, aby priichod
byl moZny pouze pfi zapnutim zapinaciho kontaktu ovladaného relé r (prvni dvé vétve
dohromady realizuji konjunkci —p & 1 a treti vétev spolu s patou spole¢né realizuji kon-
junkci p & 7). Analogicky poslednimi dvéma vétvemi je prichod umoZnén pfi zapojeni
obou zapinacich kontaktt ovladanych relé p a q a jakékoli polohy kontakt ovladanych
relé r. Tim jsme popsali metodu, jak ziskdme zafizeni ze Sestého diagramu i v pfipadé,
ze naSe formule je pivodné zadéna zcela nepiehledné.

Pifi predchozim zduvodnovani jsme patou vétev pouzili v obou pripadech, tedy
»jako kdyby v nasem zafizeni byly dva exempléafe této vétve“. Z technického pohledu
je jasné, ze takovéto ,dvojnasobné“ vyziti neni na zavadu. Z hlediska logiky by vsak
bylo vhodné védét, ze formule A a formule A V A maji tyz vyznam, neboli, Ze jejich
ekvivalence je dokazatelna ve vyrokovém poctu. Ze tomu tak skuteéné je, si prokizete
ve cv. [-2.25.

Predchozi aplikace popisovala konstrukci vhodného signalizacniho zarizeni
pro libovolnou formuli tim, Ze jsme nejprve prevedli formuli do normalniho dis-
junktivniho (nebo konjunktivniho) tvaru. Metodou pfevedeni formule do normél-
niho disjunktivniho tvaru vsak mtzeme uzit rovnéz pti popisu souboru knih, které
si chceme vypiuj¢it, za predpokladu, ze v knihovné jsou ochotni (a schopni) ndm
vydat jakykoli soubor knih popsany konjunkci vlastnosti. Prislusnou disjunkci si
jiz zajistime sami opakovanymi zddostmi o vhodné soubory knih. Dalsi aplikace
si jiz Ctenar jisté vymysli sam.

CVICENI

I-2.1 Uvedme jesté tii ukoly, o nichz vnucka Porcie uvazovala. P¥i prvni
uloze chtéla pri ukazani skfinek opatfenych nize uvedenymi napisy napadnikiim
zadéavat, Ze nejvysSe jeden népis neni pravdivy. Jak by mél nadpadnik fesit tento
ukol?

zlaté st¥ibrna olovénéa
Podobizna je Podobizna je Podobizna neni
v této skiince v olovéné skrince ve sti¥ibrné skiince
a soucasne je také nebo je nebo je
v olovéné skrince. v této skrince. v této skiince.

1-2.2 Vnucka Porcie rovnéz uvazovala moznost ponechat napisy stejné jako
v predchozim tkolu a pozménit zadani na ,presné jeden napis je nepravdivy“.
Ovlivnila by takovato zména vasi odpoved?
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1-2.3 V tfeti uvazované tiloze vnucka Porcie chtéla opét uzit svou oblibenou
tabulku ,, Podobizna je ve zlaté skiince, pravé kdyz neni ve stiibrné skfince.“
a napadnik se mél dovédét, ze presné jeden népis na skfinkéch je pravdivy.

zlaté st¥ibrna olovéna

Podobizna je

ve zlaté skfince, Podobizna je Podobizna je
pravé kdyz neni v této skiince. ve stfibrné skfince.

ve stribrné skrince.

1-2.4 P1i vzpomince na sviij smutek, ze iloha 6 nema feseni, se chtéla Porciina
vnucka napadnikt také vyptavat, jestli tato tiloha nebude Tesitelna po vypusténi
podminky, ze ve skiinkach je schovéana pfesné jedna podobizna (tj. pfipustime-li
moznost, ze podobizen je ukryto vice nebo naopak neni uschovana zadnd). Jakou
byste dal odpoveéd?

V nésledujicich ¢tyfech cvicenich je kazdy z bratii budto notoricky lhaf nebo
vzdy mluvi pravdu.

I-2.5 Prvni ze dvou bratii oznami ,,Bud jsem lhaf nebo miij bratr je pravdo-
mluvny.“. Kdo jsou tito bratfi?

1-2.6 Prvni ze dvou bratii fekne: ,Ja jsem lhar a bratr nikoli.“. Jsou tito
bratfi pravdomluvni nebo l1hari?

1-2.7 Prvni ze t¥i bratii prohlasi: ,,Druhy bratr je lhar.“ a ten druhy se ptida
s prohlasenim: , Ten bratr, co mluvil, je Ih&¥, pravé kdyz je Ihaf ten, co nemluvil.“.
Je tfeti bratr pravdomluvny nebo lhai? Mizete urcit, kdo jsou mluvici bratfi?

1-2.8 A nyni jako cviceni na konjunkci a disjunkci dostanete cely vylet pres Sest
rozcesti. Jdete postupné na rozcestich vpravo nebo vlevo?

Na prvnim rozcesti prvni bratr sdéli: ,Bratr je pravdomluvny a vaSe cesta vede
doprava.“ a druhy fekne: ,Bratr je sice lhaf, avSak vase cesta opravdu vede doprava.“.

Na druhém rozcesti prvni bratr vyhlasi: ,,Oba jsme lhafi a vase cesta vede doprava.*
a druhy bratr souhlasi: ,/To je pravda.“.

Na tfetim rozcesti ziskdte od prvniho bratra informaci: ,, Alespon jeden z nés je
lhat a vasSe cesta vede doprava.“ a druhy bratr zase souhlasi: ,/ To je pravda.“.

Na ¢tvrtém rozcesti se jiz bratfi neshodli. Prvni tvrdil ,Oba jsme lhafi a vase cesta
vede doprava.“ a druhy mu odporoval: ,Lhaf je nanejvys jeden z nas a vasSe cesta vede
doleva.“.

Podobné si bratfi protirecili i na dals$im rozcesti, nebot prvni opét sdéloval: ,,Oba
jsme 1hafi a vasSe cesta vede doprava.“ a druhy nesouhlasil: , Alesponi jeden z nas je
pravdomluvny a vase cesta vede doleva.“.

Na poslednim rozcesti bratfi vratili k tvrzeni jeden o druhém; prvni vypovédél:
,Bud je bratr pravdomluvny nebo vase cesta vede doprava.“ a druhy bratr tvrdil: ,Bud
je bratr 1har nebo vase cesta vede doprava.“.

1-2.9 O ¢tyrech cizokrajnych zvifatech ptijizdéjicich do ¢eskych zoo vime:

(1) Nejede-li antilopa do Olomouce, nejede zirafa do Prahy.
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(2) Zebra nemifi do Brna ani do Prahy.
(3) Antilopu ocekavaji ve Dvore Kralové nebo v Olomouci.
(4) Velbloud sméfuje do Dvora Kralové nebo do Brna.

Urcete, do které zoo miti kazdé jednotlivé zvite.
1-2.10 Nyni jsme se o prijizdéjicich zviFatech doveédéli:

(1) Jestlize zirafa nejede do Prahy, jede velbloud do Brna.

(2) Zebra jede do Prahy nebo do Olomouce.

(3) Nemiti-li antilopa do Dvora Kralové, ¢ekaji zebru v Praze.
(4) Velbloud nesmétuje do Brna.

Co z téchto udaju vyvodite?

V nésledujicich cvicenich se vyskytuji trojice rtizné starych studentek, po-
kazdé maji studentky stejnd kiestni jména (Jana, Eva a Marie), kazda z nich ma
jinou barvu vlast (¢ernou, hnédou a svétlou), kazda ma rada jiny predmét (ma-
tematiku, angli¢tinu a déjepis), jiny druh kvétin (kopretiny, rize a sluneénice)
a jiny druh obleceni (sukné, kalhoty a Saty).

1-2.11 O prvni trojici studentek jsme se dovédéli:

(1) Nema4-li milovnice angli¢tiny hnédé vlasy, je Marie ¢ernovlasa.
(2) Svétlovlaska se nejmenuje Jana nebo miluje matematiku.
(3) Jana nemé hnédé vlasy a milovnice déjepisu nemé vlasy c¢erné.
(

4) Jestlize Marie nemiluje déjepis, nema Jana rada matematiku.

Jaké jsou oblibené pfedméty Jany a Marie a jakou maji studentky barvu vlasi?
1-2.12 O druhé skupiné studentek nam sdélili:

(1) Milovnice matematiky mé hnédé vlasy, pravé kdyz ¢ernovlaska neméd v oblibé
kopretiny.

(2) Eva ma rada matematiku, pravé kdyz svétlovlaska miluje ruze.

(3) Jana nema ¢erné vlasy ani nemiluje slune¢nice.

(4) Nejmenuje-li se milovnice dé&jepisu Marie, ma hnédé vlasy.

(5) Eva méa rada déjepis nebo ma hnédé vlasy.

Muzeme na zdkladé téchto adaju urcit vlastnosti jednotlivych studentek?
1-2.13 U kolika studentek ze tieti trojice muzete na zékladé informaci:

—_

Ta, kterd ma hnédé vlasy je starsi nez Eva.

Milovnice slunecnic je mladsi nez svétlovlaska a je ji vékové blizsi.
Cernovlaska se nejmenuje Jana nebo nemiluje slune¢nice.

Nemaé-li milovnice angli¢tiny hnédé vlasy, ma Marie v oblibé riize.
Jestlize Marie neni matematicka, mé milovnice déjepisu hnédé vlasy.
Milovnice slunecnic nema v oblibé angli¢tinu.

Marie nemé rada angli¢tinu nebo milovnice rtizi ma hnédé vlasy.
Jana mé& v oblibé slunecnice nebo je Eva matematickou.

w

AN AN AN AN N AN TN
oo ot
o2 E=EE22
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urcit oblibené kvéty? Pridame-li do prvni podminky slova ,.a je ji vékové nejbliz*,
budeme moci uréit zamilované kvétiny pro vice nebo stejné nebo méné studentek?
1-2.14 O posledni skupiné studentek jsme zjistili:

) Cernovlaska miluje matematiku nebo ma Jana svétlé vlasy.

) Eva mé v oblibé kopretiny nebo Jana nosi sukné.

) Marie nemé rada slune¢nice nebo je éernovlaskou.

4) Matematicka nechodi v suknich a pfiznivkyné déjepisu nemé hnédé vlasy.
)
)
)

w

Milovnice slunecnic je starsi nez milovnice anglictiny.
Cernovlaska je starsi nez ta, co nosi kalhoty.
Milovnice ruzi je mladsi nez milovnice kopretin.

) Eva je mladsi nez ta, kterd ma hnédé vlasy.

AN AN AN N N AN N
ot

Popiste vlastnosti jednotlivych studentek.

Nasledujici cviceni pojednavaji o ¢tvericich fotbalistl; kazdou ¢tvefici tvori
fotbalisté stejnych jmen (Karel, Vaclav, Milan, Jifi), v kazdé z nich jsou zastou-
peni fotbalisté s rtiznymi posty (brankar, obrance, zaloznik a tto¢nik), a nadto
vime, Ze i jejich kluby jsou rtizné (Sparta, Sléavia, Banik, Liberec) a Ze pfijeli jeden
po druhém auty rtznych barev (bilym, ¢ervenym, modrym a bézovym).

1-2.15 O prvni c¢tvefici fotbalistit jsme se dovédéli:
Karel je ze Slavie, pravé kdyz méa modré auto.
Jifi neni itoénikem a brankar neni z Baniku.

)
)

) Milan je tto¢nikem nebo nevlastni ¢ervené auto.
4) Neni-li Vaclav brankarem, je Karel z Baniku.
)

)

)

w

Fotbalista z Liberce neni zaloznikem a vlastni bézové auto.
Neni-li Milan zaloznikem, je Jifi ze Slavie.

Utoénik je ze Slavie a obrance neni majitelem ¢erveného auta.
8) Neni-li Jifi ze Sparty, neni z ni ani brankar.

AN AN AN AN AN AN N
ot

Staci ziskané informace k urceni postt fotbalisti, jejich pfislusnosti ke klubtm
a barvy aut?
1-2.16 O druhé ¢tvefici fotbalistd mame informace:

(1) Jifi je obrancem nebo vlastni ¢ervené auto.

(2) Zaloznik piijel tésné po Karlovi a obrance tésné po Milanovi.
(3) Karel neni brankafem.

(4) Je-li Milan atoc¢nikem, je Karel zéloznikem.

(5) Utoénik méa bézové auto a brankai nevlastni bilé.

(6) Milan je z Baniku nebo méa bézové auto.

(7) Utoénik neni ani ze Slavie ani ze Sparty.

(8) Karel neni ze Slavie a nema bézové auto.

Umite urcit jaky ma Karel post, jeho pfislusnost ke klubu, barvu auta a dobu
prijezdu vzhledem k ostatnim fotbalistim?
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YNV,

petitem.

1-2.17 O tfeti skupiné fotbalisttt dokonce vime, Ze maji auta riznych znacek (Audi,
BMW, Citroén, Dacia):
) Je-li Karel obréncem, je auto znacky Audi éervené.
) Nepfijel-li utoénik posledni, pfijelo prvni modré auto.
) Slavista pfijel hned po Jifim.
) Casovy rozdil mezi pifjezdem zaloznika a fotbalisty z Baniku byl nejmensi ze vech.
) Bilé auto pfijelo hned po znadce BMW.
) Milan je brankafem.
) Neni-li auto znacky Citroén éervené, je auto znacky Audi bilé.
) Je-li auto znacky Citroén Gervené, pak nepfijelo prvni.
) Fotbalista z Liberce mé bézové auto a brankaf bilé.
) Milan je z Baniku nebo vlastni bézové auto.
) Utoénik neni ze Sparty ani Slavie.
) Fotbalista z Baniku nem4 auto znacky Audi.
Kazdému fotbalistovi pfifadte jeho post, klub, barvu a znacku auta a dobu jeho
prijezdu vzhledem k ostatnim.

| el e e e e e Y e

A~~~

Pét vnuéek (Véra, Dana, Mirka, Veronika a Lenka) pfijelo gratulovat dédeckovi,
kazda s jinym darkem (kniha, svetr, penéZenka, dzbanek, kapesni ntiz), z jiného mésta
(Ri¢any, Slany, Vlasim, Kolin a Beroun), jinym dopravnim prostfedkem (kolo, auto,
autobus, vlak a jedna prisla pésky) a kazda z nich pokladd jinou doméci praci za nej-
nepfijemnéjsi (vareni, uklizeni, myti nadobi, vynéSeni odpadkii a zasivani).

1-2.18 O vnuckéch jsme se dovédéli:

1) Nebydli-li Véra v Koling, pfijela vnucka z Vlasimi vlakem.

2) Bydli-li Véra v Koling, nepfivezla niz.

3) Vnucka z Ric¢an nedarovala niiz, pravé kdyz dzbanek byl pifivezen autem.
4) Vnucka z Vlasimi se nejmenuje Dana nebo darovala penézenku.

5) Lenka darovala svetr nebo nepfijela za Slaného.

6) Nz dovezlo kolo nebo auto.

7) Dana bydli ve Vlasimi a Lenka nebydli v Ri¢anech.

8) Svetr dojel vlakem a dzbanek nenesla vnucka pésky.

9) Auto nevyjelo z Rian ani nevezlo penézenku jako dar.

0) Mirka piisla pésky, nikoli vSak z Rican.

[y

—~~

Co vénovala ktera vnucka dédeckovi, z kterého prijela mésta a jak?
1-2.19 Zcela jina skupina vnudéek-gratulantek si pozdéji hrila v kruhu. O této sku-

piné jsme se dovédéli:

(1) Véra prijela ze Slaného, nepfivezla vSak knihu.
) Pé&sky byl donesen niz nebo kniha.
) Pokud neni Véra z Kolina, byl svetr dovezen vlakem.
) Dovezlo-li dzbanek auto, darovala niiz vnucka z Rican.
) Jestlize Dana nevénovala dédeckovi knihu, dala vnucka z Vlasimi penézenku.
) Byl-li svetr dovezen ze Slaného, byl ntiz donesen pésky.
) Véra stala vedle Dany.
) Vnucka ze Slaného stéla vedle Lenky.
) Vnucka z Vlasimi stéla vedle té, kterd pfisla pésky.
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0) Ty, co pfijely na kole a autem, staly vedle sebe.
1) Nuz byl dovezen autobusem, avSak nikoli Mirkou.
2) Penézenka necestovala autem.

Urcete dopravni prostfedek a vychozi bod cest jednotlivych vnucek, jejich dary a vza-

jemné poradi v kruhu.
1-2.20 Urcuji informace

(1) Vnucka, ktera nema rada vafeni, a ta, co prisla pésky, gratulovaly jedna za druhou
(nevime vsak v jakém poradi).

(2) Knihu dostal dédecek az po svetru.

(3) Dédecek nedostal jako prvni darek ntz, pravé kdyz posledni gratulantka pfijela na
kole.

(4) Ta vnucka, kterd nemiluje uklizeni, pfijela na kole, pravé kdyz ntiz necestoval au-
tobusem.

(5) Kniha byla dovezena autem nebo ji darovala ta, kterd nemiluje vafeni.

(6) Lenka gratulovala jako druha nebo svetr dala ta, kterd nerada vynasi smeti.

(7) Prostfedni gratulantka nerada zasiva.

(8) Dana gratulovala prvni.

(9) Veronice nevadi myt nadobi a vnucka z Berouna nemd nic proti vynaseni smeti.

10) Lenka bydli v Ri¢anech.

11) Ve Slaném nezije Véra ani Veronika.

12) Ta, co nerada zasivd, pfijela autem, nikoli vSak z Berouna.

13) Na kole pfijela vnucka z Kolina a nedarovala dzbanek.

14) Ta, co nerada vaii, darovala ntz a Véra podarovala dédecka svetrem.

(15) Odpurkyné myti nddobi nepfijela autobusem.

jednoznac¢né pro kazdou vnucku mésto, ve kterém bydli, uzity dopravni prostifedek, dar

dédeckovi a nemilovanou praci, a rovnéz jejich poradi pfi gratulaci?

1-2.21 Axiom VP3 a zdkon transpozice muzeme samoziejmé shrnout do je-
diné ekvivalence (p — q) = (—q — —p), kde v jedné implikaci jsou dvé negace
a ve druhé zadna. V nésledujicich ekvivalencich je v kazdé implikaci pfesné jedna
negace.

Ve vyrokovém poctu dokazte jak ekvivalenci (—p — ¢q) = (-q — p), tak
také ekvivalenci (p — —q) = (q — —p).

Pokud potiebujete navod, je pro vas pripraven. — Opravdu ho potfebujete?
— Névod: V prvém pfipadé uzijte zdkon dvojité negace (a dikaz ekvivalenci)
a vyjdéte z implikace =p — ——q.

I-2.22 Dokazte ve vyrokovém po¢tu formuli (-p — p) — p, ktera je v souladu
s principem dtikaz neutralni formuli.

Nedari se bez navodu? — Opravdu? — Navod: Ukazte —p — p,—p F p
a uzijte dikaz neutralni formuli.

[-2.23 Vyjadrete formule p & (q = —p) a [p — (q & 1)] V q v Gplném
disjunktivnim i konjunktivnim norméalnim tvaru.

1-2.24 Pro formuli (p — q) & (-p & q) & (g — p) uvedte Gplny normalni
disjunktivni i konjunktivni tvar.
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1-2.25 Nésledujici dvé formule zachycuji nepodstatnost opakovani formule
v konjunkei a disjunkci (tzv. zakon idempotence); ukazte, ze jsou dokazatelné
ve vyrokovém poctu:

A=A&A), A=(AVA).
1-2.26 Distributivitu konjunkce a disjunkce vyjadiuji formule

AV (B&C)]=[AVB)& (AVeE),
A& (BVE)]=[A&B)V(A&C).

~v s

dokazatelnost ve vyrokovém poctu, kterou vam predklddam. — Opravdu to nejde? —
Tak zde je navod: Ukazte AF (AVB) & (AVCEC), poté B&CF (AVB) & (AVEC);
uzijte dikaz rozborem p¥ipadii. Dale prokazte —A, (A V B), (A V C) - B & C a rovnéz
A, AV B),(AVE) AV (B & C), uzijte dikaz neutralni formuli. — Pro druhou
ekvivalenci vyuzijte prvni ekvivalenci a de Morganova pravidla.

1-2.27 Navrhnéte elektrické obvody signalizujici vysledky hlasovani pro ko-
mise s nasledujicimi pravidly:

(a) t¥iclennd komise, rozhoduje nadpoloviéni vétsina;

(b) ¢étytélenna komise, rozhoduje nadpoloviéni vétsina, v pfipadé rovnosti
hlast rozhoduje hlas predsedy;

(c) péticlenna komise, rozhoduje nadpoloviéni vétsina s tou vyjimkou, Ze
jsou-li predseda a mistopredseda soucasné proti, neni navrh schvalen.

Jednou z metod prokazovani v matematické logice je indukce. Jeji pouziti
ukdzeme ve dvou velice jednoduchych piipadech (cv. I-2.29 a 1-2.30). Ve cvice-
nich I-2.28 a I-2.29 dokézeme tzv. vétu o dedukci, tzn. Ze dokazatelnost T, A - B
nastane, pravé kdyz nastane dokazatelnost I+ A — B. (Pfipomenme, ze odvozo-
vaci pravidlo diikaz dedukci zarucuje moznost pfechodu od prvni dokazatelnosti
k druhé.) Pii feseni ulohy I-2.29 také nahlédneme, jak je forma axiomi VP1,
VP2 vhodné pro ukézani moznosti pouzivat odvozovaci princip diikaz dedukeci.

1-2.28 Za predpokladu dokazatelnosti I + A — B prokazte dokazatelnost
T AR B.

1-2.29 Pomoci jediného pravidla modus ponens a za vyuziti pouhych dvou
axiomd VP1, VP2 prokazte, ze dokazatelnost I, A - B ma za disledek dokaza-
telnost T+ A — B.

Predpokladame, Ze existuje dikaz formule B z predpoklada T, A, tedy zZe
existuje posloupnost Dq,..., Dy vyhovujici podminkdm (i)—(iii) z definice di-
kazu (viz §1) vzhledem k systému predpokladi T, A a takova, ze Dy je formuli B.
Chceme indukci prokazat T+ A — D; pro i < k.
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Rozliste nésledujici 4 moznosti a pro kazdou z nich z indukénich predpokladii

prokazte pozadovanou dokazatelnost T+ A — D;:

(i) D; je axiomem vyrokového poctu

(ii) D; je jednim z pFedpokladti systému T

(ii’) D; je formuli A (tedy vyznacnym piedpokladem ze systému predpokladi T, A)

(iii) D; vznikne aplikaci dedukéniho pravidla modus ponens na nékteré formule v po-
sloupnosti pfedchazejici, tzn. existuji j,j’ (ostie) mensi nez i takové, Ze D je
formuli D; —D;.

[-2.30 Véta o dualité. Necht ve formuli A vyrokového poctu se vyskytuji
jenom spojky —, &,V a necht formule B vznikne z A zdménou znaku & znakem V

a znaku V znakem & a zdménou vyrokové proménné jeji negaci. Pak - -A = B.
Prokazte vétu o dualité indukci podle slozitosti formule A pfi pouziti de Morga-

vvvvvv

(viz definici formule v §1 a jeji modifikaci v §2) musime uvazovat pouze tii moZnosti
(—C, C & D a CV D), protoze ve vysledné formuli se nesmi vyskytovat spojky rtizné od
-, &, V.
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Cely tento paragraf je vlastné systém problémt predlozenych ¢tenaii k feseni.
Problémy vsak nejsou voleny nahodile, jejich postupnym fesenim si ¢tenar odpovi
na nékolik otazek souvisejicich s predchozimi paragrafy.

1) V prvnim paragrafu jsme prohlasili, ze vSechna mozné spojeni dvou vyrokt
jsou matematicky zachytitelnd pomoci negace a implikace. Nyni tento vysledek
podrobné pfedvedeme (viz tloha 1). Ve druhé tloze ukdzeme, Ze implikaci lze
vyjadrit pomoci negace a konjunkce nebo pomoci negace a disjunkce. Takze kte-
rakoli z téchto dvojic je rovnéz dostatecné silna k popisu vSech moznych spojeni
dvou vyrokid. Naproti tomu nahlédneme, Ze k popisu vSech moznych spojeni dvou
vyrokt nestaci ani soucasné uziti implikace, konjunkce, disjunkce a ekvivalence
(viz tfeti uloha). Z tabulky 1 vyvodime jesté zajimavéjsi fakt, totiz existenci dvou
spojeni vyroku (Shefferova operace a Peirceova operace) z nichz jedna kazdé sama
0 sobé postacuje pro popis vsech moznych spojeni dvou vyrokt. Tyto operace po-
drobnéji popiseme v dalsim textu, avsak pfes jejich zajimavost je tfeba zdiraznit,
ze logika vzdy dévala a dava prednost spojenim popsanym pomoci negace, im-
plikace, konjunkce, disjunkce a ekvivalence, a to z divodu vétsi intuitivnosti.

2) Hlavni naplni tfeti kapitoly bude nedokazatelnost v predikatovém po-
¢tu. Ve vyrokovém poctu je otdzka nedokazatelnosti podstatné jednodussi, ta-
bulky pravdivostnich hodnot predstavuji algoritmus umoznujici rozpoznat, zda
je formule vyrokového poctu dokazatelnd ze zadanych predpokladi, ¢i nikoli.
(Formule A neni dokazatelnd ze systému predpokladi J, pravé kdyz existuje
ohodnoceni vyrokovych proménnych, pii kterém vsechny piredpoklady ze systému
predpokladi I jsou pravdivé, avsak formule A pravdiva neni.) Pfi zkoumani ne-
dokazatelnosti ve vyrokovém poctu se proto jevi z naseho pohledu smysluplny
pouze problém, zda by nebylo mozno vynechat néktery z vyvozovacich principt
(modus ponens a axiomy VP1-VP3) a pfesto dokazat tytéz formule jako v sys-
tému s timto principem.

Ukazeme pomoci sémantickych metod, Ze nelze zjednodusit systém vyvozo-
vacich principt prostym vynechdnim nékterého z nich (viz ptiklad 1 a tlohy 8,
10 a 11)V. Ucelnym néstrojem se ukaze vicehodnotova (pfesnéji trojhodnotova)
logika, kterou v tomto paragrafu vyuzijeme jen jako prostifedek k prokazovani,
v zavéru knihy se vSak budeme vicehodnotovymi logikami trochu zabyvat pro né
samé a uvedeme i jejich motivaci. Vedlejsim efektem naseho nynéjsiho ticelového

1) Jsou viak mo#né axiomatické systémy s mensim poctem jingch axiomil. Napiiklad (viz [Me])
je mozno pfijmout spolu s odvozovacim pravidlem modus ponens jako jediny axiom formuli
[([(p—a) = (-r—= =) = 1) =] = [(t=p) = (s = P)].

88



DODATEK K VYROKOVEMU POCTU §3

uziti trojhodnotové sémantiky vSak bude — pochopitelné vitané — seznadmeni
s nékterymi zakladnimi pojmy vicehodnotové logiky (ve tieti a sedmé tabulce jsou
po fadé uvedeny tzv. Heytingova a Lukasiewiczova sémantika implikace a v ta-
bulkéch 2, 9 jsou predvedeny dvé moznosti sémantiky negace).

Ideu prokazovéni piebirdme z knihy [Ch], nase konkrétni volba ohodnoceni se v né-
kterych pFipadech 1isi, nebot se snazime o vétsi nazornost.

Abychom netimérné nezatézovali poznamky pod c¢arou tabulkami, jsou vse-
chny potiebné tabulky pocinaje tabulkou B soustfedény na konec knihy.

* k%
Prvni tabulka uvadi vSsechna mozna ohodnoceni spojeni dvou vyrokiti na

zékladé ohodnoceni vyroku ptvodnich (sloupct musi byt pfesné tolik, kolik je
zobrazeni ze ¢ty¥prvkové mnoziny do dvouprvkové mnoziny {0, 1}, tzn. 2* = 16).

P q 1 2 3 4 5 67| 8
0 0 0 0 0 0 1 00| 1
0 1 0 0 0 1 0 01| o
1 0 0 0 1 0 0 1{o] o
1 1 0 1 0 0 0 1(1] 1

p&plp&qp&-q|-p&q|-(pVa)|p|dalr=q
L |p&q pld P=dq

P q 9 10]11] 12 13 14 15 16

0 0 0 I[1] 0 1 1 1 1

0 1 1 01| 1 0 1 1 1

1 0 1 10| 1 1 0 1 1

1 1 0 0/lo0| 1 1 1 0 1

~(p=4q)|-a|-p|pVala—p |p—q|-(P&q)|pV-Dp
-p|pVq p—d| 7pld T
Tabulka 1

V predposlednim fadku je vyjadfeno spojeni vyroki p a q, jehoz pravdivostni
tabulce odpovida prislusny sloupec, a to spojeni zapsatelné pomoci nanejvyse
dvou znaku ze systému znaku —, —, &, V,=.

V posledni fadce prvni tabulky jsou vyznacena nejvyznamnéjsi spojeni (ma-
ximalné) dvou vyroki. V prvnim sloupci je identickd nepravda (znak ), v posled-
nim identickd pravda (znak T). Kromé implikace a negace zkoumanych v prvnim
paragrafu a konjunkce, disjunkce a ekvivalence, kterymi jsme se zabyvali v pa-
ragrafu druhém, jsou déle vyznaceny Shefferova operace (sloupec 15) a v pa-
tém sloupci je Peirceova (také Nicodova) operace. Vyznam téchto spojeni vy-
nikne na zakladé paté a Sesté ulohy. Pro zapis téchto spojeni je zvykem pouzivat
po fadé symboly | a |.
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Velice zajimava spojeni vytvaii cCestina pomoci slova ,ani“. Spojuje totiz
dva vyroky napf. ,Petr jedl.“ a ,Pavel pil.“ do véty , Ani Petr nejedl, ani Pavel
nepil.“. Strukturu posledni véty mizeme vyjadrit pomoci ,Ani ne..., ani ne...“,
tzn. jako konjunkci dvou negaci (konjunkce a negace se ozyva jiz v samotném
slové ,a-ni“). Slovo ,ani“ pouzité v uvedeném vyznamu chape ¢eska gramatika
jako spojku zapornou sluc¢ovaci. Cely vyklad o spojce ,ani“ pochopitelné vrcholi
konstatovanim, Ze vazba ,Ani ne..., ani ne...“ je matematizoviana Peirceovou
operaci, kterd vyrokim p, q pfifazuje vyrok —p & —q. Naproti tomu Shefferové
operaci pfifazujici vyrokim p,q vyrok —(p & q), neboli vyrok —p V —q, ne-
odpovida v ¢estiné vhodnym zpusobem zadna spojka (,nebo“ nevyzaduje, aby
spojované vyroky byly negacemi).

Uloha 1. Ukazte. e existuje piesné 14 formuli s nejvyse dvéma vyrokovymi pro-
ménnymi p, q a zapsatelnych pomoci nanejvyse dvou znakt ze systému —, —, kterézto
formule maji po dvou ruzné tabulky pravdivostnich hodnot. Zapiste dvé zbyvajici spo-

jeni (konjunkei a Peirceovu operaci —p & —q) pomoci maximélné t¥i znakd ze systému
znakd —, —.

Uloha 2. Vyjadiete implikaci pomoci negace a konjunkce, tzn. naleznéte for-

ul)

P alp|l-qlp—=p |[-P—=D) |p—=a|-(P—q)
0 0 1|1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1 0
1 001 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1 0

P dalg—p |-@=pP) |-P—qlp——-q|P—ad)—Dp |[(@d—=P)—7g

0 0 1 0 1 0

0 1 0 1 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1 1 0

1 1 1 0 1 0 1 1
Tabulka A

V tabulce A je ukdzino 14 formuli vyrokového poétu s nejvyse dvéma proménnymi p, q,
které maji rizné tabulky pravdivostnich hodnot. V néasledujicim pfehledu uvedeme vsech-
ny mozné formule s nejvySe dvéma znaky ze systému —,— a s nejvyse dvéma promén-
nymi P, (; zjistime, Ze vSechny formule, jeZz nejsou mezi 14 formulemi z tabulky A, jsou
v prehledu uvedeny jako ,duplicitni® — v méné jasnych pripadech je navic uveden navod
jejich prepisu.

Beze spojek: p, q.

Jen s negaci: =p, —(; duplicitni: =—p a —-—(.

S jednou implikaci: p — p,p — (d, q — p; duplicitni: 4 — (.

S implikaci a negaci vngjsi: =(p — p), = (p — q), =(q — p); duplicitni =(q — q).

S implikaci a negaci vnitini: =p — q,p — —q; duplicitni: -q — p,q — —p, p — —p
(je =p) a =p —p (je p)-

Se dvéma implikacemi: (p — q) — p,(q — P) — (; duplicitni: p — (p — p) (identicky
pravda), p — (p — d) (e p — @), p — (4 — p) (identicky pravda), g — (p — P)
(identicky pravda), (p — P) — P (je p), (p = P) = d (jeq)a(q —p) =P (je "p — q).
Zapisy se dvéma resp. tfemi znaky ¢ jsou symetrické uvedenym zapisim s zadnym nebo
jedinym znakem (, a tudiz kromé jiz uvedené formule (4 — p) — g jsou vSechny takovéto
formule duplicitni. Konjunkce p & ( je tvaru =(p — —(); Peirceova operace =(p V q) je
tvaru —(=p — ().
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muli (uZivajici pouze uvedené spojky), jejiz tabulka pravdivostnich hodnot se od
zékladni tabulky pravdivostnich hodnot implikace lisi pouze zahlavim. Analo-
gicky vyjadrete implikaci pomoci negace a disjunkce. Tim prokazete explicitné,
ze jak pomoci konjunkce a negace, tak také pomoci disjunkce a negace je mozno
vyjadrit vSechna mozna spojeni dvou vyrok.

Uloha 3. Prokazte, Ze negaci nevyjadiime pomoci implikace, konjunkce, dis-
junkce a ekvivalence, a to ani uzitim vsSech téchto spojek najednou. Navod: zvazte,
které hodnoty nabyvaji zkoumané spojky pro ohodnoceni proménnych p, q hod-
notou 1.

Uloha 4. Ukazte, ze pomoci negace a ekvivalence nevyjadiite implikaci. Na-
vod: sledujte sudost vyskytu hodnoty 1 v tabulkdch pravdivostnich hodnot for-
muli vytvarenych pomoci negace a ekvivalence.

Uloha 5. Vyjadiete negaci jak pomoci Shefferovy operace, tak také pomoci
operace Peirceovy. Nésledné vyjadiete implikaci pomoci jedné kazdé z téchto
operaci.

Uloha 6. Ukaite, ze z4dné spojeni vjroki, jehoz tabulka pravdivostnich hod-
not je popsana nékterym sloupcem tabulky 1 rtiznym od sloupct 5 a 15, jiz samo
0 sobé nestaci pro popis vsech formuli vyrokového poctu vytvoritelnych s pomoci
(maximalné) dvou vyrokovych proménnych p a q. Navod: uzijte ideu ze tfeti
ulohy.

Jako kuriozitu jsme v prvnim paragrafu uvedli systém odvozovacich principt s
odvozovacim pravidlem modus ponens a jedinym axiomem. Tento systém uzival jako
spojky negaci a implikaci. Jiz r. 1917 v8ak navrhl J.G.P. Nicod systém uzivajici dokonce
pouze jedinou, a to Shefferovu, spojku a jenz mél rovnéz jediné odvozovaci pravidlo a je-
diny axiom. Pravidlem nebyl modus ponens, ale pravidlo dovolujici odvozeni formule R
z formuli P a P|(Q|R); o intuitivnosti axiomu [P|(QR)]|[[S|(8I$)]I((TIQ)|[(P|T)|(P|T])]
je mozno s uspéchem pochybovat.

X % %

u2) Implikaci p — q vyjadiime formuli —p V q a také formuli -(p & —q), viz tabulku B
na konci knihy.

u3) Tndukei ukéazeme, Ze vSechny formule vytvorené pouze pomoci spojek implikace, konjunkce,
disjunkce a ekvivalence nabyvaji pravdivostni hodnoty 1 pro ohodnoceni proménnych hod-
notou 1. Pro popis negace by vSak bylo potieba, abychom alespon nékdy dostali hodnotu 0.
Indukci ukdzeme, ze v tabulkach pravdivostnich hodnot vSech formuli vytvorenych pouze
pomoci negace a ekvivalence je vzdy sudy pocet hodnot 0. V zakladni tabulce pravdivost-
nich hodnot implikace je vSak presné jedna hodnota 0.

ud)

u5) —p je vyjadiitelné zapisem plp a také zdpisem p | p. O implikaci p — (q jiz vime,
ze je ekvivalentni formuli —p V q, je tedy tvaru p|—q, takze také tvaru p|(q|q). Zépisu
(p | p) | godpovidd =(—pV q) neboli =(p — q). Proéez p — ( je mozno vyjadfit pomoci
(Plp)lallplp)lad

u6) Okamzité miZeme vyFadit ta spojeni, ktera v poslednim fadku tabulky 1 nabyvaji hod-
noty 1, protoze pomoci téchto spojeni nikdy nemiizeme vyjadfit formuli —p, a analogicky
vyfadime ta spojeni, kterd v prvém radku nabyvaji hodnotu 0. Zbudou jen ¢tyfi moz-
nosti, ale z nich dvé spojeni (sloupce 10 a 11 tabulky 1) jsou ve skutecnosti unarni, takze
neumoznuji vyjadfit druhou proménnou.
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Na pocatku paragrafu jsme uvedli, P q P—q
7e nastrojem pro prokazovani nezavis- 0 0 1
losti jednotlivych vyvozovacich prin- 0 1/2 1
ciptt bude trojhodnotovéa logika. Necht 0 1 1
tedy pravdivostni hodnoty nejsou dvé 1/2 0 0
(0 a 1), nybrz t¥i (0, 1/2 a 1). (Hod- 1/2 1/2 1
notu 1/2 je mozno interpretovat napf. 1/2 1 1
jako ,nevim“). Zakladni tabulka prav- 1 0 0
divostnich hodnot pro negaci bude mit 1 1/2 | 1/2
tii fadky (viz napf. tabulku 2 popi- 1 0 1 1 1
sujici predstavu ,kdyZ neznam prav- Tabulka 2 Tabulka 3

divost p, nemohu znat ani pravdivost

—p“, tzv. Lukasiewiczova negace), pro implikaci jiz 9 fadka (viz napf. tieti ta-
bulku, kterou navrhl Arend Heyting pii zkoumani sémantiky intuicionistické lo-
giky — nékolik slov o této ¢asti logiky najde ¢tenaf v posledni kapitole). Je tfeba
dtirazné upozornit, ze pfi sestrojovani tabulek pravdivostnich hodnot v tomto pa-
ragrafu je tfeba disledné vychazet ze zadanych zékladnich tabulek pravdivostnich
hodnot a nespoléhat se na intuici.

I v trojhodnotové logice nazyvame tautologii formuli, jejiz pravdivostni hod-
nota je 1 pii kaZdém ohodnoceni vyrokovych proménnych, které se v ni vyskytuji
(tautologie nejenze nesmi nabyvat hodnoty 0, povoleno neni ani nabyti hodnoty
1/2). Predpokladejme, Ze se ndm podafi sestrojit takové tabulky pravdivostnich
hodnot, Ze jsou tautologiemi pravé dva axiomy z axiomu VP1 — VP3 a mo-
dus ponens je korektni v tom smyslu, ze je-li implikace tautologii a soucasné je
tautologii i jeji antecedent, je nutné tautologii i jeji konsekvent. Ukazeme si, ze ta-
kovato konstrukce zajisti nedokazatelnost axiomu, ktery neni tautologii, na onéch
dvou axiomech, jez tautologiemi jsou. Predpokladame-li dokazatelnost zkouma-
ného axiomu, predpokladame existenci posloupnosti formuli formuli D1, ..., Dy
vyrokového poctu takovou, Ze pro kazdé ¢« mensi nebo rovno k je formule D; budto
jednim z uvazované dvojice axiomu-tautologii, nebo vznikd aplikaci dedukéniho
pravidla modus ponens na dvé formule v posloupnosti predchéazejici a takovou,
7e axiom, jenz neni tautologii, je poslednim ¢lenem posloupnosti. Protoze ale-
spont jedna formule ve zkoumané posloupnosti neni tautologii, musi existovat
nejmensi j mensi nebo rovno k takové, ze D; neni tautologii. Formule D; nemtize
byt jednim z axiomil z nasi dvojice, nebot oba axiomy ve dvojici jsou tautologi-
emi. Takze formule D; musela byt ziskdna pomoci aplikace modus ponens na dvé
formule, které predchdzeji formuli D;. To vSak neni mozné, protoze vSechny for-
mule predchazejici formuli D; jsou tautologiemi, a tedy kazda formule vynikajici
uzitim modus ponens na dvé z nich musi byt také tautologii.

Priklad 1. UvaZzujme trojhodnotovou sémantiku zadanou tabulkami 2 a 3.
Systém obsahujici VP1, VP2 a modus ponens je korektni vii¢i uvedené sémantice
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(jesté jednou: tzn. kazdy zminény axiom ma pfi kaZdém pravdivostnim ohodno-
ceni hodnotu 1, a nadto nabyvaji-li formule P a P — Q pfi néjakém ohodnoceni
hodnoty 1, musi pro toto ohodnoceni nabyvat hodnotu 1 rovnéz formule Q).

Z tabulky 3 je patrné, ze nabyvé-li konsekvent implikace hodnotu 1, nabyva
hodnotu 1 celd implikace. Pokud tedy zjistime, ze hodnota konsekventu je 1 (napf.
tim, Ze hodnota konsekventu konsekventu je 1), neni jiz zapotiebi podrobné vy-
plniovat dalsi hodnoty ve vySetfovaném radku, hodnota celé implikace je urcité 1.
Touto itvahou si podstatné zjednodusime vyplnéni ¢tvrté tabulky, kterd predvadi
korektnost axiomu VP2:

P g 1 |[p—=1|p—=q |(p—=q)—=(P—1) [q—=T |[p—(q—T) | VP2
0 0 0 1 1
0 0 1/2 1 1
0 0 1 1 1
0 1/2 0 1 1
0 1/2 1/2 1 1
0 1/2 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1/2 1 1
0 1 1 1 1
1/2 0 0 0 0 1 1
1/2 0 1/2 1 1
/2 0 1 1 1
1/2 1/2 0 0 1 0 0 0 1
1/2 1/2 1/2 1 1
1/2 1/2 1 1 1
/2 1 0 0 1 0 0 0 1
1/2 1 1/2 1 1
1/2 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1 1
10 1/2] 1/2 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1/2 0 0 1/2 0 0 0 1
1 1/2 1/2| 1/2 | 1/2 1 1
1 1/2 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 0 1
11 1/2] 1/2 1 1/2 1/2 1/2 1
1 1 1 1 1
Tabulka 4

Korektnost axiomu VP1 je vypoctena v nize uvedené paté tabulce; korekt-
nost modus ponens je velice jednoduché: jak implikace, tak také antecedent na-
byvaji 1 pouze v poslednim fadku tabulky 3, avsak v tomto fadku je rovnéz
hodnota konsekventu jednickou. Sesta tabulka ukazuje pravdivostni ohodnoceni
vyrokovych proménnych p a q, pii némz axiom VP3 neni ohodnocen hodnotou 1.
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P 4 |q—p |VP1

0 0 1 1

0 1/2 0 1

0 1 0 1

1/2 0 1 1

1/2 1/2 1 1

1/2 1 1/2 1

1 0 1 1

1 1/2 1 1 p q|-p |-q |-g——p |p—q |VP3
11 1 1 12 012 1| 12 | 0 [ O

Tabulka 5 Tabulka 6

V trojhodnotové sémantice zadané tabulkami 2 a 3 jsme ukézali korekt-
nost axiomtd VP1 a VP2 a odvozovaciho pravidla modus ponens, naproti tomu
jsme nalezli ohodnoceni, pfi kterém neni pravdivy axiom VP3. Takze pii vyu-
zitl pouhych vyvozovacich princip® modus ponens a axiomd VP1 a VP2 neni

dokazatelny axiom VP3.

Uloha 7. Prokazte, ze p¥i ohodnoceni daném zakladnimi tabulkami pravdivostnich
hodnot z predchoziho piikladu jsou tautologiemi formule p — ——p a formule =—p — p.
Naproti tomu prokazte, ze zdkon Dunse Scota (tj. formule —=p — (p —q)), formule A
tvaru (p—q) — [(p — —q) — —p] a rovnéz formule B tvaru (-p — q) — [(—p — —q) — ]

tautologiemi nejsou.

Uloha 8. Uvazme trojhodnotovou sémantiku vy-
rokové logiky, pfi které je pravdivostni hodnota ne-
gace popsana tabulkou 2 a pravdivostni hodnota im-
plikace je zadana sedmou tabulkou; tuto sémantiku
navrhl Jan Lukasiewicz jiz na pocatku zkouméani vi-
cehodnotovych logik. Ukazte, Ze vici této sémantice
jsou korektni vSechny vyvozovaci principy s vyjimkou
axiomu VP2.

Uloha 9. Prokaizte, ze v sémantice z pfedchozi tilohy
je korektni tranzitivita implikace, tj. pravdivost formule
(p—4q)— (g —r1)— (p — 1)]. Tim prokazete (uziva-
jice vysledek predeslé tlohy), ze tranzitivita implikace je

p q P—q
0 0 1
0 1/2 1
0 1 1
1/2 0 1/2
1/2 1/2 1
1/2 1 1
1 0 0
1 1/2 1/2
1 1 1
Tabulka 7

skutecéné slabsi pozadavek nez axiom VP2 a ze prostym nahrazenim axiomu VP2 tran-

u7) viz tabulky C—F na konci knihy

u8) Korektnost axiomtt VP1, VP3 je prokizana v tabulce G pravdivostnich hodnot téchto
formuli. Modus ponens je korektni viiéi zkoumané sémantice, nebot jak antecedent, tak
celd implikace nabyvaji pravdivostni hodnoty 1 v sedmé tabulce pouze v poslednim fadku,
na tomto radku vSak nabyva rovnéz konsekvent pravdivostni hodnoty 1. Ve zkoumané sé-
mantice neni pravdivy axiom VP2 pro ohodnoceni vyrokovych proménnych p, g hodnotou

1/2 a proménné 1 hodnotou 0, coz doklada tabulka H.

94



DODATEK K VYROKOVEMU POCTU

83

zitivitou implikace opravdu oslabime?® systém axiomi VP1-VP3. Pro potieby zaveé-
re¢né kapitoly ukazte dale, Ze ve vySetfované sémantice je pravdiva formule

[((p — —p) = p] —p.

principy s vyjimkou axiomu VP17

Uloha 10. Uvaite ohodnoceni implikace dané tabulkou 8 a ohodnoceni ne-
gace dané druhou tabulkou. Jsou v takové sémantice korektni vSechny vyvozovaci

P q P—q P q —(q
0 0 1 0 0 1
0 1/2 1 0 1/2 1
0 1 1 0 1 1
1/2 0 0 1/2 0 0
1/2 1/2 1 1/2 1/2 1
1/2 1 1 P —p 1/2 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
1 1/2 0 1/2 1 0 1 1/2 1
1 1 1 1 0 1 1 1
Tabulka 8 Tabulka 9 Tabulka 10

Uloha 11. Nezavislost kterého vyvozovaciho principu vyrokového poétu na

ostatnich tykajicich se pouze implikace prokazuje sémantika popsana tabulkou
10 pro implikaci? Ukazte, ze p¥i ohodnoceni negace zadaném tabulkou 9 je axiom
VP3 korektni (devata tabulka popisuje tzv. pesimistickou negaci — negace hod-
noty ,nevim“ je nepravda).

Uloha 12. Je korektn{ axiom VP38 v sémantice uréené tabulkami 2 a 10?
Uloha 13. Je korektni axiom VP38 v sémantice uréené tabulkami 3 a 9?

2)

u9)

%10)

ull)

ul2)

ul3)

A. Tarski ve svém axiomatickém systému (viz [T1]) pfijimé modus ponens, axiomy VP1,
VP3, tranzitivitu implikace, avSak navic axiom [p — (p — q)] — (p — q).

Korektnost tranzitivity implikace predvadi tabulka I, korektnost druhé formule ukazuje
tabulka J.

Spravnost odpovédi ,,ano*“ na dotaz po korektnosti axiomi VP2, VP3 dokumentuji ta-
bulky M a K, tabulka L predvadi ohodnoceni, pfi kterém je nepravdivy axiom VP1.
Odvozovaci pravidlo modus ponens je opét korektni vii¢i vySetfované sémantice, nebot
jak antecedent, tak cela implikace nabyvaji pravdivostni hodnoty 1 v tabulce 8 pouze
v poslednim faddku, na tomto fadku vSak opétovné nabyva rovnéz konsekvent pravdivostni
hodnoty 1.

Korektni neni modus ponens, protoze v tabulce 10 v pfedposlednim fadku nabyva ante-
cedent pravdivostni{ hodnoty 1, konsekvent hodnoty 1/2, a pfesto cela implikace je prav-
divostné ohodnocena hodnotou 1. Pravdivost axiomti VP1-VP3 ukazuji tabulky N a O.
Neni, volte ohodnoceni pfi kterém p nabyva hodnoty 1/2 a  hodnoty 0 (viz tabulka P).
Pokud jsme volili tabulku 10 k prokazani nezavislosti modu ponens na ostatnich prin-
cipech, museli jsme zcela urcité zvolit jiné ohodnoceni negace nez to, které bylo zadana
tabulkou 2.

Neni, volte ohodnoceni pii kterém p nabyva hodnoty 1 a q hodnoty 1/2 (viz tabulka Q).
K prokazani nezavislosti tfetiho axiomu na ostatnich vyvozovacich principech jsme tudiz
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Uloha 14. V sémantice zadané tabulkami 3 a 9 zjistéte, zda jsou tautologiemi
formule -——p — p, p — ——p, zdkon Dunse Scota p — (—p — ), formule A tvaru
(p—q)—[(p——a)— —p] a rovnéz formule B tvaru (-p — —q) — [(-p — q) — p]

*

Uloha 15. V tloze 1 jsme vidéli, ze v klasické dvouhodnotové sémantice, ve které
jsou negace a implikace popsany zakladnimi tabulkami pravdivostnich hodnot podle
prvniho paragrafu, jsou vSechna mozné spojeni dvou vyroku vyjadfitelnd pomoci ne-
gace a implikace. Prokazte, Zze v trojhodnotové sémantice zadané zakladnimi tabulkami
pravdivostnich hodnot 2 a 3 z tohoto paragrafu nevyjadfime vSechna mozna spojeni
dvou vyroki. Navod: Upravte ideu z ulohy 3.

Zopakujme, ze tabulky, na néz jsme se odkazovali v tulohach tykajicich se
trojhodnotové logiky (tj. po¢inaje tabulkou B) jsou soustfedény ku konci knihy.

X % %k

Ve druhém paragrafu jsme zavadéli konjunkci, disjunkci a ekvivalenci jako
nové logické operace. Provedli jsme to vlastné dvojim zptsobem. Nejprve jsme
v tloze 1 §2 sémanticky nalezli formule pouze s implikaci a negaci, jejichz tabulky
(jen s hodnotami pravda a nepravda) se od tabulek zavadénych operaci 1isi pouze
zahlavim. Tim jsme popsali algoritmus pro piepis formuli s novymi spojkami na
formule obsahujici pouze — a —. Pak jsme predvedli odvozovaci pravidla pro nové
zavadéné spojky (napt. diikaz konjunkce a dikaz uzitim konjunkce) a slibili jsme,
Ze v tomto paragrafu ukazeme jednoznacnost operaci, které jsou popsany témito
dedukénimi pravidly.

K tomuto tcelu zkoumejme systém axiomu zalozenych po fadé na odvozo-
vacich pravidlech pro konjunkci, disjunkci a ekvivalenci:

(&) (P&Q) -7 (Vi) 2= (PVvQ)

(&) (P& Q) —Q (V2) Q — (PVQ)

(&3) P— (2 — (P& Q)] (V3) (P—=R)=((Q—=R) = [(PVI —R])
(=) P=9—=(P—9)

(=) P=9—-(1Q—=7)

(=) P—=9—-[Q=P)— (P=9)

mohli pouzit misto tabulek 2 a 3 také tabulky 3 a 9; v nasem ptikladu 1 jsme vsak dali
prednost pFirozenéjsi sémantice negace. (Druhy rfaddek tabulky Q je pro feSeni vySetfované
ulohy nadbytecny, ukazuje vsak, ze k prokazani nekorektnosti VP 3 vzhledem k sémantice
zadané tabulkami 3 a 9 nelze pouzit stejného ohodnoceni jako v prvém prikladu, kde byla

uvazovana sémantika popsand tabulkami 2 a 3.)

uld) Stejné jako v uloze 7 je tautologii formule p — ——p; déle, opét stejné jako v citované

uloze, tautologii neni formule B. Formule =——p — p v tloze 7 tautologii byla, nyni neni,
a naproti tomu zakon Dunse Scota a formule A ve srovnavané tloze tautologiemi nebyly,
nyni jsou. Oznamené vysledky jsou pfedvedeny v tabulkach R-T.

Zvazme unarni ,spojku®, jejiz zdkladni pravdivostni tabulka pfifazuje vSem tfem hodno-
tdm 0, 1/2, 1 konstantné hodnotu 1/2. Uvédomte si, ze pomoci tabulek 2 a 3 pfifadime
jakékoli dvojici nul a jednicek vzdy nulu nebo jednicku a nikdy hodnotu 1/2.

ulb)
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Pro ziskani dilkladnéjsi motivace pfedstavenych formuli pro konjunkei uvaz-
me nejprve pravidlo dikaz uzitim konjunkce (P & Q) - P. Jestlize na toto pravidlo
pouzijeme pravidlo diikaz dedukci, ziskdme dokazatelnost formule (&) ve vyro-
kovém poctu, v jehoz jazyce je kromé negace a implikace povolena také konjunkce.
Na druhé strané soucasna aplikace modus ponens a uziti formule (&;) nahradi
uziti prvniho pravidla dikaz konjunkce. Zcela analogicky pouzijeme-li na pra-
vidlo dikaz konjunkce P,Q F P & Q dvakrat pravidlo dikaz dedukci, ziskame
dokazatelnost formule (&3) ve vyrokovém poétu s obohacenym jazykem a sou-
¢asna dvojita aplikace modus ponens a formule (&3) nahradi uziti odvozovaciho
pravidla dtikaz uzitim konjunkce.

Pfi formulaci axiomu (V3) se inspirujeme jednim odvozovacim pravidlem
dikaz rozborem pfipadt a nikoli dvéma pravidly dtkaz uzitim disjunkce, ¢imz
snizime pocet axiomt@® . Motivace predstavenych formuli pro disjunkci a ekviva-
lenci uzivad podobnych ideji jako jsme uzili pro motivovani konjunkce.

Pokud se uvazuje hned od pocatku vyrokovy pocet se vsemi obvyklymi ope-
racemi, je zvykem ptidavat vyse predstavené formule jako axiomy popisujici cho-
vani konjunkce, disjunkce a ekvivalence k nasim axiomim VP1-VP3 (v tomto
pfipadé vystac¢ime s jedingym pravidlem modus ponens). O uvedenych formulich
pojedname jesté v zavéru naseho textu pfi popisu intuicionistické logiky.

Abychom ukézali jednozna¢nost formule zavedené odvozovacimi pravidly dua-
kaz konjunkce a dikaz uzitim konjunkce, nahradme nyni ve formulich (&;)—(&3)
konjunkci P & Q néjakou formuli A, tj. uvazujme formule

(&) A —P
(&3') A —Q
(&?) P—(Q—A).

Nagim cilem je dokazat ekvivalentnost formuli P & Q a A, tzn. ze systému
predpokladi (&;)—(&3), (&1')-(&%'), dokazat jak formuli (P & Q) — A, tak také
formuli A — (P & Q).

Nejprve vychéazejme ze systému piedpokladii (&1)—(&s3), (&11)—(&%'), P & Q.
Z formuli (&1)—(&2) vyvodime obé formule P a Q. Uzivajice modus ponens,
,vie dokizané lze pouzit k dokazovani“ a formuli (&%) nahlédneme dokazatel-
nost formule A; pouzitim dikazu dedukci tedy obdrzime dokazatelnost implikace
(P & Q) — A ze systému predpokladt (&;)—(&3), (&1)—(&4%).

Pro ukédzani obracené implikace pracujme v systému predpokladii (&1)—(&3),
(&1)—(&4}), A. Zopakujme tivahu z piedchoziho odstavce zaméiiujice role formuli

3) Je samoziejmé potieba ukazat, ze odvozovaci pravidlo dikaz rozborem piipadi muze
zastoupit pravidla dikaz uzitim disjunkce, coz vSak neni obtizné:
PH-Q—-P v dasledku PP1 a dikazu dedukci
QF-Q— P systém predpokladia Q, —Q je sporny, staci tedy uzit dikaz dedukci
PVAOF-Q— P podle dikazu rozborem pfipadi
PvQ-QF P uzitim dikazu dedukci.

97



KAPITOLA I VYROKOVY POCET

P & Qa A: Z formuli (&1')—(&3') vyvodime jak formuli P, tak také formuli Q.
Uzivajice modus ponens, ,vSe dokazané lze pouzit k dokazovani“ a formuli (&3)
nahlédneme dokazatelnost formule P & Q; pouzitim dikazu dedukci tedy obdr-
zime dokazatelnost implikace A — (P & Q) ze systému predpokladt (&;)—(&3),
(&) —(&4").

Ve druhém paragrafu jsme konstatovali, ze pro formuli =(P — —Q) jsou
korektni odvozovaci pravidla ditkkaz konjunkce a dikaz uzitim konjunkce. Apli-
kujeme-li pfedchozi vysledky na tuto formuli, dostaneme specialné dokazatelnost
jak implikace (P & Q) — —=(P — —=Q), tak také implikace (P — —Q) — (P & Q)
ve vyrokovém poctu. Takze pfijeti odvozovacich pravidel pro konjunkci vede k do-
kazatelnost formuli, které jsme na zacatku §2 oduvodnovali sémanticky.

V predchozich tvahéch jsme vySetfovali prevazné jen konjunkci. AvSak tva-
hy, které jsme pouzili mohou byt uzity bez podstatnych zmén i pro zkoumani
disjunkce a ekvivalence a rovnéz vysledky jsou zcela analogické.
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PREDIKATOVY POCET

...je-li néco ddno, nutné néco jiného,
riuzného od toho, co je ddno,
prostrednictvim daného vyplyvd.
Aristotelés, Topiky

81
SYLOGISMY

Zakladatel logiky Aristotelés pokladal zkouméni sylogismu za hlavni napln
logiky"). Jim podrobné prozkoumané problematika tvofi jen malou ¢ast dnesniho
predikatového poctu, nicméné tsudky tvaru Aristotelem uvazovanych sylogismii
predstavuji nezanedbatelnou ¢ast tasudkt bézného zivota. Vyslovné feceno: tento
paragraf mé velky vyznam z hlediska aplikaci logiky a z hlediska jeji historie,
pokud se vsak nékdo zajimé jen o soucasné pojeti matematické logiky, miize ho
zcela vypustit?).

Predstavte si, Ze jste zenitbychtivy mladik, ktery se snazi ziskat informace
o jakési skupiné Zen®). Informace o skupiné viak mizete ziskat pouze od jed-
noho informétora, a ten vam nadto poskytne pfesné dvé informace (bohuzel ne
vice). AvSak mnohem politovanihodnéjsi skutecnosti je, Ze informator neumi mlu-
vit 0 ni¢em, co nesouvisi s matematikou. Takze jedna jeho vypovéd o skupiné se
bude tykat svobodnych Zen, druha Zen puvabnych, avsak do obou vypovédi za-
plete matematicky?). Vy chcete vypovéd tykajici se sleCen a jejich pivabnosti
nebo nepuvabnosti. Problémem, ktery budeme zkoumat, je, zda z vypovédi do

1) viz [A1], zejména Prvni analytiky

2) Pak je tfeba pochopitelné vypustit i téch nékolik mélo odkazii na prvni paragraf ve druhém
paragrafu a zejména dalsi rozvijeni nauky o sylogismech na pocatku tfetiho paragrafu
druhé kapitoly.

Pokud je pro vas predstavitelnéjsi, ze jste vdavekchtiva sleCna, mutzete pochopitelné za
okamzik uvazovat o pohlednych svobodnych matematicich. Ptislusnou variaci textu si
v8ak, prosim vas, vyrobte sama.

3)

4) Zda zkoumand skupina bude ptuvabné svobodné matematicky obsahovat, zalezi samo-

zfejmé na zadané skupiné samé. Autor muze pouze konstatovat, ze obecné takové bytosti

GtyFiceti roky).
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matematiky zahledéného informatora umime vyvodit novou informaci, do které
se nebude promitat matematické ¢i nematematické zaméreni svobodnych zen (to
vés nezajima — matematickdm ani nedavate prednost, ani je neznevyhodnujete).
Jak s zavérecnou informaci nalozite a jakou dalsi ¢innost vyvinete na jejim za-
kladé, jiz bude zcela vasi zalezitosti, do které se vam z hlediska logiky nehodlame
michat.

Zkoumejme jeden konkrétni piipad. Predstavme si, Ze informator nam sdéli,
ze ve skupiné jsou soucasné pravdivé nasledujici informace:

(1) Kazda matematicka je ptivabna.
(2) Kazda matematicka je svobodna.

Ptéame se, zda mizeme vyvodit, Ze ve skupiné je pravda:
(3) Néktera svobodné Zena je ptivabna.

Zamyslete se. — Uz jste se rozhodli, jakou déate odpovéd? — Jestlize nebu-
deme nic dalsiho predpokladat, je spravna odpovéd pochopitelné ,ne“, protoze
jestlize ve skupiné zadna matematicka neexistuje, jsou obé informace pravdivé,
avSak vypovéd zkoumana jako zavér, mize byt nepravdiva (vSechny ptivabné Zeny
jsou jiz vdané).

Predpokladejme, ze zname dodateény fakt, ze ve skupiné alespon jedna ma-
tematicka existuje. (Vime napf., ze nid$ matematicky orientovany informéator by
se skupinou bez matematicek viibec nezabyval; predpoklady tohoto druhu pfiji-
mal pfi svém zkoumani také Aristotelés.) Zamyslete se, zda se zméni predchozi
odpovéd. — Opravdu jiz vite, jak odpovite? — Nyni je samoziejmé spravné od-
povéd ,ano“. Uvazujme totiz jednu matematicku ve skupiné (nezalezi na tom
kterou, dodateény fakt vsak zarucuje, Ze si jednu matematicku muzeme vybrat).
Tato matematicka je na zakladé ziskanych informaci jak svobodné, tak i pavabna
a je tedy prikladem ptivabné sle¢ny v uvazované skupiné.

Pokud se vas ted, mily ¢tenafi, zmoctuji pochyby, zda s vami nehraje autor
neéistou hru a nevybral si piiklad zvlast jednoduchy®, je vase ostrazitost vaci
autortim zcela na misté, avsak tento autor se vas nesnazi podvést. Je pochopitelné
pravda, ze
(a) nalézt skupinu, kterd by mohla slouzit jako protiptiklad bylo pomérné jed-

noduché — stacilo uvazovat skupinu bez matematicek; v obecném pripadé

musime umeét sestrojovat protipiiklady i v piipadé neprézdnosti jednotlivych
vyznacnych skupin;

(b) ve druhém piipadé sama forma zavéreéné informace ,existuje alespon jedna
takova, Ze ... “ usnadinovala prokazovani (stacilo nalézt jen jedno individuum

5) Autor skuteéné vybral ptiklad vhodny, avsak jeho volba byla ovlivnéna predevsim snahou

predvést, ze dodateény fakt neprazdnosti miize ovlivnit odpoved.
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(jedince)® s vhodnou vlastnosti); v obecném ptipadé budeme muset uvazovat

vSechna mozné individua v mnoziné.

Nicméné zavazme se explicitné, ze ve druhé &asti paragrafu predvedeme”,
jak ve zcela obecném ptipadé po probrani koneéného (a to jesté pomérné ma-
1ého) poétu piipadi zjistime, zda zavéreéné informace je vyvoditelnd z téch dvou
danjch. Ucelem samozfejmé neni, aby ¢tenatr v okamziku, kdy se v praktickém
Zivoté nebo pri néjaké zkousce setkd s otazkou vyvoditelnosti té které informace
ze dvou informaci jinych, zac¢al okamzité vypliiovat piislusné diagramy. Ucelem
je, aby si ¢tenar, jenz se z pocatku pii odpovédich myli nebo nema potiebnou
jistotu, probral dostateéné piipadii, a tim nabyl takovy vhled do problematiky,
Ze nasledné spravnou odpovéd témétr vzdy okamzité ,uvidi® (a teprve v pfipadé
skuteéné potieby (nejistoty) se uchyli k predvedenému algoritmu).

Ve stfedoveéku fesili nastinénou problematiku zcela jinak — vytvorili fadu
mnemotechnickych pomicek, které se student naucil a na jejichz zakladé pak
rozhodl, zda zavéreéna informace je ze dvou danych vyvoditelnd, ¢i nikoli (viz §3
kap. II).

Nyni nadegel ¢as formulovat presnéji, jaka tvrzeni jsme az dosud intuitivné
nazyvali ,informacemi“. Piedpoklddejme, Ze méame tfi vlastnosti®) oznacované
pismeny? S, P a M. ,Zéavéretna informace® mé vypovidat, zda individua majici
vlastnost S maji, ¢i nemaji rovnéz vlastnost P. Za zajimavé ,zévérecné infor-
mace® tudiz povazujeme kterékoli z nasledujicich ¢tyt tvrzeni'® seznamu (7):

a Kazdé S je P,
(1) e  Zadné S neni P,

% Nékteré S je P,

o  Nékteré S neni P.
Vyroky, které maji tvar jednoho z vySe uvedenych tvrzeni, je zvykem od dob
Aristotela nazyvat subjekt-predikdtové soudy (v nasem textu budeme pro zjed-

6) Slovo ,individuum® miva nékdy hanlivy pfidech ve vyznamu podeziely &lovék; v nasi

terminologii pfedjimajici terminologii teorie modeli (viz nasledujici paragraf) vsak nikoli.
) Mirné modifikujeme hru Lewise Carrolla (autora zndmé Alenky v Fisi divi a za zrcadlem)
z poslednich let devatenactého stoleti, viz [Ca]. Ctenafe knihy [Ca] je vSak zapotiebi
durazné varovat, Carroll chdpe vétu ,VSechna S jsou P ve vyznamu, ktery dnes neni
obvykly — jako konjunkci ,Kazdé S je P“ a , Existuje objekt s vlastnosti S“.
tj. v terminologii predikdtového poctu (popsané v druhém paragrafu této kapitoly) t¥i
undrni predikdty; omezeni na unarni predikaty je jednim z nejpodstatnéjsich rysu té casti
logiky, o které pojednavame v tomto paragrafu
9) s

8)

(stfedni). Pouziti pfesné téchto pismen neni pro nés nikterak zavazné, v aplikacich se
casto voli pismena vhodna pro aplikaci, nyni vsak pfi obecném vykladu neni diavod ménit
obvyklé znaky.
10) T kdy% si autor neumi predstavit, jak by v nasem piikladu ziskani &tvrté informace mohlo
ovlivnit vase dalsi chovani jakozto hypotetického Zenitbychtivého mladika — pokud byste

ovsem z jinych zdroju nevédél, ze ve skupiné je nanejvyse jedna Zena svobodna.
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noduseni pouzivat vyraz ,soud“ jen pro vyroky tvaru ze seznamu (i) — a vétsinou
vynechavat urceni ,subjekt-predikatovy“ — i kdyz mnozi autori pouzivaji slova
ysoud“ a ,vyrok“ ve stejném vyznamu). Samohlisky a, e, i, o byly vybrany
k oznaceni jednotlivych tvard soudi ve stfedovéku'"); maji sviij mnemotechnicky
vyznam (viz tfeti paragraf), ktery vSak v tomto okamziku pro nas nebude vy-
znamny.

Vychozi dva soudy nazyvame — v souladu s terminologii zavedenou ve vyro-
kovém poc¢tu — premisami. O premisich predpoklddame pouze, Ze jedna (fek-
néme'? prva) se tyka presné predikatt P a M v libovolném pofadi a druhé
premisa pojednava o predikatech S, M, a pouze o nich, opét v libovolném po-
fadi. Jako prva premisa piichazi tudiz v Gvahu kterykoli z nasledujicich 8 soudi
seznamu (i1):

a Kazdé M je P, i Né&které M je P,

(i4) Kazdé P je M, Neékteré P je M
e Zadné M neni P, o Neékteré M neni P,
Z4adné P neni M, Nékteré P neni M.

(Druhych) moznych premis tykajicich se piesné predikata S a M je také 8 a je-
jich seznam vznikne ze seznamu soudu (ii) prostou zaménou predikatu P predi-
katem S:

a Kazdé M je S, ©  Neékteré M je S,

() Kazdé S je M, Neékteré S je M
e Z4dné M neni S, o Neékteré M neni S,
Z4dné S neni M, Nékteré S neni M.

Sylogismem se rozumi trojice soudd sestévajici z jednoho soudu ze se-
znamu (ii), z jednoho soudu ze seznamu (ii’) a jednoho soudu ze seznamu (7).
Sylogismus je platny, jestlize z pravdivosti premis vZdy plyne pravdivost tietiho
soudu, nazyvaného zavérem.

Jestlize jako hypoteticky zenitbychtivy mladik ziskate informaci, Ze ve sku-
piné je kazda svobodna Zena pohledna, zvysi se vas zadjem o tuto skupinu. Pfitom
si pravdépodobné viubec neuvédomite, Zze tento soud je pravdivy i v pripadé,
ze ve skupiné viibec zadna svobodnd Zena neexistuje. Podvédomé totiz — na
zakladé obdrzené informace — asi prijmete dodateény predpoklad, Ze ve sku-
piné sleény existuji. Pii zkoumani sylogismti pfedpoklad neprazdnosti (védomé)
prijimal i Aristotelés, procez sylogismy platné za dodateéného piedpokladu ne-

11)
12)
13)

Williamem z Shyreswoodu

podle tradice

Neni tfeba uvazovat vSech 8 soudu tykajicich se predikatti S a P, dalsi ¢tyfi dostaneme
prostou zaménou téchto predikdti — bez Gjmy na obecnosti vSak mtizeme provést tako-
vouto vymeénu pouze v jednom ze soudu vytvarejicich sylogismus, a proto v pripadé kazdé
ze dvou premis uvazujeme vsech osm moznosti.
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prazdnosti nékteré skupiny budeme nazyvat aristotelsky platné (pochopitelné
kazdy platny sylogismus je také aristotelsky platny — dodateény predpoklad
nejsme totiz povinni vyuzit).

Nyni jiz mtzete bez zdbran tvorit sylogismy a zkoumat jejich platnost. Vy-
sledky si muazete zkontrolovat na pocatku zavéreéného paragrafu této kapitoly,
kde jsou v tabulce uvedeny vSechny platné sylogismy. My se k této problema-
tice vratime na zacatku treti ¢asti tohoto paragrafu, kdy uz budete mit moznost
— v pripadé jakékoli pochybnosti — podrobnéji prozkoumat platnost sylogismu
metodou popsanou ve druhé ¢asti naseho paragrafu. Uvédomte si, ze neplatnost
sylogismu muiZeme prokazat protiprikladem, tzn. sestrojenim skupiny individui
s vlastnostmi zvolenymi tak, aby premisy byly pro tuto skupinu pravdivé, avsak
zavér nikoli.

Konstatujme explicitné, ze pro zkoumani platnosti sylogismt neni znalost
nasledujici pomérné rozsahlé ¢asti nezbytné nutna (coz naznacujeme petitem) —
pro kazdy jednotlivy sylogismus lze budto nalézt Gvahu prokazujici jeho platnost
nebo nalézt protipriklad ukazujici jeho neplatnost. Nasledujici pojednani pouze
ukazuje algoritmus, ktery nas vZdy dovede ke spravnému rozhodnuti o platnosti
sylogismu a budto ukaZze, jak platnost zdivodnit, nebo nés navede na konstrukei
protiprikladu.

k 3k %

Pii grafickém zobrazeni'® soudu tykajiciho se napt. vlastnosti S pouzijeme jako
jednu soucést obdélnik!'® (viz diagram 1). (VySrafovany) vnitfek obdélniku bude pfed-
stavovat mnozinu téch uvazovanych individui, kterd maji vlastnost S, a vnéjsek obdél-
niku bude naproti tomu reprezentovat mnozinu uvazovanych individui, jez vlastnost S
nemaji. (V pfipadé predikdtu byt svobodna“, ktery zkoumate jakozto hypoteticky ze-
nitbychtivy mladik, se do vnitfku obdélniku oznaceného S shromazdi vsechny svobodné
Zeny z uvaZované skupiny a vné (oblast oznacena —S) zlistanou vSechny Zeny z vysSet-
Fované skupiny, které svobodné nejsou.)

14) Grafické zobrazovéani navrhl Leonhard Euler jiz r. 1768 (viz [Eul]), av8ak v naSem textu
budeme uzivat grafické vyjadieni navrzené Johnem Vennem koncem 19. stol. (viz [Ve]),
pozdéji tyz princip grafického zobrazovani byl pouzivan obecnéji pfi vizualizaci zakladnich
pojmu teorie mnozin.

Pro pozdéjsi uziti poznamenejme, ze ¢tverec (v protikladu k nékterym autorim skolskych
ucebnic) povazujeme za obdélnik, ktery ma jesté dodatecnou vlastnost (napt. ,,mit vSechny
strany stejné dlouhé“). Muzete se také rozhodnout dat pfednost napf. kruhtm misto
obdélnikd, tyto vSak maji jisté vyhody.

15)
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-S

Diagram 1 Diagram 2 Diagram 3a

Budeme-li se najednou zabyvat dvéma vlastnostmi, napf. vlastnostmi S a P, je
vhodné uvazovat obdélniky dva (viz diagram 2). Ctverec I vysrafovany doleva i do-
prava predstavuje mnozinu téch individui, kterd maji jak vlastnost S, tak i vlastnost P.
Ctverec J vysrafovany pouze doleva piedstavuje mnozinu individui, jez maji vlastnost S,
avSak nemaji vlastnost P. Ctverec K vysrafovany jenom doprava piedstavuje mnozinu
individui majicich vlastnost P a soucasné nemajicich vlastnost S. Zbytek obrazku (ob-
last znacena L) pfedstavuje mnozZinu individui, které nemaji ani jednu z vlastnosti S
a P. Pismena I, J, K odkazujici na jednotlivé oblasti diagramu 2 budeme uzivat v celé
Casti textu popisujici algoritmus urceny k rozhodovani o platnosti sylogismii.

Pii grafickém znazornovani tii vlast-
nosti kreslime obdélniky tfi (viz dia-
gram 3a). Ctenaii by mél byt jiz jasny vy-
znam jednotlivych oblasti. — Je vyznam
opravdu zfejmy? — Napriklad tfemi smé-
ry Srafovana oblast B predstavuje mnozinu
individui, které maji vSechny tfi vlastno-
sti; pouze svisle srafované oblast G pred-
stavuje mnozinu individui, kterd maji
vlastnost M a nemaji ani jednu z vlast-
nosti S a P. Pro jistotu pfipojujeme di-
agram 3b, na kterém do jednotlivych ob-
lasti zakreslujeme obrazky, které charakte-
rizuji vlastnosti individui nalezejicich do Diagram 3b
té které oblasti. Svobodné Zeny jsou za-
kresleny bez Cepce. (Znéte jesté obrat ,dostat se pod ¢epec majici tyZ vyznam jako
yvdati se“?) Usmivajici se Zeny oznacuji zeny puvabné (ty, které se neusmivaji, pfed-
stavuji neptivabné Zeny). Matematicky se v naSem diagramu vyznac¢uji tim, Ze nosi
nausnice ve tvaru Y . Pismena A-G uzitd v diagramu 3a budeme nadale pouzivat pii
popisu naseho algoritmu.

Popisme nyni, jak Ize vyjadrit jednotlivé soudy tykajici se vlastnosti S a P. K tomu
ucelu se vsak nejprve umluvme, Ze prazdnost mnoziny reprezentované jakoukoli oblasti
budeme vyjadfovat tim, ze do této oblasti napiSeme znak 0 a samoziejmé zcela analo-
gicky neprazdnost mnoziny predstavované jakoukoli oblasti budeme vyjadfovat tim, ze
do této oblasti napiSeme znak 1.
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&> &> K

Diagram 4 Diagram 5 Diagram 6 Diagram 7

(1a) Soud ,Kazdé S je P“ znamend, Ze vSechna individua s vlastnosti S maji i vlastnost
P, tzn. neexistuje individuum s vlastnosti S, které by nemélo vlastnost P. Tento
soud lze tudiz vyjadrit, ze mnozina predstavovana ¢tvercem J je prazdna, tzn.
zapsanim 0 do ¢tverce J (viz diagram 4).

(1b) Zcela analogicky soud ,,Z4dné S neni P vyjadfuje neexistenci individua s vlast-
nosti S, které by mélo soucasné vlastnost P. Takze soud, jimz se pravé zabyvame,
je ekvivalentni umisténi 0 do &tverce I (viz diagram 5).

(1c) Podobné soud ,Nékteré S je P“ je pravdivy, pravé kdyz existuje alespon jedno
individuum majici obé vlastnosti S a P, coz vyjadiime umisténim znaku 1 do
¢tverce I (viz diagram 6).

(1d) Na zavér si uvédomme, ze soud ,Nékteré S neni P vyjadiuje existenci alespon
jednoho individua, jez ma vlastnost S a soucasné nema vlastnost P, neboli zna-
mend presné neprazdnost mnoziny reprezentované ctvercem J, takze zkoumany
soud vyzna¢ime zapisem 1 do &tverce J (viz diagram 7).

A uz muZeme zacit hrat nasi hru, kterou zpocatku hrajeme na hraci desce s ob-
lastmi A-H (viz diagram 3a), a poté vysledek ,pfepiSeme® na desku s oblastmi I-L (viz

druhy diagram).

Diagram 8 Diagram 9

Pravidla (1a)—(1d) aplikovand jak na dvojici M, P, tak také na dvojici M, S od
nas vyzaduji oznacit nékteré oblasti diagramu 3a ¢islicemi 0 nebo 1. (Napfiklad soud
,2Kazdé M je P“ ndm piikazuje vyznacit nulou oblast sestavajici ze ¢tverci D a G.)
Tyto oblasti se vSak nyni v tfetim diagramu skladdaji ze dvou podoblasti (jak uz nas
priklad ukazuje), je proto jesté potfeba si uvédomit pravidla pro oznacovani podoblasti:
(2a) Pokud mame oznacit 0 néjakou oblast skladajici se ze dvou podoblasti, ozna¢ime

0 obé podoblasti (neni-li v celé oblasti Zadné individuum, nemize byt ani v zadné

podoblasti). Napfiklad soud , Kazdé M je P“ vyjadiime zapisem 0 do obou ¢tverct

D a G (viz diagram 8).

(2b) Jestlize pravidla (la)—(1d) vynucuji oznaéit znakem 1 néjakou oblast sklddajici
se ze dvou podoblasti a jedna z téchto podoblasti jiz byla oznacena znakem 0,
oznaéime druhou podoblast znakem 1 (pokud se mé individuum vyskytovat alespon
v jedné ze dvou podoblasti a soucasné vime, Ze se v jedné z nich nevyskytuje, musi
se zcela urcité nachazet ve druhé).
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(2¢) Prikazuji-li ndm pravidla (1a)-(1d) oznacit 1 né&jakou oblast skladajici se ze dvou
podoblasti a zadna z téchto oblasti nebyla dosud oznacena znakem 0, napiseme 1 na
»blot“ (hranici) mezi témito dvéma oblastmi, protoZe nevime, do které podoblasti
bychom méli 1 napsat — napft. soud ,, Nékteré P je M* je znazornén diagramem 9.
Znéazornéni dalstho soudu nas mize donutit ,zahnat 1 s plotu*“ do nékteré z prileh-
Iych oblasti (bude-li dodateéné jedna oblast ,p¥iléhajici k plotu® oznacena 0, musi
byt 1 ,zahnéna s plotu“ do druhé oblasti, viz pfiklad 2).

Po vyplnéni oblasti A—G na zakladé soudt (1) a (2) za¢neme zkoumat ,piepis«1%)

znakti 0, 1 do oblasti I a J (pouzitim stejnych pravidel se mizeme pokusit vyplnit

i ¢tverec K, protoze vSak na rozhodovani o platnosti sylogismu nemé takovéto vyplnéni

zadny vliv, neni tfeba se naméhat):

(3a) Je-li alespori jedna podoblast nékteré z oblasti I a J oznaéena 1, oznacime 1 celou
oblast (existuje-li prvek v nékteré podoblasti, musi existovat v celé oblasti).

(3b) Jestlize jsou obé podoblasti nékteré z oblasti I a J oznadeny 0, ozna¢ime 0 celou
oblast (neexistuje-li prvek v Zddné podoblasti, nemize existovat dokonce v celé
oblasti).

(3c) Pro jistotu pfipojme explicitné jednak, ze mame-li oznacenu znakem 0 jen jednu
z podoblasti a druhé je nevyplnéna, nemame dost informaci, abychom v tomto
ptripadé provedli prepis na oblasti I a J, a jednak, ze znaky 1, které zlstaly ,na
ploté“ nebereme v ivahu, protoze by také mohly skoncit v jiné oblasti, nez bychom
vyuzili pfi pocitani.

Oznaceni oblasti I a J pomoci 0 a 1 nyni muze reprezentovat nékteré soudy ze se-

znamu (2). Pro tyto soudy jakozto zdvéry je sylogismus platny, pro ostatni nikoli.
Diagramy néas dokonce navedou, jak sestrojit protipriklady prokazujici neplatnost

prislusnych sylogismii:

(4a) Doplnime do vsech oblasti A-G znaky 0 nebo 1 tak, aby po pfepisu doplnéného
diagramu do oblasti I a J, takto vznikly diagram neodpovidal zavérecnému soudu
vyvraceného sylogismu. (MozZnosti doplnéni byva vice, a proto byva mozno sestrojit
vice ruzngch protiptikladt; pokud je to mozné, snazime se o protipriklad, ve kterém
jsou v8echny oblasti S, P a M neprazdné — takovyto protipfiklad ukaze i aristo-
telskou neplatnost sylogismu.) Pfi tomto doplnéni vSak musime nejprve ,zahnat
vSechny 1 s ploti“, jednu kazdou do nékteré z oblasti ptilehlych k jejimu plotu.

(4b) Protipfikladem bude mnozina tvofend individui zastupujicimi oblasti ozna¢ené zna-
kem 1 a jedno kazdé z téchto individui bude mit, ¢i nemit vlastnosti S, P a M podle
toho, jakou oblast zastupuje. Takze kazd4d mnozina takto vytvorena jako protipfi-
klad pro néjaky sylogismus bude mit nanejvys 7 individui (redlné jesté podstatné
méngé).

Pii ovérovani aristotelské platnosti sylogismi budeme mirné modifikovat predchozi
hru tim, ze pfiddme navic jedno pravidlo (reprezentujici pfedpoklad neprazdnosti):

Jestlize v diagramu s oblastmi A-H t¥i podoblasti nékteré z oblasti oznacenych
pismeny S, P a M jsou zaplnény znakem 0, musime do zbyvajici oblasti dopsat
znak 1

(je-li vyloucena pfitomnost individua ve v8ech podoblastech (uvedenych oblasti) kromé
jedné, zaruéi predpoklad neprézdnosti existenci individua ve zbyvajici podoblasti). Vy-

16) Autor doufé, Ze alespon tento prepis nebude muset v brzké budoucnosti &tenaf realné
provadét, tzn. Ze z prvého diagramu jiz nahlédne vysledek.
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znam znaku 1 je naprosto stejny jako znaku 1, rozdilnost znaceni pouze upozorinuje na
to, Ze hrajeme hru s predpokladem neprazdnosti.

Priklad 1. Zkoumejme sylogismy, které maji premisy

(1) Z&adné P neni M,
(2) Kazdé S je M.

Prvy soud ptikazuje oznacit ob- 0
lasti B, E nulami, druhy naproti tomu
vyzaduje polozeni nul do oblasti A, C 0 0
(viz diagram 10a). Obé podoblasti ob- 0 0
lasti I jsou oznaceny nulou a tedy ne-
zbyva nez oznacit znakem 0 celou ob- S M P S P
last I (viz diagram 10b). Pro oznaceni
oblasti J neméme dostatek informaci, Diagram 10a Diagram 10b

nechame ji proto nevyplnénou.

Oznaceni oblasti I nulou odpovida soud

(3e) Zadné S neni P,
a proto sylogismus, jehoz poc¢atecnimi
soudy jsou (1) a (2) a jehoz zdvérec- 0
nym soudem je (3e), je platny.

Zbyvajici sylogismy s premisami

(1) a (2) nejsou platné. Diagramy 11a 0 0

a 11b nas inspiruji k vytvofeni mno- 0 0 0 1

Ziny s jedinym individuem F (kde in- 0 0

dividuum F ma3 vlastnost P a nema S M P S P
druhé dvé vlastnosti), kterd najednou

poslouzi jako protipriklad pro sylo- Diagram 11a Diagram 11b

gismy koncici jednim ze soudi:

(3%) Nékteré S je P.
(30) Nékteré S neni P.

Avsak naSe variantni hra ptika-
zuje v diagramu 10a doplnit podob-
lasti D, F znakem 1 (viz diagram 12a), 0
z néhoz néasledné obdrzime dia-
gram 12b a tak nahlédneme aristotel-

skou platnost sylogismu s premisami 0 0
(1) a (2) a zakonéeného soudem (30). 0 1 0 1
Dosud jsme nerozhodli o platno- 1
sti sylogismu s premisami (1) a (2) S M P s P

a zaveérem

(3a) Kazdé S je P.
Uvédomme si, ze i v pfipad€, Ze nejsme nuceni pravidly variantni hry vyplnit podoblasti
D, F znakem 1, muZeme tak ucinit. Diagram 12a nas inspiruje k vytvofeni mnoziny s in-
dividui D, F (z nichz prvni{ ma pfesné vlastnosti S a M a druhé m4 pouze vlastnost P).
Vytvofend mnozina prokazuje neplatnost sylogismu se zavérem (3a).

Diagram 12a Diagram 12b
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Priklad 2. Nyni se budeme za-
byvat sylogismy, které maji premisy

(1) Z4dné M neni P.
(2) Nékteré M je S,
1

tento priklad vsak jiz zkuste nejprve S M p s »

vyresit sam.

Prvy soud vyzaduje, abychom o-
znacili oblasti B, E nulami, druhy za- Diagram 13a Diagram 13b
da zapsani 1 do nékteré z oblasti B, D
(viz diagram 13a); tedy urcité do oblasti D. P¥i pfepisu téchto zépisi do diagramu 13b
ziskdme 1 v oblasti J, pro zaneseni znaki do druhé oblasti nemédme dostatek informaci.
TakZe sylogismus se zévérem (30) je platny (viz diagram 13b).

0 1
0 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1
S M P S P S M P S P
Diagram 14a Diagram 14b Diagram 15a Diagram 15b

Ukazme, Ze sylogismy se zavéreénymi soudy (3a),
(3e) a (31%) nejsou platné. Jako protipiiklad pro sylogismy
se zavéry (3a) a (3%) poslouzi (viz diagramy 14a a 14b)
mnozina s individui D, F a pro sylogismus se zavérem
(3e) mnozina individui A, D (viz diagram 15a a 15b).

Pfi oznacovani oblasti A-G v souladu se soudy (1) 0
a (2) bylo vyhodné zac¢inat soudem (1), tj. soudem tva-
ru e, nicméné zacneme-li soudem (2) (tvaru ), dojdeme
ke stejnému vysledku: Nejprve podle soudu (2) napi-
Seme 1 ,na plot“ mezi oblasti B, D a na zékladé soudu (1)
zapiSeme 0 do oblasti B a E (viz diagram 16); poté jiz
zcela jisté musime ,zahnat 1 s plotu“ do oblasti D, protoze oblast B mé zakazanu, pro-
Cez ziskdme opét diagram 13a. Obecné feCeno: je praktické nejprve vyznacovat soudy
tvaru a, e, teprve pak soudy tvaru 2, o; pri obraceném poradi dojdeme ke stejnému
vysledku, avsak malinko obtiznéji.

Diagram 16

Priiklad 3. Ukazme si jednoduchy trik, kterym vyfe$ime najednou ¢tvrtinu vSech
sylogismt (prokazeme jejich neplatnost — srovnej podminku (2) pro platnost sylogismu
v tfetim paragrafu této kapitoly). Kterykoli ze soudti oznacenych ¢ nebo o v seznamu (i),
tzn. ze soudl ze seznamu (44%):
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Nékteré M je P,
(i) Nékteré P je M,

Nékteré M neni P,

Nékteré P neni M

nebo ze soudi vznikajicich ze soudd seznamu (i)

nahrazenim znaku P znakem S, je realizovan zapi-

sem 1 ,na néktery plot“ podle diagramu 17. S ploti

je mozno sehnat vSechny 1 do oblasti A, B a G (viz

diagram 18a), nebo ,na druhou stranu“ do oblasti Diagram 17

C, D, E a F (viz diagram 19a). V mnoziné s indi-

vidui A, B a G a rovnéz v mnoziné sestavajici z individui C, D, E a F — kterazto
individua maji, ¢i nemaji vlastnosti S, P, M podle toho, kterou oblast reprezentuji
— jsou pravdivé vSechny soudy dosud zkoumané v tomto prikladu. Na druhé strané
kazdy ze soudt ze seznamu (i) je nepravdivy alespon v jedné z uvedenych skupin (viz
diagramy 18b, 19b).

1 0
1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 1
S M P S P S M P S P
Diagram 18a Diagram 18b Diagram 19a Diagram 19b

Je tedy neplatny kazdy sylogismus skladajici se z jednoho soudu ze seznamu (4i7),
jednoho soudu vzniklého ze soudu ze seznamu (44¢) nahrazenim predikatu P predikitem
S a jakéhokoli soudu ze seznamu (i) jakozto soudu zavérecného. Pro kazdy takovyto
sylogismus poslouzi jako protipiiklad jedna ze dvou vyse popsanych mnozin. Protoze
jak seznam (7i7), tak také seznam (i) obsahuji pfesné &ty¥i polozky, ukdzali jsme pfed-
vedenym trikem neplatnost 4 - 4 - 4 = 64 sylogismi.

Uvédomme si, ze vSech sylogismi je 8 - 8 - 4 = 256.

Z hlediska uzivatele je tfeba umét rozhodnout o kazdém jednotlivém pripadu vyvo-
zeni — v tomto paragrafu problém omezujeme na vyvozeni, ktera jsou sylogismy. Z hle-
diska logiky, jakozto popisu spravného vyvozovéni, je tfeba (mimo jiné) umét popsat
presné vSechny platné sylogismy. OvSem vytvoreni seznamu vSech spravnych sylogismu
je mozno chapat také jako zabavu na drovni feSeni hlavolamt. Pro ¢tenare, ktery se
rozhodne k této ¢innosti (jez kromé zadbavy pfinese i pouceni) pfipojme t¥i poznamky:
(1) Soubor sylogismt je vhodné néjak strukturovat, abychom na néktery nezapomnéli
nebo jiny nezkoumali vicekrat. Jednim z moznych déleni je tradi¢ni rozdéleni na 4 fi-
gury (viz §3 kap. II). (2) Podle tfetiho pfikladu staci zkoumat 3 - 64 sylogismi, avSak
u kazdého je zapottebi vySetfit jak obecnou, tak i aristotelskou platnost. Pokud vsak
zacneme se zkoumanim aristotelské platnosti, zjistime, ze aristotelsky platnych je 24
sylogismt a poté sta¢i zkoumat obecnou platnost pouze téchto dvaceti ¢tyt sylogismii.
Zkoumani je pak omezeno na ,pouhych“ 3-64+ 24 pripadi. (3) Podafi-li se vdm vyfesit
cv. II-1.5, ubude vam jesté 3 - 16 pfipadd (o Sestnécti sylogismech zaéinajicich dvéma
soudy tvaru o jsme jiz rozhodli vyse).
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V textu tohoto paragrafu a v jeho cvicenich se objevi vSech 24 aristotelsky platnych
sylogismti (podrobnéji viz pocatek §3 nasi kapitoly) a nékteré sylogismy neplatné.

X % %k

Priklad 4. Je mozZno z premis

(1) ZAdny kos nem4 kiidla.

(2) Néktery ptak ma kiidla.
vyvodit zévér

(3) Néektery ptak neni kosem?

(Sledujte pouze vyvozeni a nepiihlizejte ke skutecnosti, ze kos kiidla ma.)
Sylogismus je platny: Ten ptak, ktery méa kiidla, nemtize byt kosem.

Priklad 5. Je mozZno z premis

(1) Zadny Cech neni Polak.

(2) Kazdy Cech je Evropan.
vyvodit zavér

(3) Néktery Evropan neni Polak?

Obecné neni vyvozeni korektni (pfedpoklady nezarucuji, ze néjaky Cech exis-
tuje). Pfijmeme-li v8ak (dokonce podle reality) dodateény predpoklad ,Existuje
alespoii jeden Cech.“, je vyvozeni spravné!”) — zdiivodnéni: podle dodate¢ného
predpokladu mtizeme zvolit Cecha; ten je podle premis Evropanem, ktery neni
Polédkem a je proto prikladem cloveéka, ktery soucasné je Evropanem a neni Po-
lakem.

Priklad 6. Je mozZno z premis

(1) Kazdy matematik je zapomnétlivy.

(2) Zadny student ze 3.B neni zapomnétlivy.
vyvodit zavér

(3) Néktery student ze 3.B neni matematikem?

Ne, nevime, zda trida 3.B existuje, tzn. jestli viibec existuje student 3.B.
Jestlize vsak takovy student existuje, je sylogismus platny, nebot kdyby ve 3.B
byl matematik, musel by soucasné byt i nebyt zapomnétlivy.

Povsimnéte si, ze v obou piikladech 5 a 6 jsou sylogismy platné aristotelsky
(a nikoli obecné), avsak v podminkach jejich platnosti je rozdil. V pfikladu 5
jsme potfebovali mit zarucenu existenci objektu majiciho spole¢nou vlastnost
obou premis (v obecném znaceni M) a v piikladu 6 jsme potiebovali existenci
objektu s vlastnosti znacenou v obecném pripadé znakem S.

17) P fedeni aristotelské platnosti pomoci vyse popsaného algoritmu je vhodné si povsimnout,
7e FeSeni zavisi na vypliiovani podoblasti ¢tverce M, véetné ctverce G, a to presto, ze tento
Gtverec neprotind ani obdélnik S ani obdélnik P. (V podoblastech B, E, G je zapsana 0;
ma-li byt v nékteré podoblasti ¢tverce M zapsana 1, musime ji dopsat do podoblasti D.)
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Priiklad 7. Je mozno z premis

(1) Kazdy kovovy predmét je vodivy.

(2) Kazdy médény predmét je vodivy.
vyvodit zévér

(3) Kazdy médény predmét je kovovy?

Ne — protiptikladem je naptiklad dvouprvkova skupina, ve které jedno in-
dividuum je médénym vodivym predmétem, ktery neni kovovy a druhé indivi-
duum je kovovy vodié, ktery neni médény. (Sledujte pouze vyvozeni a neptihli-
zejte k realité, kde méd je kovem.)

Priklad 8. Predstavme si, ze kromé predikdtu P méame je$té dalsi predi-
kit P’, jenz je silnéjsi — kazdy objekt, ktery méa vlastnost P’, ma rovnéz vlast-
nost P (jinak feceno kazdé P’ je P). Zkoumejme, pro které typy soudu plyne
ze soudu pro predikaty S a P tyz soud pro predikaty S a P’. Ptame se tedy na
platnost sylogismi:

(1) Kazdé P’ je P. (1) Kazdé P’ je P.

(2e) Zadné S neni P. (20) Nékteré S neni P.
pak pak

(3e) Zadné S neni P’. (30) Nékteré S neni P’.

a sylogismii:

(1) Kazdé P’ je P. (1) Kazdé P’ je P.

(2a) Kazdé S je P. (27) Nékteré S je P.
pak pak

(3a) Kazdé S je P'. (37) Nékteré S je P’.

(Pozor: znaceni ve znéni tohoto problému neodpovidé dfive uvadénému obec-
nému znaceni pro sylogismy. Ulohu vlastnosti P, M a S z obecného znadeni hraji
nyni po fadé vlastnosti P’, P a S.)

V horni dvojici jsou sylogismy platné — zdivodnéni pro prvy sylogismus:
objekt, ktery by mél soucasné vlastnosti S a P’, musil by mit podle prvni premisy
rovnéz vlastnost P, coz je ve sporu s druhou premisou; pro druhy sylogismus:
objekt, ktery ma vlastnost S a nema vlastnost P, nemutize mit podle prvé premisy
ani vlastnost P’.

Ve dolni dvojici jsou sylogismy neplatné (jako protipfiklad pro oba tyto sylo-
gismy miiZe slouzit mnozina tvorend individui D, E, z nichz prvni m4 vlastnosti S
a P a soucasné nem4 vlastnost P’ a druhé mé vlastnosti P a P’ a nema zbyvajici.

Takze soudy tvaru e, o si prechodem na silnéjsi predikat P’ zachovavaji
platnost, avsak soudy tvaru a, % nikoli.

V nasledujicich tlohach opét zapomente na pravdivost nebo nepravdivost
jednotlivych tvrzeni ve skuteéném svété a sledujte pouze logické vyvozeni.
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Uloha 1. Mtzeme z premis ,Kazdy plavec djcha Zzabrami.“ a ,Kazda ryba
plave.“ vyvodit zavér ,,Kazda ryba dycha zabrami.“?

Uloha 2. Mtizeme z premis ,, Kazdy plavec djcha zabrami.“ a ,Néktera ryba
plave.“ vyvodit zavér ,Kazda ryba dycha zabrami.“?

Uloha 3. Mtizeme z premis ,Néktery plavec nedycha zabrami.“ a ,Kazda
ryba plave.“ vyvodit zavér ,Néktera ryba nedycha zabrami.“?

Uloha 4. Muzeme z premis ,Néktery plavec dyché zabrami.“ a ,Nékterd
ryba plave.“ vyvodit zavér ,Neéktera ryba dycha zabrami.“?

Uloha 5. Mtzeme z premis ,Kazdy plavec djcha zabrami.“ a ,Kazda ryba
plave.“ vyvodit zavér ,Nékterd ryba dycha zabrami.“?

Ve cvicenich 6-10 méate zjistit, ktery zavér tykajici se vlastnosti , byt dité-
tem“ a ,byt Sikovny* je mozno vyvodit z vySetfovanych premis. Déle se ptame,
zda je mozno vyvodit n€ktery dalsi zaver piijmeme-li navic néktery z predpokladt
existence ditéte, existence hezkého ¢lovéka nebo existence sikovného ¢lovéka (po-
kud chcete byt — az prehnané — presny, nahradte slova ,,dité je hezké“ slovnim
spojenim ,dité je hezky ¢lovek“).

Uloha 6. Vyvozujte z premis ,,Kazdy hezky ¢lovék je sikovny.“ a ,Nékteré
dité je hezké.“

Uloha 7. Vyvozujte z premis , Néktefi hezci 1idé nejsou Sikovni.“ a ,Zadné
dité neni hezké.“

Uloha 8. Vyvozujte z premis ,,Zadny hezky ¢lovék neni Sikovny.“ a ,,Kazdé
dité je hezké.«

Uloha 9. Vyvozujte z premis , Kazdy hezky ¢lovék je nesikovny.“ a ,Nékteré
déti jsou hezké.“

Uloha 10. Vyvozujte z premis ,,Nékteii hezci lidé jsou nesikovni.“ a ,Nékteré
déti jsou hezké.“

ul) Ano.

u2) Ne; jako protiptiklad poslouzi mnozina se dvéma individui B, C, z nichz prvni je ryba-

plavec dychajici zabrami a druhé je ryba nemajici druhé dvé vlastnosti.

u3) Ne; za protiptiklad mtzeme vzit mnozinu se dvéma individui B, G, z nich# prvni je ryba-

plavec dychajici zabrami a druhé je plavec, ktery nema zbyvajici dvé vlastnosti.
u4) Ne; uvazte mnozinu se dvéma individui D, E, z nich# prvni je ryba-plavec nedychajici
zabrami a druhé je plavec dychajici zabrami, ktery neni rybou.
ub)

ub)

Obecné nikoli, za pfedpokladu existence ryb ano.

»INekteré dité je sikovné.“; zaddny z dodatecnych predpokladii nezaruci platnost dalsiho
soudu.

u7)

u8)

Nevyvodime zadny z uvazovanych souda.

,Z4dné dité neni sikovné.“; dodateény piedpoklad existence ditéte zaruéi navic platnost
soudu ,,Nékteré dité neni sikovné.“.

»INekteré dité neni sikovné.“; zadny z dodatecnych predpokladt nezaruci platnost dalsiho
soudu.

u9)

410) Nevyvodime 7adny z uvazovanych soudd.
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Uloha 11. Je moZno z premis
Kazdy ucitel matematiky uci také fyziku.
Néktery ucitel angli¢tiny uci také matematiku.
Zadny ucitel fyziky neudi ¢estinu.

vyvodit

Neéktery ucitel angli¢tiny neuci cestinu?

Uloha 14. Je mozno z tychz premis vyvodit
Neéktery ucitel matematiky neudci angli¢tinu?

Uloha 15. Je mozno z tjchz premis vyvodit

Néktery ucitel matematiky neudi Cestinu?

Pred zavérecnym prikladem shrime, ze pfi zkouméani sylogismu vydélujeme
z predikatového poctu jen malou ¢ast. Pfipoustime jen vlastnosti (tj. v terminolo-
gii predikdtového poé¢tu jen undrni predikaty) a navic vlastnosti musi byt presné
tfi (kazd& pfresné ve dvou soudech, takze také v kazdém soudu jsou piesné dvé
vlastnosti) a navic kazdy soud musi za¢inat nékterym ze slov ,Kazdy“, , Zadny“
nebo ,Néktery“ (neboli v terminologii predikdtového poétu kvantifikaci). Avsak
dokonce neuvazujeme ani vSechna tvrzeni, kterd vyhovuji popsanym omezenim
(napf. tvrzeni tvaru ,,Néktera S jsou =P*“ nejsou pro sylogistiku dost zajimava).
V nasledujicim paragrafu nahlédneme, ze z hlediska predikdtového poctu jsou uve-
dena tvrzeni zcela plnopravna a jejich vyfazeni z tivah je naprosto svévolné.

Naproti tomu z hlediska nékterych aplikaci mtze byt vyfazeni nékterych
tvrzeni opravdu smysluplné. Vratme se obloukem na za¢atek naSeho paragrafu
a dejme predikatim S, P a M stejny smysl jako tehdy. Tvrzeni z minulého
odstavce pak muzeme vyslovit jako

Ve zkoumané skupiné existuje neptivabné zZena, jez neni svobodné.

Jako hypoteticky zenitbychtivy mladik pokyvate hlavou a feknete si, ze k roz-
hodovani zda jit, ¢i nejit na vecirek zkoumané skupiny, je vam takové sdéleni zcela
k ni¢emu'®.

V piipadech s vice premisami se muize jedna vlastnost pii zadani vyskytovat
positivné i negativné. Pak muaze byt vyhodné po urcitou dobu chapat negaci

ull) Ano; z premis ,Kazdy ucitel matematiky uéi také fyziku.“ a ,Né&ktery ucitel anglictiny
uci také matematiku.“ vyvodime , Néktery ucitel anglictiny uci také fyziku.“.

u14) Ne; jako protipiiklad poslouzi $kola s jedingm uéitelem matematiky, fyziky a anglictiny,
ktery neuci cestinu.

u15) Ano; premisu ,,N&ktery ucitel angli¢tiny ué také matematiku.“ uzijeme jen k existenci
ucitele matematiky.

18) A tentokrat VAm — na rozdil od pozndmky 10 — rozhodovani neuleh¢i ani pripadné
védomi, ze ve skupiné je nanejvys jedna Zena svobodna.
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vlastnosti jako jakousi positivni vlastnost, na ni aplikovat to, co jsme se naucili
o sylogismech a teprve ve vhodny okamzik si uvédomit, Zze se jedna o negaci
jiné vlastnosti. Pti Gvahéach se také mutze ukazat vhodné uzit zdkond vyrokového
poctu (zejména zdkon dvojité negace). Pfedvedme si tyto moznosti na konkrétnim
ptikladu.

Priklad 9. Ukazme, Ze z premis

(1) Zadny vysoky student neumi anglicky.

(2) Neéktery student, ktery umi anglicky, necte basné.

(3) Kazdy student, ktery nesedi vpiedu, ¢te basné.

(4) Kazdy student, ktery sedi vpredu, rozumi fyzice.
je mozno vyvodit zavér

Neéktery student rozumi fyzice a neni vysoky.

Z tfeti a druhé premisy vyvodime (uvazujeme vlastnost ,nesedét vpredu“)

(5) Neéktery student umi anglicky a neni pravda, ze nesedi vptedu.
Uzivajice zékon dvojité negace pfeformulujeme (5) na

(5") Néktery student umi anglicky a sedi vpiedu.
Z premis (5’) a (4) vyvodime

(6) Neéktery student umi anglicky a rozumi fyzice.

Pozadovany soud je disledkem (6) a (1).

Pokud jste nevyfesili ilohy z bodu 6 ne-pfedmluvy, vrafte se k nim nyni.

CVICENI

II-1.1 Ukazte, Ze v kazdé skupiné soud ,Zadné S neni P“ je pravdivy, pravé
kdyz je pravdivy soud ,,Zadné P neni S“. Dale ukazte, ze soud ,Nékteré S je P«
je pravdivy, pravé kdyz je pravdivy soud , Nékteré P je S“.

II-1.2 Sestrojte skupinu, ve které je pravdivy soud ,,Kazdé S je P“ a souCasné
soud ,Kazdé P je $“ je nepravdivy.

II-1.3 Graficky v diagramech prozkoumejte platnost sylogismi, které maji premisy

(1) Nekteré M neni P,

(2) Kazdé M je S.

II-1.4 Graficky v diagramech prozkoumejte platnost sylogismi, které maji premisy

(1) Kazdé P je M,

(2) Z4dné M neni S.

II-1.5 Prokazte neplatnost vSech sylogismu, v nichz kazda (jednotlivd) premisa je
tvaru e nebo o. Navod: Ukazte, Ze v zddném ze ¢tvercu I a J neoznacite obé podoblasti.

I1-1.6 Problém, zda soudy zachovavaji platnost pfi prechodu na silnéjsi pre-
dikét zkoumejte nyni pro predikat S’, o kterém predpokladame, Ze je silngjsi
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nez S, tzn. predpokladame, ze kazdé S’ je S. Pro sylogismy uzité pii rozhodovani
budto zdtvodnéte jejich platnost, nebo najdéte protipriklady.

II-1.7 MtiZzeme z premis ,Kazdy dlouhovlasy je kudrnaty.“ a ,Zadny dlou-
hovlasy neni ¢ernovlasy.“ vyvodit zavér ,,Zadny ¢ernovlasy neni kudrnaty.“?

II-1.8 Mizeme z premis ,,Néktery dlouhovlasy je kudrnaty.“ a ,,Kazdy dlou-
hovlasy je Cernovlasy.“ vyvodit zavér ,Néktery Cernovlasy je kudrnaty.“?

II-1.9 Ktery soud tykajici se chytrych Zen a vlastnosti ,,byt hezkd“ je mozno
vyvodit z premis ,Kazdd mlad4 Zena je hezka.“ a ,Néktera mladéd Zena je
chytra.“?

II-1.10 Ktery soud o chytrych zenach a vlastnosti ,byt hezkd“ je mozno
vyvodit z premis ,Kazda hezka Zena je mlada.” a ,,Kazda mlada Zena je chytra.“?

I1-1.11 Prozkoumejte sylogismy (o rozumnych muzich a vlastnosti ,byt
chytry*), jejichz premisy jsou
(a) ,Zadny podnikavy muZ neni sportovec.“ a ,Né&ktery sportovec muz je ro-

zumny.“

(b) ,Néktery podnikavy muz je sportovec.“ a ,Kazdy sportovec je rozumny.*
(c) ,Kazdy podnikavy muz je sportovec.“ a ,,Zadny sportovec neni rozumny.“
II-1.12 Je mozno z premis
Kazdy ucitel matematiky uci také fyziku.
Zadny ucitel angli¢tiny neudi fyziku.
Kazdy uditel anglictiny uéi cestinu.
vyvodit zavér
Néktery ucitel ¢estiny neuci matematiku?
1I-1.13 Je mozno z premis pfedchoziho cviceni vyvodit zavér
Zadny ucitel ¢estiny neuéi matematiku?
1I-1.14 Je mozno z premis
Kazdy ucitel matematiky uci také fyziku.
Zadny ucitel angli¢tiny neudi fyziku.
Neéktery ucitel angli¢tiny neuci cestinu.
vyvodit zavér
Néktery ucitel angli¢tiny neuc¢i matematiku?
1I-1.15 Je mozno z premis
Neéktery ucitel matematiky uci také fyziku.
Zadny ucitel angli¢tiny neuci fyziku.
Neéktery ucitel angli¢tiny neuci ¢estinu.
vyvodit zavér

Néktery ucitel ¢estiny neuci matematiku?
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II-1.16 MizZeme z premis
Kazdy vysoky student umi anglicky.
Kazdy student, ktery umi anglicky ¢te basné.
Zadny student, ktery sedi vpfedu, necte basné.
Kazdy student, ktery rozumi fyzice, sedi vpredu.
vyvodit zévér

Néktery student rozumi fyzice a neni vysoky?
Nésledujici dvé cviceni jsou pfevzaty z knihy L. Carrolla Symbolické logika:

II-1.17 Mizeme z premis

Nemluvnata jsou nelogické.
Nepohrdame nikym, kdo dovede ovladnout krokodyla.
Pohrdéame nelogickymi osobami.

vyvodit zévér
Nemluvnata nedovedou ovladnout krokodyla?
1I-1.18 MiZeme z premis
(1) Zadny zralok nepochybuje o tom, 7e je dobie vybaven.
(2) Ryba, kterd nedovede tancit ¢étverylku je politovanihodna.
(3) ZAdna ryba si neni jista o svém dobrém vybaveni, neméa-li alespon tii
fady zubt.
(4) Vsechny ryby, s vyjimkou zralokd, jsou laskavé k détem.
(5) Tézké ryby nedovedou tancit ¢tverylku.
(6) Ryba se tfemi fadami zubi neni politovanihodna.
vyvodit zévér
Tézké ryby nejsou nelaskavé k détem?
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§2
ZAKLADY PREDIKATOVEHO POCTU

Vztah vyrokového a predikitového poctu lze — s védomim, ze kazdé pfirov-
nani je nepfesné — prirovnat ke vztahu chemie a fyziky. Chemie zkouma jednu
velikostni trovern (molekulovou) hmotného svéta; fyzika zkoumd drovné ,nizsi“
(atomarni a subatomdrni) i ,,vyssi“ (napt. fyziku téles). Analogicky mtizeme ché-
pat, ze vyrokovy pocet vydéluje ,stfedni“ troven logiky. Vyrokovy pocet totiz
zkoumad vlastnosti logickych spojek a zakladnim pojmem je pfitom pojem vyroku
(nebo pojem vyrokové proménné), jehoz strukturu jiz tento pocet dale neanaly-
zuje. Naproti tomu predikdtovy pocet se zajima o predikaty, proménné a logické
funkce, na jejichz zakladé se vytvareji vypovédi, kterym je prifaditelna pravdi-
vostni hodnota (tj. vyroky). Zkoumani tohoto druhu se da chapat jako prace na
arovni ,nizsi“ (,,podrobnéjsi“), nez je uroven vyrokového poctu. Déale predika-
tovy pocet pracuje s kvantifikaci a formule se soucasné buduji pomoci logickych
spojek a kvantifikatort (v tomto sméru jsou tedy logické spojky a kvantifikitory
chéapatelné na ,stejné“ trovni a jejich uziti se opakované stfida). V nasledujicim
paragrafu vSak ukazeme, ze kazdou formuli mizeme vyjadrit také v ,prenexnim
tvaru®, tzn. napred vytvorit potfebné zakladni formule, pak uzivat spojky po-
psané ve vyrokovém poctu (a nikoli kvantifikdtory) a na zavér uzit kvantifikitory
(a jiz ne spojky); tento vysledek lze chapat jako moznost odsunuti kvantifikace,
tj. nastroje specifického pro predikdtovy pocet, az na troven ,vyssi“ (,hrubsi“),
nez jsou logické spojky — nastroje vyrokového poctu.

*

Pomérné znacné ¢ast paragrafu (strany 119-139) je vénovana analyze a ma-
tematizaci (formalizaci) jazyka. Je jisté rozumné si rozmyslet, jaké prostiedky
pouzivdme v bézném vyjadiovani (a na ukézku napfiklad nahlédnout, jak mi-
Zeme pomoci omezenych prostfedki vyjadrit vztahy v roding), avSak z hlediska
logiky je takovyto rozbor jazyka pouhou piipravou pro popis naseho usuzovani
a nikoli tim, o¢ v logice skutecné jde, tzn. popisem lidského zpusobu vyvozo-
vani dusledkt. Musime proto prijmout, Ze to podstatné z hlediska logiky zacina
v tomto paragrafu az popisem vyvozovacich principt. Zejména text pied presnou
definici formule predikdtového poc¢tu (str. 134) je tfeba chéapat jako ,,pouhou
motivaci pro tuto definici.

* %k
Predstavme si studenty néjaké skoly a zkoumejme, jakymi jazykovymi pro-
stiedky se o takovéto skupiné vyjadiujeme a co o ni mizeme sdélit.
Skupina studentd se vyznacuje néjakymi vztahy mezi studenty, napf. ,byt
starsi nez“, ,,sedét vedle“, ,kamaradit se apod. Mizeme také zkoumat vlastnosti
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jednotlivych studentt napt. , byt ze 3.B“ nebo , byt muzem* apod. Vztahy mohu
byt nejrozmanitéjsi, avsak u kazdého vztahu musime presné védét, kolika objektt
se tyké. To mtize byt zcela ziejmé z popisu vztahu — napft. velice pravdépodobné
se shodneme, ze , byt starsi nez“ se tyka dvou objektt a ze byt ze 3.B“ vypovida
o objektu jediném. AvSak u nékterych slovnich vyjadieni neni jasné, o kolika
objektech vypovidaji, a je nutno dodat, ktery vztah méme na mysli — napft.
,byt ditétem“ se muze tykat t¥i objekti (pokud do vztahu s ditétem dame oba
rodic¢e) nebo dvou objekti (jestlize chdpeme ,byt ditétem“ jako vztah jednoho,
a to kteréhokoli, rodice a jeho ditéte) a dokonce se slovni spojeni ,byt ditétem*
miize tykat jediného objektu, coz nastava v pripadé, ze tomuto slovnimu spojeni
davame stejny vyznam jako slovni vazbé byt velmi mlady“.

Pro pocet objektti vstupujicich do vztahu se uziva oznaceni Cetnost; misto
o vztahu cetnosti n mluvime také ¢asto o m-arnim vztahu. TakZze napf. vztah
»,byt starsi nez“ ma Cetnost 2, vztah byt ditétem rodici“ méa cetnost 3 a vztah
,byt ditétem rodice“ ma Cetnost 2. Vztahy Cetnosti 3 se bézné nazyvajil) ter-
narni a misto o vztahu ¢etnosti 2 mluvime o binarnim vztahu. Vlastnost vypo-
vida o jediném objektu, je proto oznacovana jako unarni®. Abychom nemuseli
neustale rozliSovat viceetné vztahy a unarni vlastnosti, pouzivé se v obou piipa-
dech neutrélni slovo predikat. Pfedchozi pozorovani o vyznamu slovniho spojeni
,byt ditétem® muzeme nyni reformulovat tak, Ze je tfeba jesté dodat, zda se jedna
o ternarni, bindrni nebo unarni predikéat (neboli o ternarni vztah, o bindrni vztah,
nebo o vlastnost).

Z pohledu soucasné matematické logiky jsou vlastnosti pouze specidlni (a to
unérni) predikaty. Naproti tomu pii popisu Aristotelova pojeti logiky v prvnim
paragrafu jsme vidéli, Ze jeho zkoumadni sylogismi se soustiedovalo vyhradné
na vlastnosti a vicecetné vztahy nebyly uvazovany.

Velice dulezitym (bindrnim) vztahem je rovnost, té se budeme pozdéji véno-
vat podrobné&ji. Nicméneé se slusi jiz nyni uvést i priklady jinych vztahti v mate-
matice. V teorii mnozin je zakladnim vztahem , byt prvkem mnoziny“, ktery je

binarni (bézné pouzivame ... je prvkem mnoziny ...“); v geometrii je jednim ze
zakladnich vztahi ,lezet na“ (opét binarni, pouZzivame napft. vazbu ,bod ... lezi
na pfimce ...“), dilezitou vlastnosti trojihelniki je ,byt pravouhly“ (uzivame

vazbu ,trojuhelnik ... je pravouhly*).
*
Druhy vyjadiovaci prostiedek charakteristicky pro predikatovy pocet souvisi

s nenapadnym slovem ,student“. Timto slovem oznacujeme kteréhokoli — zatim
blize neurc¢eného — studenta z uvazované skoly. Mluvime proto o proménné,

1) Néazvy jsou odvozeny z latinskych slov pro troji a dvoji; slovo unarni je odvozeno od la-
tinského jeden.
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ktera ,probiha obor studenti z vysetfované skoly“ (zastupuje kterykoli objekt ze
zkoumaného oboru studentit).

Budeme-li chtit zduraznit, Ze proménné v predikatovém poctu ,,probiha obor
objektti“, budeme mluvit o objektové proménné; nicméné terminologie velice
kolis4, a tak se v ¢eské literatufe objevuji také nazvy individuovd?, predmétovd,
a dokonce rovnéz individudini proménna.

Kdybychom méli jen jedinou proménnou, vyjadiovali bychom velmi obtizné
svou myslenku zcela jednoznac¢né, napt. kdybychom uzili proménnou ,student®
a Fekli ,,Student se kamaradi se studentem.“ vyvolavalo by to dojem, Ze se student
kamaradi sam se sebou. Predpokladame tedy, ze mame vzdy dostatek rdznych
proménnych, abychom vyjadiili, ze mdize (ale nemusi) jit o rtzné objekty —
matematictéji feceno predpokladame, Ze systém proménnych je nekoneény. Pokud
nam nestac¢i znaky z néjakého systému znakt (napf. abecedy), pouzivame znaky
s indexy — nabyvaji-li indexy napf. hodnot pfirozenych ¢isel, mame zaruceno,
Ze (indexovanych) znaki je nekoneéné mnoho.

V nasich ptikladech o studentech skoly budeme, v souhlase s fe¢enym, pro
né pouzivat proménné s, s1, Sa, ... Jesté jednou zduraznéme, ze pouziti dvou riz-
ngch proménnyjch nap¥. s1, so nam automaticky nezajistuje, Ze miuvime o riznijch
studentech.

Pro predikatovy pocet vSak nejsou charakteristické ani tak proménné samy
0 sobé, vyznacné je zejména jejich uziti pti tzv. kvantifikaci. Tuto logickou ope-
raci pridavame v predikatovém poctu k logickym operacim negace, implikace,
konjunkce, disjunkce a ekvivalence, které jsme zkoumali jiz v poc¢tu vyrokovém.
Pomoci kvantifikace matematizujeme spojeni bézného jazyka tvaru ,kazdy stu-
dent* a ,existuje student“; je proto prirozené, ze rozliSujeme dva typy kvantifi-
kace:

(1) Kvantifikace univerzalni (téz nazyvana obecnou nebo velkou kvanti-

i

fikaci') matematizuje obraty bézného jazyka ,pro kazdé ...“ (nebo ,pro vSech-
na ...“, ,pro libovolné ...“, atd.). Pro univerzalni kvantifikaci se nejéastéji po-

uzivd symbolu V, za ktery se pak pise proménnd, kterda je kvantifikovana; po-
drobnéji: jestlize s oznacuje néjakou proménnou pro studenta, pak slovni vazbu
ykazdy student” vyjadiime pomoci soustavy znakt (Vs).

Cestina pouziva na rozdil od vétsiny jazykd ,dvoji zapor® — v piipadé
zaporu bezprostredné za kvantifikaci pouzivame obraty ,,pro Zadné neni . .. “ nebo
yhikdo neni. .., atd.). Podrobnéji: zapis (Vx)—¢ budeme zasadné ¢ist v souhlasu
s pravidly pouzivani ¢estiny a ve snaze o jednoznac¢nost® ,Pro zadné z neni ¢.“
a nebudeme ho c¢ist ,,Pro kazdé x neni ¢.“.

2) Pojem individua a tim vysvétleni uvedeného nazvu podavame pii popisu sémantiky pre-
dikatového poctu ve druhé poloviné tohoto paragrafu.
3) viz poznamku o ¢teni zdporu psanou petitem na po¢atku prvniho paragrafu kap. I
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(2) Kvantifikace existen¢ni (téz mluvime o malé kvantifikaci) matemati-
zuje obrat ,existuje ...“ (téz ,existuje alesponi jeden ...“). Pfi zapisu existen¢ni
kvantifikace budeme pouzivat symbolu 3, za kterym néasleduje proménné, ktera je
kvantifikovana; podrobnéji: slovni spojeni ,existuje student“ budeme v symbolech
zapisovat uzivajice posloupnosti znaki (3s).

Symboly pouzivané pro zapis kvantifikace se nazyvaji kvantifikatory (pro
znak V opét uzivame slovni spojeni univerzalni, neboli obecny nebo velky kvan-
tifikitor a pro znak 3 existen¢ni, neboli maly kvantifikator)?).

Dohodli jsme se, Zze existen¢ni kvantifikace méa vyznam ,existuje alespon
jeden ...“, ¢tenare vSak mohou napadat otézky, pro¢ neuvazujeme také kvanti-
fikace matematizujici obraty typu ,existuje presné jeden ...“, ,existuji alespon
dva ...“ apod. V dalsim textu nahlédneme, ze podobné obraty budeme schopni
rovnéz vyjadrit, a to na zakladé existencéni kvantifikace pti pouziti predikatu rov-
nosti. Na druhé strané o matematizaci obratl typu ,existuje nekonecné mno-
ho ...“, ,témér kazdy ...“, ,,vétSina ...“ apod. se nebudeme v nasem textu ani
pokouset.

*

Tteti velice intuitivni a jednoduchy vyjadiovaci prostiedek ziskame, jestlize
si uvédomime, Ze ve skupiné studentd mtizeme vytknout urcité objekty napi. ,,Jan
ze 3.B* (slovnim popisem muzeme presné uréit jeden objekt za predpokladu, zZe
ve t¥idé 3.B je pravé jeden student, jenz se jmenuje Jan) nebo ,nejstarsi studentka
skoly* (slovni popis rozumné uréuje objekt za predpokladu, Ze $kolu navstévuje
alespon jedna studentka) apod. Vidime tedy, Ze mizeme mit dany znaky (napf.
Jan3B; nejststud) pro jakési konstanty — v nasem piipadé pro pfesné uréené
studenty.

V teorii mnozin je konstantou napf. prazdna mnozina, tj. ta mnozina, ktera
nemsé viibec zadné prvky; v aritmetice jako konstantu® bé&mé uvazujeme 0.

*

Pro predikatovy pocet jsou nezbytné proménné a alespon jeden predikat;
navic jsme v predchozi ¢asti zavedli pojem konstanty, jehoz motivace je velmi
prirozena. V predikatovém poctu se vSak mohou vyskytovat i matematizace dal-
Sich vyjadiovacich prostiredkd, k jejichz popisu za okamzik piistoupime. Pfedtim
je vhodné jesté jednou zduraznit, Ze pro obecné vyjadieni nasich myslenkovych

4) Znak 3 zacal uzivat Giuseppe Peano (1897) a znak V zavedl Gerhard Genzen (1938);
uvadi se, ze se jednd o obracend velkd prvni pismena slov existovat (v rtiznych jazycich)
a némeckého alle (vSichni), p¥ip. allgemein (obecny). Misto znakt V a 3 uzivaji néktef
autofi po fadé znaky A a \/, pfipadné podle Ch.S. Peirce X, II.

5) V textu hodlame rozlidovat konstantu O jazyka aritmetiky a intuitivni &slo ,nula“ zna-

¢ené 0. Prosim ctenare, ktery neciti potfebu tyto dva pojmy odlisit, aby zanedbal rozdil

mezi znaky 0 a 0.
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pochodti pii vyvozovani disledktt opravdu postacuji pouze predikéty, konstanty
a jeden druh proménnych, tedy prostfedky uvedené doposud (navic ani pojem
konstanty neni bezpodmineéné nutny). Zna¢né bychom si usnadnili nasledujici
praci, kdybychom jiné vyrazové prostiedky (tzn. funkce a vice druhti promén-
nych) nepfipustili. Pfed praktickym uzitim logiky bychom vSak museli popsat,
jak dalsi vyrazové prostiedky vyjadrit pomoci predikatii, proménnych a konstant
a hlavné bychom pii takovémto pristupu nereflektovali bézny zptisob vyjadio-
vani v matematice. Museli bychom napf. popisovat, jak opsat jinou formulaci tak
jednoduché zapisy jako napf. aritmeticky vyraz x + y, nebo jak opisovat jinymi
slovy moznost rtiznych proménnych pro body, pfimky, atd. v geometrii. Zvolime

vvvvvv

vvvvvv

definice termu (viz dale); umoznime sice ¢tenafi zabyvat se jen jednodusi definici,
kterda nepripousti funkce, nicméné dirazné upozornujeme jiz nyni, ze zanedbani
obecné definice termu v tomto paragrafu zapticini snizeni porozumeéni §1 kap. III.

Ve zkoumané skole muzeme rovnéz uvazovat funkci (feknéme §), jez kaz-
dému studentu vysSetrované Skoly prifazuje nejstarsiho studenta z jeho tiidy.
Nic ndm vsSak nebrani rovnéz kazdému studentu nasi skoly pfifadit (feknéme
funkci &) toho studenta z uvazované skoly, ktery je starsi, avsak vékové nejblizsi.
Takovato funkce & je definovana pro kazdého studenta s vyjimkou toho nejstar-
$tho; pro nejstarsiho studenta skoly funkci & néjak dodefinujeme, napf. tim, ze
nejstarsimu studentu pritadime jeho samého. Pomoci funkei § a & miizeme presné
popsat nékteré studenty nasi skoly. Napiiklad F(Jan3B) bude nejstarsi student
ze tiidy 3.B a &(Jan3B) bude ten student skoly, jenz je nejmladsi ze vSech stu-
denti starsich nez Jan ze 3.B — za predpokladu, ze Jan ze 3.B neni nejstarsim
studentem nasi skoly, kdyby nastal tento pfipad, bude & (Jan3B) prosté student
oznaceny Jan3B.

Jestlize zadavame funkci, musime také urcit pocet objektti, na nichz zavisi
vyslednd hodnota. Tento pocet se opét nazyva ¢etnost; funkci ¢etnosti n na-
zyvame zase ¢asto n-arni funkci. TakZe napf. vySe zavedené funkce § a & jsou
funkcemi Getnosti 1 neboli undrnimi. Funkce ¢etnosti 2 (resp. 3) se nazyvaji bi-
narnimi (resp. ternarnimi).

Presné stejné jako v piipadé predikatd miize vyznam slovniho spojeni za-
davajiciho funkci zaviset na udani ¢etnosti. Pro jednoho a téhoZ muze muze byt
hodnota unarni funkce ,nejstarsi dité*, pfifazujici mu jeho nejstarsi dité, rizna
od hodnoty binarni funkce ,nejstarsi dité“, pfifazujici jemu a jeho sou¢asné man-
zelce jejich nejstarsi spolecné dité.

V aritmetice pracujeme zejména s bindrnimi funkcemi souctu + a soucinu -.
Pokud zkouméme pfirozend ¢isla, uzivame c¢asto také unarni funkci nasledovnika
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pfirozeného ¢isla & (gotické S, coz je pocéate¢éni pismeno anglického successor);
pri praci s racionalnimi nebo realnymi ¢isly byvaji dalSimi uvazovanymi funkcemi
rozdil a podil. V teorii mnozin bézné uzivame binarni funkce priniku dvou mnozin
a sjednoceni dvou mnozin, avSak je zvykem rovnéz mnoziné pfifazovat mnozinu
vsech jejich podmnozin — takto popiSeme unarni funkci potence. V geometrii pii-
Fazujeme napf. dvéma riznym bodum pfimku, na niz oba lezi (vime, Ze takovéto
pfimka je jedind).

Konstanta uréuje pfesné popsany objekt, proménna urcuje néjaky zatim ne
pfesné uréeny objekt; na zdkladé konstant a proménnych miuzeme pomoci (opako-
vaného uziti) funkci vytvaret popisy dalsich objekti (pfesné budou tyto objekty
uréeny poté, co pfesné ur¢ime vyznam proménnych). Takovéto popisy objektu
budeme nazyvat termy. Matematicky presny popis pojmu ,term“ uvedeme po-
n¢kud pozdéji, ted pro pochopeni vyznamu pojmu uvedme, Ze termy v popisu
nasi skoly jsou napf. proménnd s (oznacujici studenta), konstanta Jan3B a za-
pisy z nich vytvofené pri vyuziti funkci. P¥i popisu uvazované skoly jsou termy
napt. zapisy tvaru §(s), §(Jan3B) a &(&(F(Jan3B))); aritmetickymi termy jsou
napf. proménné x,y, konstanta 0 a zapisy (vyuzivajici funkci 4+ a -) napf. tvaru
x+0al(x+0) -yl +v.

Pokud nepripoustime konstanty a funkce, splyva pojem termu s pojmem
promeénné.

*

Uvedli jsme, Ze se v predikdtovém poétu neobejdeme bez (objektovych) pro-
meénnych. Nicméné v nékterych pripadech je uzite¢né uvazovat dokonce proménné
rtznych druhti, a tim matematizovat dalsi vyjadfovaci prostiedek bézného jazyka.
Kromé proménnych (univerzalniho) druhu ,student nasi skoly“, které probihaji
cely vySetFovany soubor (studentii nasi skoly) miizeme uvazovat rovnéz proménné
druhu ,student 3.B“ (pfip. také proménné druhu ,student 3.A“, atd.), které pro-
bihaji obor student 3.B (resp. 3.A). Proménna druhu ,student 3.B¢ oznacuje
libovolného, zatim blize neurceného, studenta ze 3.B. Je zcela zfejmé, Ze obor
studentt 3.B je ¢asti oboru studentt nasi skoly, tedy vse, co je splnéno pro (kaz-
dého) studenta nasi skoly, je splnéno i pro (kazdého) studenta ze 3.B. Naproti
tomu obor proménnych druhu ,student 3.B“ neni ¢asti oboru proménnych druhu
ystudent 3A.“ (tyto obory dokonce ani nemaji spoleény prvek), takze ze splné-
nosti nééeho byt vSemi studenty 3A. nelze usuzovat na splnénost (a dokonce ani
jedinym) studentem ze 3.B.

V matematice pouzivame vice druhii proménnych zejména v geometrii, kde
je zcela bézné pouzivat proménné druhu ,bod*, proménné druhu ,primka“, pro-
meénné druhu ,kruznice“, atd. Proménné druhu ,,bod“ probihaji obor, ktery nema
spolecny prvek s oborem, jenz probihaji proménné druhu ,pfimka“. Naproti
tomu jestlize v matematice uvazujeme proménné probihajici obor racionélnich
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¢isel a proménné probihajici obor pfirozenych ¢isel, pak druhd proménné probiha
pouze ¢ast oboru, jenz probiha proménnd prvni; nasledné vse, co je dokdzano pro
v8echna raciondlni ¢isla (napf. v rdmci realnych ¢isel nebo v rdmci racionélnich
¢isel), je automaticky také dokdzano pro kterékoli pFirozené ¢islo (v témze ramci).

Pro jakykoli druh proménnych musi byt obor, ktery probihaji proménné
tohoto druhu, neprdzdng. Napiiklad druh proménnych ,student 3.B“ smime pou-
zivat pouze v pripadé, ze na zkoumané skole existuji studenti ze tiidy 3.B. Neni-li
v8ak na nasi skole t¥ida 3.E (tzn. je-li systém studentti 3E. prazdny), nepfipousti
se uzivani (zavedeni) proménné druhu ,student 3.E“.

X % %k

Jiz jsme zminili, Zze vyznamnym (bindrnim) predikdtem je rovnost. Vztah
rovnosti neni uzivan pouze pro vyjadfeni jednoduchych tvrzeni typu ,ja jsem
ja“, muze totiz prinaset velice podstatné informace. Jako priklad se ¢asto uvadi
astronomické pozorovani matematizované vztahem jitfenka = vecernice, ktery je
vyjadfenim toho, ze dva nebeské objekty piivodné pozorované jeden na vecerni
obloze a druhy na obloze ranni jsou objektem jedinym. Ovsem moznou netrivialitu
rovnosti zaziva (v omezené mite) jiz kazdy skolak, kdyz zjisti napf. vztah typu
3+7=5+5.

Predikat rovnosti je bézné uzivanym prostfedkem umoznujicim vyjadtit mno-
ho vlastnosti a vztahii a v nasem textu budeme pro zjednoduseni® vidy piedpo-
klddat, Ze rovnost je k dispozici. Vyjimecnost predikétu rovnosti tkvi také v tom,
ze je jedinym predikatem, pro ktery v logice automaticky prijimame zvlastni
axiomy, tzv. axiomy rovnosti.

Abyste si, mily ¢tenafi, uvédomil vyhodnost uziti rovnosti, zkuste uvazovat
studenty Skoly a jedinou dalsi ted uvazovanou vlastnosti budiz unarni predi-
kat , byt muzem“. Pokuste se vyjadrit, ze do uvazované skoly chodi alespon tii
studenti-muzi. — Mate jiz vyjadfeni této skutecnosti? — Pokud jste rovnost ne-
pouzil a vytvoril napt. vyjadieni ,,Existuji studenti s1, so, s3, ktefi jsou muzi.“,
pak jste, pfes vSechna varovani vyslovend pfi popisu pojmu proménné, nevyloucil
moznost, Ze vSichni t¥i studenti s1, 2, 53 jsou tymz studentem, tj. vase vyjadieni
zajistuje pouze, Ze do $koly chodi alespon jeden student-muz. Spravné vyjadireni
skutecnosti, ze do skoly chodi alespon tfi studenti-muzi je napt. ,Existuji studenti
S1, 82, 83, ktefi jsou muzi a ktefi jsou od sebe rizni.“ (pfi podrobnéjsim rozpisu
formulaci ,,Existuji studenti sy, so, s3, ktefi jsou muzi a s; neni roven s, a s; neni
roven sz a Sp neni roven $3.“).

k 3k %

6) Je sice mozno uvazovat predikatovy podet bez rovnosti, v mnoha pripadech je vsak nutno
uziti predikatu rovnosti néjak nahrazovat. Navic formulace nékterych tvrzeni logiky zavi-
seji na tom, zda je, ¢i neni predikat rovnosti k dispozici, a v nasem textu se nehodlame
takovymito podrobnosti zabyvat, lze je najit nap¥. v [So].
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Predstavme si, ze chceme Cast skutecnosti v uvazované skole popsat a po-
drobné prozkoumat. Nejprve si uréime, jakou ¢ast budeme zkoumat — k tomu
ucelu vybereme nékteré predikaty, pripadné také konstanty, funkce a druhy pro-
ménnych; takovyto systém vyrazovych prostfedkd nazyvame jazykem. Obvykle
popisujeme pouze ¢ast skutecnosti, protoze vydélenou ¢ast jsme schopni prozkou-
mat mnohem podrobnéji a navic tak vyniknou souvislosti mezi vybranymi prvky
jazyka, které by pfi soubézném zkoumani vétsi casti skutecnosti mohly byt pte-
hlédnuty.

Pro dalsi ivahy omezme tvahy o nasi skole jen na nékteré z dosud uvazo-
vanych predikatt, avsak kromé proménnych s, s1, S, ... probihajicich (vSechny)
studenty skoly, pripustme jesté navic druh proménnych u,uq,us,..., tyto pro-
ménné budou probihat ,,upovidané studenty“.

Jazyk Ls popisujici skupinu studentt skoly tedy obsahuje dva druhy pro-
meénnych s,... a u,... (pficemz prvni druh je univerzalni), déle necht jazyk ob-
sahuje dva binarni predikaty ,byt starsi nez“ > a ,kamaradit se“ Kam, unarni
predikat byt muzem* Muz, dvé konstanty Jan3B a nejststud (oznacujici Jana ze
3.B a nejstarsi studentku) a dvé unarni funkce §, & s vyse popsanym vyznamem.

Prikro¢me nyni k popisu formuli vznikajicich pomoci téchto vyrazovych pro-
stfedkil, matematicky feceno k popisu formuli jazyka Ls. P¥i vytvareni formuli
vyuzijeme nedavno ziskanou znalost vytvareni termt na zakladé konstant a funkci
jazyka Ls.

Zakladni formule” tykajici se nasi skoly budou vypovédi, ze zkoumani
studenti (popsani termy) jsou v tom kterém vztahu nebo Ze zkoumany student
(popsany termem) mé tu nebo onu vlastnost. Jinak feceno: zakladni formuli zis-
kame, jestlize do predikatu ,,dosadime” tolik termi, kolik je Cetnost predikatu.

Zakladni formule jazyka Ls budou odpovidat napf. slovnim spojenim ,,Stu-
dent je muzem.“ a ,Upovidany student je muzem.“ (do unarniho predikatu ,byt
muzem“ ,dosazujeme® v prvém piipadé univerzalni proménnou a ve druhém pro-
ménnou druhu v — v symbolech Muz(s) a Muz(u)), ,Nejstarsi studentka je
muzem.“ (do unéarniho predikatu ,byt muzem* ,dosazujeme* konstantu nejststud.
— v symbolech Muz(nejststud)), ,,Jan ze 3.B je starsi nez nejstarsi studentka®,
»Nejstarsi studentka je starsi nez Jan ze 3.B.“ (do binarniho predikdtu ,byt
starsi“ jsme v predchozich dvou pripadech ,dosadili“ dvé konstanty; zakladni
formule zapiSeme v symbolech Jan3B > nejststud a nejststud > Jan3B — uveé-
domte si, ze zménou poradi termti ,,dosazovanych“ do predikdtu mizeme dostat
riuzné formule!), ,Jan ze 3.B je starsi nez Jan ze 3.B.“ (do binarniho predikatu
jsme ,dosadili“ dvakrat tyz term — v symbolech Jan3B > Jan3B), , Student se
kamaradi s Janem ze 3.B.“ (do binarniho predikitu ,kamaradit se“ jsme ,dosa-
dili“ jednu proménnou a jednu konstantu — v symbolech Kam(s, Jan3B)) a také

7) Néktefi autofi pouzivaji ndzev atomicks (¢i atomarni) formule.
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slovnim spojenim ,,Prvni student se kamaradi s druhym studentem.“ (do binar-
niho predikatu jsme ,dosadili* dvé rtizné proménné — v symbolech Kam(s1, s2))
a ,,Student se kamarddi sam se sebou.“ (do bindrniho predikatu jsme ,dosadili*
dvakrat tutéz proménnou — v symbolech Kam(s, s)).

Ted se pokuste sdm vyjadrit v symbolech zdkladni formule ,, Nejstarsi student
3.B je muzem.“, ,Nejstarsi studentka je nejstarsi ve 3.B.“ a ,,Upovidany student
se kamaradi s Janem ze 3.B.“. — Doufam, ze vytvoreni symbolickych zapist
Muz(F(Jan3B)), F(Jan3B) = nejststud a Kam(u, Jan3B) vam necinilo zadné
potize.

Zkuste vyjadiit slovy nasledujici dvé zékladni formule (vzniklé ,dosazenim®
termt do binarniho predikatu rovnosti): F(Jan3B) = Jan3B a F(Jan3B) =
&(Jan3B). — Alesponl tu prvni byste mél, mily ¢tenari, preformulovat sdm —
prvni formule vyjadiuje, ze Jan3B je nejstarsim studentem ve tfidé 3.B, druha
hym nejstarsim studentem ve 3.B a navic nejstarsi student ze 3.B je Janovi ze 3.B
vékové nejblize ze vSech studentt celé skoly starsich nez Jan ze 3.B, nebo je Jan
ze 3.B nejstarsim studentem celé skoly.

Zakladni formule Kam(nejststud, (B (F(Jan3B)))) napsand v symbolech je po-

vvvvvv

dentka se kamaradi se studentem, ktery je druhy nejmladsi ze vSech studentd starSich
nez nejstarsi student ze 3.B — pokud takovy student existuje; pokud neexistuje, pak se
nejstarsi studentka kamaradi se studentem, ktery je starsi nez nejstarsi student ze 3.B —
pokud takovy student existuje; pokud neexistuje, pak se nejstarsi studentka kamaradi
s nejstarsim studentem ze 3.B.“.

V aritmetice jsou zékladnimi formulemi napt. 0 = y, y = 0 (v obou pied-
chozich formulich jsme do predikatu rovnosti ,dosadili“ proménnou a konstantu;
uvedené zakladni formule jsou rtizné, avsak nize popsané axiomy rovnosti zajisti,
Ze obé formule mayji tyz vyznam), 0 = 0 (,dosadili“ jsme dvakrat tutéz konstantu)
nebo x =y (,dosadili“ jsme dvé rtizné proménné). Jako piiklady zakladnich for-
muli, které vzniknou uzitim termt vybudovanych pomoci aritmetickych funkci,
term) a také (z+y) -z = x-z+y-x. Jaky je intuitivni vyznam formule x = &(0)?
— « je nasledovnikem 0, tzn. je ¢islem 1.

*

V prvé kapitole jsme popsali logické operace pouzivané ve vyrokovém poctu
(negaci, implikaci, konjunkci, disjunkci a ekvivalenci); tyto logické operace pouzi-
vame i v poc¢tu predikatovém, a to v témze intuitivnim vyznamu. V predikétovém
poctu jsme vsak logické operace rozmnozili jesté o kvantifikace a vSechny tyto
prostfedky budeme opakované uzivat pro tvorbu formuli predikatového poctu.

Formule vypovidajici o nasi skole pak odpovidaji napf. slovnim spojenim
»,Neni pravda, Ze nejstarsi studentka je muzem.“ (takto vyjadiime, Ze nejstarsi
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studentka je Zena; uvédomme si, ze predikat ,,byt zena“ neni k dispozici — v sym-
bolech ~Muz(nejststud)), ,, Jan ze 3.B neni nejstarsim studentem skoly.“ (v sym-
bolech =& (Jan3B) = Jan3B), ,Existuje student, ktery se kamarddi s Janem
ze 3.B.“ (v symbolech (3s)Kam(s,Jan3B)), , Existuje upovidany student, ktery
se kamaradi s Janem ze 3.B.“ (v symbolech (Ju)Kam(u,Jan3B)) a ,Nejstarsi
student ze 3.B ma ve skole kamaradku, ktera je starsi nez on.“ (v symbolech
(3s)[Kam(s,F([Fan3B)) & s > F(Jan3B) & ~Muz(s)].

Navazte na problematiku diskutovanou vyse a pomoci symboli napiste for-
muli vyjadiujici, ze v nasi Skole existuji alespon tfi studenti-muzi. — Ted jste
snad jiz nezapomnél pouzit rovnosti a napsal napft.

(3s1)(Is2)(Fs3)(Mui(sy) & Mui(se) & Muz(ss) &
& 81 = S9 &"Sl — S3 & -89 :83).

Nyni vyjadrete uzivajice pouze vyjadfovaci prostiedky uvazované k popisu
nasi Skoly, Ze existuji dvé kamaradky, které se jiz nekamaradi s nikym jinym.
— U% se vam to podaiilo? — ReSenim je napi. ,Existuji rizni studenti si, o,
ktefi spolu kamaradi a nejsou muzi, a kazdy student sz, ktery se kamaradi s prvni
z nich, je roven druhé z nich, a nadto kazdy student sy, ktery se kamaradi s druhou
z nich, je roven prvni z nich.“, tzn. v symbolech

(Fs1)(3s2)[Kam(s1, s2) & =51 = 52 & " Mui(s1) & ~Muz(s2) &
& (Vs3)(Kam(sy, s3) — s3 = s2) & (Vsq)(Kam(sz,s4) — s4 = 51)].

Mozné, Ze se vase vyjadreni lisi od vysSe uvedeného a nyni rozvazujete, proc¢ je vam
nabizeno néco jiného. V kazdém pfipadé byste si mél v tomto okamzik uvédomit,
Ze se jedna idea da vyjadiit vice zpusoby. Jako ilustraci uvedme jiné mozné vyjé-
dfeni ideje dvou kamaradek, které se jiz nekamaradi s nikym jinym®: | Existuji
ruzni studenti sy, so, ktefi spolu kamaradi, nejsou muzi a kazdy student sz, ktery
se kamaradi s kteroukoli z nich je nékteré z nich roven.“, tzn. v symbolech

(3s1)(3s2) (Kam(s1, s2) & =181 = s2 & " Muiz(sy) & ~Mui(ss) &
& (Vs3)[(Kam(s1, s3) V Kam(sz, s3)) — (s3 = s1V s3 = 59)]).

Uloha 1. Vyjadiete v symbolech jazyka Ls, Ze nejstarsi student skoly je
zenou, a to riznymi zptsoby podle zadani:
a) muzete pouzit cely jazyk Ls, avSak formule musi byt formuli zékladni;
b) nesmite pouzit konstanty a kvantifikovat smite nejvyse jednou;
¢) nesmite pouzit ani konstanty ani funkce jazyka Ls.

8) K ukézani, ze obé vyjadreni popisuji tutéz ideu, uzijeme fakt, %e zadny student se neka-

maradi sdm se sebou.

ul) a) G(nejststud) = nejststud (tj. nejstarsi studentka je nejstarsi v celé skole);
b) 3x)(B(z) = z & -Mui(z)); ¢) (Fz)[-Muz(z) & (Vy)(—~y > =z)] nebo
(Fz) [~ Muz(z) & —~(3y)(y ~ z)].
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Ted se naopak pokuste zdpisy v symbolech vyjadrit slovy. Jako prvni uvazte
formuli (Vs1)(Vs2)(s1 = s2Vs1 = s2V sy = $1) — uz se vam podafilo ji rozlustit?
— zapis vyjadiuje, ze ,,Ze dvou rtiznych studentid je vzdy jeden starsi.”.

A jaky vyznam priftknete zapisu (Vsq)(3s2)Kam(s1,s2) a zapisu
a (3s2)(Vs1)Kam(sy, s2)? — Vite jiz zda zépisy maji stejny vyznam? — Prvni
zapis vyjadiuje, ze kazdy student mé ve skole kamarada, druhy vsSak vypo-
vid4, Ze ve Skole existuje jeden student, ktery se kamaradi s kazdym studentem
gkoly. Doufam, ze jste si uvédomil, vaZzeny Ctenari, Zze zadménou poradi univer-
zalniho a existenéniho kvantifikdtoru se muze vyrazné zménit vyznam formule.
Naproti tomu zaménou dvou po sobé bezprostfedné nasledujicich univerzéalnich
nebo zaménou dvou po sobé bezprostredné nasledujicich existenc¢nich kvantifi-
katorti se vyznam neméni, napf. jak formule (Js1)(3s2)Kam(sy,sa), tak také
formule (3s2)(3s1)am(s1, s2) vypovidaji, ze existuji dva studenti, ktefi se spolu
kamaradi. Podrobnéji o mozné zméné vyznamu formule vzniklé prohozenim po-
fadi logickych znakt pojedndme v dalsim textu (viz tlohy 25, 29 a 31).

Jak se zméni vyznam dvou posledné zkoumanych formuli, jestlize promén-
nou s; zaménime proménnou wui, tzn. jaky je vyznam formuli
(Vup)(3se)Kam(uy, s2) a (Isa)(Vur)am(uy, s2)? — Samoziejmé, Ze prvni vy-
jadtuje, ze kazdy upovidany student se s nékym kamaradi a druhé, Ze existuje
student (ne nutné upovidany), ktery se kamaradi se vSemi upovidanymi studenty.
Zapsat, ze kazdy upovidany student kamarédi s néjakym upovidanym studentem

N 4

zapis (Vuy)(Jug)am(uq, usg).

V aritmetice je formuli napf. slovni spojeni ,Pro kazdé ¢islo = existuje
islo y tak, ze x + 0 = y“ (v symbolech (Vz)(Jy)(z + 0 = y)). Jaky je vy-
znam aritmetickych formuli (uvazujeme jen pfirozend ¢isla) (Jy)(y +y = )
a (Vy)(V2) (2 =60 & [y-z=2 — (y =2 Vy=6(0))])? Prvni formule vyja-
dfuje, Ze x je sudé. — Pro nalezeni vyznamu druhé formule pfipomenme, ze jsme
jiz zjistili, ze formule y = &(0) znamena, Ze y je jednickou. Tato ndpovéda by vam
méla stacit. — Druhd formule vypovida, Zze x je prvocislo (prvni ¢len konjunkee,
tj. formule =z = &(0), pozaduje, aby x nebylo ¢islem 1 — jednicku nepovazu-
jeme za prvocislo). Napiste formuli vyjadiujici, ze x je délitelné Sesti aniz uZijete
jakoukoli konstantu — FeSenim je napf. zapis (Jy)(32)(x = y+y & 2 = 24+ 2+2).

X % Xk

Protoze vyjadfovani vztahii a vlastnosti v omezeném jazyce je potfeba v nej-
ruznéjsich situaci (véetné matematickych teorii), objasnime pojem formule jesté
na nékolika pfikladech rodinnych vztahii. Budeme uvazovat t¥i predikaty: vlast-
nost ,byt muzem“ a dva binarni vztahy , byt ditétem rodice“ a ,byt manzely*,
které budeme po fadé znacit Muz, Dité a ManZ; ¢leny rodiny budeme oznacovat

proménnymi z, y, z, . . .; nepfipoustime ani konstanty ani funkce. (Pfedpokladame,
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ze v rodiné nedoslo k rozvodiim, iimrtim a opakovanym statkéim ani snatkim
mezi ¢leny rodiny, atd. — otéazky typu zda vdova po synovi je snachou nebo zda
tfeti manzelka prvniho manzela otcovy sestry je tetou, nehodlame feSit, natoz
feSeni vyjadfovat v matematizované podobé.) V nasledujici tabulce je v levém
sloupci zadan vztah, ktery mé byt vyjadien, a v pravém sloupci je slovni vyja-
dfeni uzivajici jen vyjmenovanych predikatd a pod nim ryze formalni formule.
Autor doufa, Ze jiz jste, mily ¢tenari, ztratil odpor k vyjadfeni v symbolech a zZe
budete schopen pfijmout tuto trochu formalismu. Abyste pii vlastni tvorbé vy-
jadreni vztahu reSeni nebyl ovliviiovan fesenim navrzenym autorem, doporucuji
vam si pravy sloupec zakryt a postupné odkryvat potiebny fadek pro kontrolu
(dalsi priklady lze nalézt ve cvicenich II-2.1 a I11-2.2).

T je otcem y T je muzem a y je dité x
Muz(x) & Dité(y, z);
x je dcerou y x neni muzem a x je dité y

“Muz(z) & Dité (z,y);

z je vukem y  x je muZem a existuje z takové, ze x je dité z a z je dité y
Muz(x) & (3z)(Dité (z, z) & Dité(z,y));

x je tchanem y x je muZem a existuje z takové, ze z je dité x a y, z jsou
manzelé

Muz(z) & (32)(Dité(z,x) & Manz(y, z)).

vvvvvv

pohled:

T je sourozencem ¥y existuje z takové, ze x je dité z a y je dité z a x,y

jsou ruzné

(32)(Dité (z, z) & Dité(y, z) & ~x = y);

x je sestfenici y T neni muzem a existuje u a existuji z;, zo od sebe riz-
né déti u takové, Ze x je ditétem z; a y je ditétem zo

“Muz(z) & (Fu)(Iz1)(T22)[Dité (z,21) &

& Dité(y, z2) & —z1 = 29 & Dité(z1,u) & Dité(za,u)];
pri matematizaci pojmu sourozenec musime totiz zabezpecit riznost uvazovanych
¢lent rodiny (zadny ¢lovék neni svym vlastnim sourozencem); v popisu sestfenice
musime zajistit, Ze se nejednd o sestru (musi existovat sourozenci, z nichz jeden
je rodi¢em x a druhy je rodi¢em y).

Vztah ,x je tetou y* zapiste jednak v slovnikové podobé (sestra otce nebo
matky) a jednak respektujice bézné uziti, pfi kterém se tetou nazyva také man-
zelka stryce. — V slovnikové podobé: x neni muzem a existuje u a jeho dité z
rizné od jeho ditéte x takové, Ze y je ditétem 2z — v symbolech
“Muz(z) & (u)(3z)(Dité(z,u) & Dité(z,u) & -z = = & Dité(y,z)). Druhy
vyznam vyjadiime pomoci popisu x neni muzem a existuje u a existuji z1, 2o od
sebe riuzné déti u takové, ze y je ditétem z; a budto x je rovné 2, nebo x a 29
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jsou manzelé — v symbolech
“Muz(z) & (Fu)(3z1, 22)[Dité (21, u) & Dité(za,u) & —21 = 29 & Dité(y,z1) &
& (22 = x V Manz(zq,x))].

Rozpoznejte, ktery rodinny vztah popisuji néasledujici formule (FeSeni jsou
v pravém sloupci):

“Muz(y) & Dité(x,y) y je matkou x;
(32)(Dité (z, z) & Dité(y, z) & Muz(z) & ~x =y) x je bratrem y;
(32)(Dité(y, z) & Dité(z,x)) y je vnoucetem z;
(321, 22)(Dité(y, z1) & Dité (21, z2) & Dité (22, ) & ~Muz(x)) z je prababickou y;
Muz(x) & (3z)(Dité(z,y) & Manz(z,z)) x je zetém y.

* x %

Uvedli jsme, Ze zkouméni néjakého jevu (napf. popisu uvazované skoly, avsak
také popisu aritmetiky) je vhodné zac¢it vymezenim jazykovych prostiedki, které
hodlame pouzivat, tzn. formulaci jazyka. To vSak nestaéi, zkoumany jev je tieba
dale charakterizovat né&jakymi tvrzenimi (tj. formulemi zvoleného jazyka) po-
zorovanymi ve zkoumaném vyseku skutecnosti (nezdvisle na tom, zda vyseku
svéta redlného nebo mysleného). Tato tvrzeni se pii nasledném zkouméni stanou
axiomy — prijiméme je jako zdkladni tvrzeni, kterd jiz nedokazujeme. Je pocho-
pitelné zadouci vybrat za axiomy tvrzeni, ktera vystihuji podstatu vysSetfovaného
jevu, nebot v takovém pfipadé budeme schopni z axiomt vyvodit netrivialni tvr-
zeni tykajici se zkoumaného jevu.

Jazykem a soustavou axiomu je urcena teorie; pro teorie budeme pouzivat
symboly T, S, ... Tvurci praci teoretického matematika mizeme popsat jako hle-
déni dokazatelnych tvrzeni v matematickych teoriich (napf. prokdzani urcitého
tvrzeni v geometrii, aritmetice apod.). Prvnim, kdo systematicky vyuzil vyvozo-
vani, byl Eukleidés (315-271 pf. Kr.), ktery ve svych Zakladech vyvozuje z né-
kolika axiomi celou nauku (geometrii, ale protoze aritmetiku chape jako soucést
geometrie, je mozno fici, Ze celou tehdejsi matematiku).

Deduktivni pfistup predvedeny pfi budovani geometrie ovlivnil celé pojeti
vyvozovémi véetné aplikaci mimo matematiku Matematicky popsatelné teorie se
nich desetiletich?) se b&mé vytvareji i ve védach spoleGenskych, tedy uZ vlastné
vsude ve védeé.

9) Nicméné jiz Spinozovo pojednani Etika (z r. 1665) predstavuje filozofii metodou véta —
— diikaz, tudiz ve znaéné formalni podobé. Podtitul knihy (podle vydani ndkladem Ceské
akademie véd a umeéni z r. 1926) ,,po geometricku vylozena“ se odvolava na Eukleidovo
uziti vyvozovani v geometrii.
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N4&s priklad skoly je pfilis jednoduchy. Abychom ziskali lepsi predstavu o vy-
znamu teorii, predstavme si radéji fyzika, ktery pro nase pochopeni svéta vytvoril
néjakou hypotézu. Pokud hypotézu formuluje dostateéné presné, vytvari teorii ve
smyslu logiky. V této teorii pak mutze prokazovat rtizné disledky pouze teoretic-
kymi tvahami, tzn. na zakladé principd popisovanych logikou. Tyto dusledky fy-
zik ovéruje pokusy. Pokud vysledky pokusti neodpovidaji dokdzanym dutsledktm,
nahlédne fyzik, ze jeho hypotéza je neudrzitelna, zavrhne ji a pokousi se vytvorit
jiny pohled na realny svét, tj. novou hypotézu. Pokud vSak pokusy odpovidaji do-
kazanym disledkim, stava se hypotéza ¢im dal tim vice pravdépodobnou a teorie
zachycujici takovouto hypotézu se stava ¢im dal tim vice vSeobecné piijimanym
popisem realného svéta.

Jednou z ¢asto uvazovanych teorii je napfiklad aritmetika (pfirozenych ¢éi-
sel). Jeji jazyk se sklddé z binarnich funkci soué¢tu + a soucinu - a unarni funkce
nasledovnika &, konstantou je 0; proménné znac¢ime obvykle z,y, 2, . .. a jedinym
predikatem je rovnost. Systémy axiomii Robinsonovy a Peanovy aritmetiky, kte-
rézto jsou nejCastéji pouzivany, uvedeme v prvnim paragrafu nasledujici kapitoly.
V pfedchozim textu jsme jiz predlozili nékolik piikladt z aritmetiky; zkontro-
lujte nyni zpétné, ze v téchto pfipadech nebyly pouzity jiné symboly nez symboly
jazyka aritmetiky.

Ve tfetim paragrafu uvedeme jako ptiklady jazyky a axiomatické systémy
nékolika malo dalsich matematickych teorii.

*

Pochopitelné kromé axiomt teorie budeme — stejné jako ve vyrokovém poctu
— pri dikazu uzivat axiomu logiky. Pro formulaci téchto axiomt jsou klicové
pojmy vazaného a volného vyskytu proménné. Piedvedme si proto tyto pojmy
na neustale diskutovaném prikladu skoly. Poté se jiz budeme vénovat pojmiam
formule, termu, vdzaného a volného vyskytu proménné ve v§i obecnosti.

O pravdivosti véty ,, Student se kamaradi s Janem ze 3.B.“ (symbolicky za-
psatelné formuli am(s, Jan3B)) nemé cenu obecné uvazovat diive nez uréime,
o kterého studenta se jedna — pro nékteré studenty muze byt formule pravdiva
a pro jiné nepravdiva. Protoze jediny vyskyt proménné ,student” v piedchéaze-
jici formuli potfebuje jesté upfesnit, nazyvame ho volnym. Naproti tomu véta
,Kazdy student se kamaradi s Janem ze 3.B.“ (rozsifujici pfedchozi slovni spojeni
o slovicko ,kazdy* a symbolicky zapsatelné formuli (Vs)Kam(s, Jan3B)) je budto
pravdivé nebo nepravdivé (vyznam je jiz plné urcen). Proménna s ma v predchozi
formuli dva vyskyty, na oba je aplikovana kvantifikace (prvni vyskyt se nachézi
bezprostiedné za kvantifikdtorem, druhy se nachazi ve formuli, na niz je kvanti-
fikator aplikovan); vyskyty proménné, na které je kvantifikace aplikovana nazy-
vame vazané. Vyse jsme dovolili spojovat formule pomoci logickych spojek, takze
muzeme vytvorit formuli (Vs)Kam(s, Jan3B) — Kam(s, Jan3B). Protoze spoje-
nim dvou formuli by se neméla ménit vazanost ¢i volnost toho kterého vyskytu
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proménné, je prirozené prohlasit, ze dva vyskyty proménné s v prvni ¢asti disku-
tované formule jsou vazané a ze dalsi vyskyt proménné s ve druhé ¢asti formule je
volny. Naproti tomu ve formuli (Vs)[Kam(s, Jan3B) — Kam(s, Jan3B)] je kvan-
tifikace aplikovana na formuli [Cam(s,Jan3B) — Kam(s,Jan3B)] (a nikoli na
formuli Lam(s,Jan3B) jako v predchozim piikladu), je proto pfirozené vSechny
vyskyty proménné s v ni oznalit za vazané. Aby nevznikly pochyby o vyznamu
pojmu vazany a volny vyskyt, uvedme jesté jeden piiklad a uvazujme formuli
(Vs1)Kam(sy, s2), ve které jsou dvé proménné si, s;. Oba vyskyty proménné s,
pochopitelné prohlasime za vazané, avSak vyskyt proménné s, oznacime za volny
— na formuli Kam(s1, s2) je sice kvantifikace aplikovana, ale tato kvantifikace se
tyka proménné s; ruzné od proménné ss.

Zkuste rozhodnout, které vyskyty proménnych jsou volné a které jsou vazané
jednak ve formuli (Vs1)[KCam(s1,s2) V (Vs2)(=Kam(s1,s2) — s1 = s2)] a jednak
v aritmetické formuli (Vz)(32)(x +y = 0 — y = 0). — Ze je to jednoduché!
— V prvni formuli jsou vSechny vyskyty proménné s; vazané, prvni vyskyt pro-
ménné s, je volny, dalsi tii jsou vazané; ve druhé formuli jsou vazané oba vyskyty
promeénné x, rovnéz vyskyt proménné z je vazany, avsak oba vyskyty proménné y
jsou volné.

* k%

Na tivod zcela obecného (a formélnéjsiho) popisu formuli daného jazyka L
shriime vsechny prostfedky jazyka, které mohou byt uzity. Pti zadani jazyka L
jsou uréeny znaky pro predikaty tohoto jazyka (a ke kazdému predikatu je udana
jeho Getnost, coz je nenulové ptirozené ¢islo); pro predikaty budeme uzivat sym-
boly P, Q, ... Predikat rovnosti se obvykle neudava pti vyctu predikatt jazyka,
byva pokladan za symbol logiky podobné jako logické spojky a kvantifikatory.
V naSem textu budeme vzdy predpokladat, Ze méme proménné univerzalniho
druhu, pro které budeme pouzivat zejména zévérecna pismena abecedy, tj. znaky
x,Y, 2, ..., piipadné s indexy. Nadto mohou byt zadany jesté dalsi druhy promén-
nych probihajici jen nékteré casti oboru vSech objektti; pak musi byt urceno, jaké
znaky budeme pouzivat pro proménné téchto druhii. Dale mohou byt zadany
znaky pro konstanty a funkce; pokud jazyk obsahuje funkce, musime u kazdé
z nich znét jeji Getnost, coz je pfirozené ¢islo'®); pro konstanty budeme uzivat
znaky ¢, ... a pro funkce symboly §,®, ...

V pripadé, ze jazyk L neobsahuje funkce, oznacujeme pojmem term vSechny
promeénné a konstanty jazyka L a nic jiného. Pro jazyky bez funkci popisuje tedy
nasledujici definice kompletné vsechny formule jazyka L. Pro jazyky obsahujici

vvvvvv

nice formule pro jazyky obsahujici funkce bude tplna az po této definici. Pofadi

10) V souladu s obvyklym piistupem nevylucujeme chapani konstant jako O-arnich funkci,
v nasem textu vSak ddme pfednost pirehlednosti pred jednoduchosti vyjadfovani a budeme
proto vysetfovat konstanty oddélené.
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vvvvvv

jazyku s funkcemi, toto své prani naplnit a skutecné tento pripad preskocit.

Pokud vam, vazeny ¢tenari, chybi presna definice vadzaného a volného vysky-
tu, naleznete ji jako dodatek k jednotlivym kroktm rekurze pti nasledujici definici
formule. Autor vSak predpokladd, Ze pro vétSinu ¢tenaiiu bude predchozi popis
pojmu volnych a vazanych vyskytd proménné dostatecny, a proto zminénou de-
finici uvadi petitem.

Formuli predikatového poétu jazyka L je jakykoli zapis, ktery dokézeme
sestrojit rekurzi s nasledujicimi parametry:

Stavebni kameny: znaky pro predikaty jazyka L, termy téhoz jazyka, znak rov-
nosti (tzn. znak =),
vyrokové spojky (tj. znaky —,—, & ,V a =), kvantifikitory
(tj. znaky V a 3)

a zavorky (jakozto pomocné symboly);
Zakladni formule: zapisy P(ty,...,tx), kde P oznacuje k-arni predikat jazyka L
nebo znak

rovnosti a ty, ..., tx jsou termy téhoz jazyka;

v zakladni formuli jsou vSechny vyskyty vSech proménnych volné;
Pravidla pro vytvareni dalsich formuli:

(a) je-li ¢ formule jazyka L, je formuli téhoz jazyka také jeji negace —p;
negace neméni charakter proménné, tzn. je-li vyskyt proménné volny (resp.
vazany) ve formuli ¢, je odpovidajici vyskyt ve formuli —¢ volny (resp. va-
zang);

(b) jestlize ¢ a 1 jsou formule jazyka L, jsou formulemi téhoz jazyka rovnéz
implikace (¢ — 1), konjunkce (¢ & 1), disjunkce (¢ V 1) a ekvivalence
(p = ) vytvofené uzitim formuli ¢ a ¥;

(binarni) logické spojky neméni charakter proménné, tzn. je-li vyskyt pro-
ménné volny (resp. vdzany) ve formuli ¢ nebo v, jsou odpovidajici vyskyty
ve formulich ¢ — ¥, 0 & ¥, ¢ V¢ a ¢ = 1 volné (resp. vazané);

(c) je-li ¢ formule jazyka L a je-li v proménnd (jakéhokoli druhu) jazyka L,
jsou formulemi téhoz jazyka také zapisy (Vv)p a (Jv)y;
ve formulich (Vv)p a (Fv)p je kazdy vyskyt proménné v véazany (vietné
vyskytu tésné za kvantifiktory v zapisech (Vv), (Jv)); byl-li vyskyt proménné
rizné od v volny (resp. vazany) ve formuli ¢, je odpovidajici vyskyt této
proménné volny (resp. vazany) jak ve formuli (Vv)ep, tak i ve formuli (Fv)ep.

Formuli budeme nazyvat uzavienou, jestliZze v ni jsou vSechny vyskyty vSech
proménnych vazané; formule se nazyva oteviena, pokud se v ni viibec kvantifi-
kator nevyskytuje (neboli jsou-li v ni vSechny vyskyty vSech proménnych volné).

Pro formule predikatového poctu budeme pouzivat znaky ¢, v, 9, ... Vyzna-
¢eni proménnych (tj. zapis tvaru p(z1,...,x,)) vyjadiuje, Ze vSechny proménné,
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které maji volné vyskyty ve formuli ¢, jsou mezi proménnymi x1, ..., z, (ale v se-
znamu mohou byt i proménné, které nemaji volné vyskyty ve formuli ¢, nebot se
v ni napf. viibec nevyskytuji).

1 = 2 & x2 = x3 ma volné vyskyty proménnych x1,xz2,x3, pfi jejim zkoumani se
tedy musime zabyvat vSemi tfemi proménnymi a je proto vhodné se zabyvat témito
proménnymi jiz prfi zkouméni slozek x1 = xzo a x2 = x3, tzn. zapisovat jiz slozky
1 = x3 a T2 = x3 ve tvaru p(z1,x2,23) a Y(r1,x2, T3).

Pri zapisu zakladnich formuli vznikajicich pomoci bézZné uzivanych znakt
pro binarni predikaty je zvykem psat tyto znaky mezi termy (a nikoli na zac¢atek
formule) — jsme v8ichni zvykli psat napf. z = y (resp. z < y) a nikoli = (z,y)
(resp. <(z,y); pro zvyseni ¢itelnosti vSak nékdy navic uzijeme zavorek a piSeme
(z =y), (z <y)).

Pro nésledujici priklady, tlohy 2-8 a cvic¢eni I1-2.3-11-2.9 necht La oznacuje
jazyk obsahujici proménné x,y, z, ..., unarni predikdt P a binarni predikat Q,
konstantu ¢, unarni funkci § a binarni funkci $). Zkoumejme, které zapisy jsou
formulemi jazyka La.

Ku prikladu fada zapist

Pz),z =zc=y,~c=y, (Plx)Vz=z),
(Vx)(P(x) Vo = 2),[(Vz)(P(z) Vo =2) — —c=y]

ukazuje posloupnost postupné vznikajicich formuli jazyka La, jejimz poslednim
¢lenem je zapis [(Vx)(P(z) V& = z) — —¢ = y] (v posloupnosti nejprve uzijeme
trikrat pravidlo popisujici vznik zakladnich formuli, a poté pravidla pro vytvareni
dalsich formuli v poradi: (a), (b), (c) a (b)). Protoze posloupnost je vytvofena
v souladu s pravidly pro tvorbu formuli, prokazuje konstrukce takovéto posloup-
nosti, ze (zavéreény) zapis [(Vx)(P(z) V2 = y) — —x = y| je formuli jazyka La.
Nicméné takovychto posloupnosti je mozno sestrojit vice, stejnou sluzbu nam
prokéze napt. posloupnost

z=2,P),(Plx)Ve =z), ¥Yx)(Plz) Vo =z),c=c,c=y,c =1y,
Fy)(e =), [Cy)(c =y) &z = 2, [(Va)(P(x) Vo = 2) = ~c = y],
kterd mé jiné poradi formuli a t¥i formule nadbytecné. Naproti tomu posloupnost
P(x),z =z, (Vz)(P(z) Vo = z),c =y,
Fy)(e =), [(Fy)(c =y) &z =z],[(Vo)(P(z) Vo = 2) = ~c=y],

neni vhodnou posloupnosti k prokézani, ze zapis [(Vz)(P(z) Va =y) — —x = y]
je formuli, protoze neni posloupnosti sestrojenou podle pravidel pro konstrukce
formuli predikdtového poctu (a fakt, Ze konéi potfebnym zpisobem, tj. formuli
[(Vz)(P(z) Vx =y) — -z = yl, jiz nemlze nerespektovani potfebnych pravidel
napravit).
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Ve formuli P(z) V = z jsou v8echny vyskyty vSech proménnych volné, tj.
formule je oteviena; ve formuli [(Vz)(P(z) Vx = z) — —¢ = y| jsou jiz vSechny
vyskyty proménné x vazané, vyskyty proménnych y a z zastavaji volné, formule
neni ani oteviend ani uzaviena. Ve formuli (Vy)(32)[(Vz)(P(z) Vo = 2) = ¢ = y]
jsou vSechny vyskyty vSech proménnych vazané, procez je formuli uzavienou a for-
mule ¢ = ¢ je formuli soucasné otevienou i uzavienou (proménné se v ni viibec
nevyskytuji).

Poznamenejme, ze zépis (Vz)P(z) je formuli jazyka La, nebot nase pravidla
pro vytvareni formuli povoluji kvantifikovat také proménnou, ktera se ve formuli
nevyskytuje (i kdyz — jak pozdéji nahlédneme — takovato kvantifikace nema
vliv na vyznam formule). Vyskyt proménné x je vizany a vyskyt proménné z je
volny (kvantifikitor je aplikovdn na proménnou z a nikoli na z!)

Naproti tomu napf. zépis P(z,z) nemtze byt formuli jazyka La obsahuji-
ctho wundarni predikat P; zapis P(xz = y) neni formuli jazyka La, protoze x =y
je formuli a nikoli termem jazyka La a rovnéz zépisy (P(z) & =z = x V P(y))
a (P(x) — Vy)(z = y — P(x)) nejsou formulemi jazyka La, nebotf nejsou
spravné uzavorkovany (v prvém piipadé nevime, zda méame zapis C¢ist
((P(x) & z = x)VP(y)) nebo (P(x) & (x = xVP(y))) a ve druhém ptipadé chybi
leva zévorka pied znaky Vy), po jejim doplnéni odpovidaji jedné pravé zavorce
na konci zapisu dveé levé zavorky).

Uloha 2. Ukaite, Ze oba zéapisy (Vz)(Vy)(V2)[(Q(z,y) & Q(y, 2)) — Q(w, 2)]
a (Vz)(Q(z,c) V Q(c,z)) jsou formulemi jazyka La. Pro druhy zépis naleznéte
alespon dveé ruzné posloupnosti prokazujici, Ze se jedna o formuli jazyka La. Které
vyskyty proménnych jsou volné a které jsou vazané? Jaky je vyznam zkoumanych
formuli?

u2) Posloupnost zapist
Oz, y), Qy, 2), Q(z, 2), (L=, y) & Ay, 2)), [(Qz, y) & Q(y, 2)) — Q(=, 2)],
(V2)[(Q(z, y) & Q(y, 2)) — Q(z, 2)], (Vy)(V2)[(Q(z, y) & Q(y,2)) — Q(=, 2)],
(Vz) (Vy) (V2)[(Qz, y) & Q(y, 2)) — Q(z, 2)]

prokazuje, Ze prvni zapis je formuli jazyka La. Fakt, Ze i druhy zapis je formuli doklada
jak posloupnost formuli

Q(z,¢), Q(¢,z), (L(z,¢) v Q(¢,x)), (V)(Q(z, ¢) V Q(¢, z)),
tak také napft. posloupnost formuli
(¢, z), Q(z, ¢), Az, z), (¢, ¢), (L, ¢) V Q(¢, z)), (Vz)(Q(z, ¢) V Q(¢, z)),

ve které je ¢astecné zménéno poradi zapisu a ve které jsou dokonce nékteré formule navic.
Vyskyty vSech proménnych v obou formulich jsou vazané, formule jsou tedy uzaviené.
Prvni formule vyjadfuje tranzitivitu predikdtu Q a druhd formule zajistuje, ze kazdy
objekt je ve vztahu Q ke konstanté ¢, avsak mize byt v tomto vztahu jak prvnim ¢lenem,
tak i ¢lenem druhym.
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Uloha 3. Prokaite, Ze zapisy (Q(z) & = = y), Q(z, Q(x,z)) a (Vc)Q(z,¢)
nejsou formulemi jazyka La.

Uloha 4. Rozhodnéte, zda zépisy (Vr)(Jy)Q(c,z), (Fy)( & 9O(c,x)),
(Vz)(3y)(—-R(z) — xz =y) a (Q(c,c) — (x)Q(z,x)) jsou formulemi jazyka La.

Pokud v jazyce pripustime funkce, definujeme pojem termu rekurzi vychaze-

vvvvv

a slozitéjsim termim.

Termem jazyka L je jakykoli zépis, ktery dokdzeme sestrojit rekurzi s né-
sledujicimi parametry (pro termy budeme pouzivat symboly t,s,...):
Stavebni kameny: znaky pro proménné a konstanty jazyka L, znaky pro funkce
téhoz jazyka a zévorky (jakozto pomocné symboly);
Zadkladni termy: znaky pro proménné a konstanty jazyka L;
Pravidlo pro vytvareni dalsich termu: oznacuje-li § jakoukoli n-arni funkci ja-
zyka L a jsou-li ti,...,t, termy téhoz jazyka, je zapis
S(t1,...,t,) termem téhoz jazyka.
Uloha 5. Ukazte, ze zépisy $(x, 3 (c)), H[F(c), F($(c,0))] aF(F[H(x, H(c, 2))))

jsou termy jazyka La. Pro druhy zapis naleznéte alespon dvé rtzné posloupnosti
prokazujici, Ze zapis je termem jazyka La.

Uloha 6. Prokazte, ze zépisy 9(z), $(z,¢) a H(c,F(z) nejsou termy ja-
zyka La.

u3) Protoze Q je bindrni predikat, neni Q(z) zékladni formuli jazyka Laj zapis Q(z, Q(x, x))
neni formuli, nebot do bindrniho predikatu Q jsme ,dosadili“ formuli Q(z,z), jez neni
termem; za kvantifikdtorem mé nésledovat proménné a nikoli konstanta, proc¢ez ani treti
zapis neni formuli jazyka La.

Posloupnost formuli Q(c, z), (Fy) A(c, ), (Vx)(Jy) Q(c, x) ukazuje, Ze prvni zapis je formuli,
totéz ¢&ini pro posledni zapis posloupnost formuli Q(c,¢), Q(z,z), (3x)Q(z, z),
(Q(c,¢) — (Fz)Q(z, x)); obé formule jsou uzaviené. Druhé dva zapisy nejsou formulemi
jazyka La: u prvniho z nich si sta¢i uvédomit, ze zdpis & Q(c¢,z) neni formuli predi-
katového poctu, druhy zapis je sice formuli predikdtového poctu, nikoli vSak jazyka La,
protoze predikat R neni predikdtem tohoto jazyka.

ud)

u5) Ctyiclenna posloupnost termt z, ¢, 5(¢), 9 (z,§(c)) dokumentuje, ze prvni zapis je ter-

mem jazyka Laj tutéz sluzbu vykond pro posledni zapis posloupnost termu z, ¢, $(c, x),
H(z, H(c, 2)), FO(x, H(c, )], F(FH(x, H(c,z))]). Fakt, ze druhy zapis je termem jazy-
ka La dokumentuje jak posloupnost termt ¢, (¢, ¢), §($H(c, ¢)),5(c), H[T(c), F(H(c,¢))],
tak také posloupnost termti ¢, §(c), H(c, ¢), F(H(c, ¢)), H[T(¢), F(H(c, ¢))], ve které jsou sice
tytéz termy, avsak v jiném poradi.
u6) Funkce §) je bindrni a funkce § je unéarni, takze v prvnich dvou zépisech neni ,dosazen*
potiebny pocet termii. Posledni zapis nema potfebny pocet pravych zavorek; to je ponékud
hnidopisskd namitka, ve vétsiné matematickych texti — témér jisté vcetné tohoto textu
— je mnoho takovychto ne zcela spravnych zapisa a ¢tenar si je urcité schopen potiebnou
opravu navrhnout sdm; nicméné zcela disledné vzato uvedeny zapis termem neni.
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Uloha 7. Rozhodnéte, zda zapisy $H(H(x,y),9(2,¢)), FF(2),F())
a F[H(F(x), H(c, y))] jsou termy jazyka La.

Uloha 8. Uréete, které ze zapist

QP (2), H(3(x), ), QE(x),H(F(x,¢))), Fy)QE(2), H(F(x), c)),
(V2)([(3y) Q. y) & P(§(2))] — ~Q(z,x)) a (Vx)[Q(z, x) & H(F(w), )]

jsou formulemi jazyka La. Pro formule urcete navic, které vyskyty proménnych
jsou volné a které nikoli.

Uloha 9. Uréete, které ze zapist z - (z+vy), *— 2, (x +y) - [(y-2) + (- 2)],
x = z jsou termy aritmetiky pfirozenych ¢isel (jazyk aritmetiky jsme upfesnili
o0 néco vyse).

Uloha 10. Rozhodnéte, zda jsou formulemi aritmetiky zapisy P(z), &(0) = 1,
=4y, x-(y+z)=(z-y)+(x-2) a(3z)(z+2z = y). Uméli byste dat poslednim
dvéma zapistm intuitivni vyznam? Jsou vyskyty proménnych v zapisech, které
jsou formulemi aritmetiky, volné nebo vazané?

Uloha 11. Jaky je vyznam aritmetické formule &(z) = x+ x? Napiste v sym-
bolech ,x je odmocninou piirozeného ¢isla“, ,kazdé cislo je liché“ a ,x je spo-
le¢nym nasobkem ¢isel y a z“. Prifadte k ¢tyfem aritmetickym formulim z této
ulohy jesté formuli 0+ 0 = 0 a zkoumejte, kterd z téchto péti formuli je oteviena

u7) Termem jazyka La jsou prvni a posledni zapis; v druhém zapise jsou do unarni funkce
,dosazeny“ dva termy.
u8) Tteti a &tvrty zapis jsou formulemi jazyka La. Prvni z4pis neni formuli, protoze do binar-
niho predikidtu Q je ,dosazena“ formule P(x), kterd neni termem; ve druhém zapise neni
respektovano, Ze §) je binarni funkci a nadto v jednom p¥ipadé se nezachédzi s funkci §
jakozto funkci unarni; v poslednim zapise neni term ,dosazen“ do zadného predikatu.
V tretim zapise je vyskyt proménné y vazany, vyskyty proménné x jsou volné, ve ctvrtém
zapise jsou vSechny vyskyty obou proménnych vazané, procez tato formule je uzaviena.
u9) Prvni a tieti zapis jsou termy aritmetiky, posledni zapis je formuli aritmetiky a nikoli
jejim termem; druhy zapis neni termem aritmetiky, protozZe rozdil neni funkci aritmetiky
(a dokonce rozdil neni ani mozno definovat v oboru pfirozenych ¢isel pro kazdou (uspota-
danou) dvojici pFirozenych &isel, pokud od definované funkce pozadujeme bé&zné vlastnosti
rozdilu, zejména z + (x — z) = z).
u10) Formulemi aritmetiky jsou pouze dva posledni zapisy; prvni z nich je zakon distributivity
a druhy se pouziva pro vyjadreni vztahu, Ze x je mensi nebo rovno y, protoze z je vzdy
éislo nezaporné (pfipoustime z = 0). Prvni zapis je formuli predikatového poctu, nikoli
vSak aritmetiky, protoze unarni predikat P jsme nedali do jazyka aritmetiky; analogicky
konstantu I jsme nezahrnuli mezi konstanty aritmetiky p#i upfesnovani jejiho jazyka —
uvedeny vztah by mohl slouzit (v souladu vysvétlenim intuitivniho vyznamu formule
z = ©(0) podanym vyse) za definici nové konstanty, problematice definic se budeme
vénovat nize; treti zapis neni formuli jazyka aritmetiky, protoze +y neni termem aritmetiky
s vySe upresnénym jazykem.
V prvni formuli jsou v8echny vyskyty vSech proménnych volné (formule je oteviena),
ve druhé formuli jsou oba vyskyty proménné z vazané, vyskyty proménnych x a y jsou
volné.
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a kterd je uzaviena.

Analogicky jako ve vyrokovém poctu je zvykem vynechavat zévorky, pokud
takovéto zjednoduseni neohrozi ¢itelnost formuli a termi. Kromé vynechavani za-
vorek obvyklého ve vyrokovém poétu (napf. u vicecetnych konjunkei a disjunkci
a zavorek obklopujicich celou formuli) se v predikdtovém poctu ¢éini specialni do-
hody — napf. misto dvou po sobé jdoucich univerzalnich kvantifikatora (V) (Vy)
piseme prosté (Vx,y) a misto dvou po sobé jdoucich existen¢nich kvantifikatora
(3x)(Jy) piseme prosté (I, y); analogicky pro vétsi pocet kvantifikdtoru za pred-
pokladu, Ze kvantifikdtory jsou stejného druhu. Misto zapisu —x = y se pouziva
obvykle zapis r # y. Bézné uzivané binarni funkce je opét zvykem psat mezi
argumenty; piSeme napf. (z + y) nebo (x - y) misto +(x,y) nebo -(x,y), jak jsme
ostatné ¢inili az dosud bez vyslovného zdturaznéni. V aritmetice je nadto dohod-
nuto, ze ,nasobeni ma prednost pred s¢itdnim“ a je proto zvykem zjednodusSovat
aritmeticky term ((z - y) + 2z) na zapis (z -y + 2z) a vétsinou se docela — po-
dobné jako pri zapisu formuli — vynechévaji i zavorky, které obklopuji cely term
a pise se prosté x - y + z, ¢i dokonce jesté jednoduseji zy + 2. Navic v aritmetice
vynechédvame zavorky pfi vicendsobném sc¢itani a pii vicenasobném nésobeni.

*

V jednoduchych piipadech se zcela jisté shodneme na tom, co znamena na-
hradit proménnou néjakou jinou proménnou nebo konstantou, obecné nahradit
ji termem. Uvazujeme-li napt. aritmetickou formuli z = y & —[z + y = 0], pak
nahrazenim proménné = proménnou z dostaneme z = y & —[z + y = 0], nahra-
zenim konstantou 0 ziskame 0 = y & —[0+ y = 0] a nahrazenim termem z + z
obdrzime x + z = y & —[(x + z) + y = 0].

Pro upfesnéni pojmu nahrazeni (uzivé se také slovo substituce) proménné
termem uvedme, Ze nahrazujeme jen volné€ vyskyty proménné (vyznam véa-
zanych vyskytt proménnych je jiz urcen kvantifikaci). Napiiklad z formule
(Vz)(Jy)(x + y = 2) & = # z obdrzime nahrazenim proménné z termem z + y
formuli (Vz)(3y)[z + y=2 + y] & = # z + y, nahrazenim proménné y jakymkoli
termem dostaneme opét formuli (Vz)(3y)(x + y = 2) & x # z (uvédomte si, ze
proménnd y nemd volny vyskyt uz ve formuli (3y)(x +y=z2) & x#z) a nahraze-
nim proménné x termem z + y ziskdme formuli (Vz)(3y)(z +y==2) & z + y#z.

u11) Formule G(z) = z 4 x znadi, ze ,néasledovnik ¢isla z je jeho dvojnasobkem*, Gemuz podle
nasi intuice vyhovuje jediné ¢islo 1. Vlastnost ,x je odmocninou pfirozeného ¢isla“ zapi-
Seme v symbolech napt. formuli (Jy)(y = z-x), vyrok ,kazdé ¢islo je liché“ vyjadiime napft.
formuli (Vz)(3y)(z = &(y + y)), nebo také formuli (Vz,y)(—~z = y +y) a vztah ,z je spo-
le¢nym nasobkem ¢&isel y a z“ zachytime napf. formuli (3z1)(z = z1-y) & (z2)(z = z2-2).
Formule G(z) = = + z je oteviend, formule (Jy)(y = z - ) neni ani oteviend ani uza-
viend (vyskyty proménné z jsou volné a oba vyskyty proménné y jsou vézané), formule
(Vz)(Jy)(—x = y + y) je uzaviend, ve formuli (3z1)(z = z1 - y) & (Fz2)(z = z2 - 2) jsou
proménné z,y a z volné, proménné x1, x2 jsou vazané a formule 0 = 0+ 0 je jak oteviena,
tak i uzavfena.
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Zaznamenejme, ze nahrazenim se viibec nikdy nemize zmensit systém vazanych
vyskytl proménnych, protoze nahrazujeme pouze volné proménné.

V predposlednim odstavci vypovidaji nové utvorené formule postupné o pro-
ménné z, konstanté 0 a termu x + z pfesné to, co vypovidala ptivodni formule
r =y & -z +y = 0o proménné x. Bohuzel ve specidlnich pfipadech nahrazenim
proménné muze puvodni formule zdsadné zménit svij vyznam, jak si predvedeme
v nasledujicim petitem psaném odstavci. V témze odstavci soucasné také uvidime,
ze duvod zasadni zmény vyznamu formule je zvétseni systému vazanych vyskyta
proménnych zpiisobené nahrazenim. V néasledujicim oddile jiz za¢neme formulo-
vat vyvozovaci principy predikatového poctu. Je celkem pfirozené, ze nebudeme
axiomem vynucovat vztah formule s formuli, kterd z ni sice nahrazenim vznikla,
avSak souCasné nahrazenim zasadné zménila vyznam. Proto v axiomu specifikace
bude vznesen pozadavek, aby se nahrazenim proménné termem nezménil systém
vézanych vyskytt proménnych (coz je podle posledni véty v poslednim odstavci
totéz jako pozadavek, aby se tento systém nezvétsil). Po takovémto nahrazeni
miZe sice nova formule vypovidat o jinych termech (a ve vétsiné piipadu tak
skute¢né ¢ini), avSak nas pozadavek zarucuje, Ze se nahrazenim nezméni vyznam
formule zasadné.

Uvazme napfiklad aritmetickou formuli (Jy)(3z)(z + 2 = y & -z = 0). Je zcela
zfejmé, Ze tato formule je pravdiva pro kazdé prirozené Cislo x, protoze tvrdi pouze, ze
k ¢islu z existuje ¢islo vétsi y (uvazte, Ze z je kladné). Nahradime-li v8ak proménnou x
proménnou y, dostaneme formuli (Jy)(Fz)(z +y = y & —z = 0), kterd vyjadiuje, ze
existuje prirozené Cislo, které je vétsi neZ ono samo. Takové prirozené cislo vSak ne-
existuje, nase formule zménila vyznam zasadné, a nadto z formule pravdivé pro kazdé x
se zménila na formuli nepravdivou. Intuitivné mtuzeme zasadni zménu vyznamu vysveét-
lit faktem, Ze pivodné na proménnou x nebyl aplikovdn zaddny kvantifikdtor (vSechny
vyskyty proménné x byly volné), tuto proménnou jsme vSak nahradili proménnou y,
na kterou je kvantifikator aplikovan; volné vyskyty proménné x se zménily na vdzané
vyskyty proménné y — systém vazanych vyskytid proménnych se zvétsil.

Uloha 12. Nahradte ve formulich
P(z) — Q(c,2), (Vz)(Q(z,¢) V Q(c, 7)), (Fy) Q(F (), H(x, T(¥))),
Q(c,y) — (Vx)(Q(z,y) & P(2)), (Vy)(F2) Q(S(2), 2) & P(F(y))] — —Q(y,z)

vyse zavedeného jazyka La postupné proménnou

(a)  proménnou z, (d) z proménnou z, (g) y termem §(z),
(b) z konstantou c, (e) z termem F(z), (h) y termem $H(zx,y).
(¢) 2 proménnou y, (f) z termem $H(z,y),

Pfi kterych nahrazenich termu za proménnou a v kterych formulich vzroste pocet va-
zanych vyskyti?

u12) Nejprve si uvédomte, Ze v prvni formuli se nevyskytuje ani proménna 2 ani proménna y
a ze ve druhé formuli neni zddna proménna volna, procez zadnym nahrazenim promén-
nych z,y se tyto formule nezméni a ani se nezvétsi systém vazanych vyskytt proménnych;
v dalsim budeme proto uvadét jen formule vzniklé prisluSnym nahrazenim do ostatnich
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Formuli vznikajici z formule ¢ nahrazenim proménné z termem t budeme
znadit ¢(x/t).

k 3k %

V predikatovém poctu se budeme opét zabyvat dokazatelnosti jakozto hlav-
nim pojmem syntaxe a pravdivosti jakozto hlavnim pojmem sémantiky. Pojem
dtkazu je naprosto analogicky dikazu ve vyrokovém poétu (jen odvozovacich
principti je o néco vice), jevi se proto vhodnéjsi zac¢it s nim, jakozto pojmem
jednodussim pro ty, ktefi pochopili pojem ditkazu ve vyrokovém poctu.

Vyrokovy pocet jsme charakterizovali jako tu ¢ast logiky, kterd se zabyva
zkoumanim vztaht formuli vzniklych pomoci logickych spojek (-, —,&,V,=)
k formulim, ze kterych vznikly. Je tedy pochopitelné, Ze nyni chceme beze zmény
a beze zbytku prevzit vysledky prvni kapitoly do predikdtového poctu (s jedinou
vyhradou, ze vysledky budou aplikovany na formule predikatového poc¢tu misto na
formule vyrokového poc¢tu). Dokazatelnymi formulemi by proto mély byt vSechny
formule, které vzniknou z formuli dokazatelnjch ve vyrokovém poctu nahrazenim
vyrokovych proménnych formulemi predikatového poc¢tu. Myslenka je natolik jed-
noducha, zZe ji snad sta¢i ukazovat na jediném ptikladu: ve vyrokovém poctu jsme
napi. dokazali formuli vyrokového pocétu p V —p (tertium non datur). V predika-
tovém poctu by tedy méla byt dokazatelna formule predikdtového poctu o V —p

formuli. Nadto nebudeme ani vypisovat formule vzniklé nahrazenim (a), protoze nahraze-
nim proménné touz proménnou se formule nezméni, procez se nemuze ani zvétsit systém
véazanych vyskytt. V jednotlivych sloupcich nize uvedeného seznamu se proto nachazeji jen
formule, které ziskdme postupné nahrazenimi (b)—(h) ze zbyvajicich t¥i zadanych formuli.

(b) (3y)Q(S(c), H (¢, F())), (b)=(f) Q(c,y) — (V2)(Q(z,y) & P(2)),

(c) (P (v), H(y,5(¥)))s (proménnd x nemé volny vyskyt),

(d) (3y)Q(5(2), H(z, 8 ¥))), (8) (e, §(x) — (Vo)(Q(z, §F(z)) & P(2)),

(e) (3y)Q(S(S(x)), H(S (), §(v))), M) Qe H(z,y)) = (va)(Qz, H(z,y)) & P(2)),

() FYFEA (2, v)),H(H(z,y),5(¥))),
(g)-(h) (Fy)O(F(x),H(z,5(y))) (proménna y nemd volny vyskyt),

(b) (Vy)[(32)Q(F(¢), 2) & P(F(y))] — =Q(y,©),

(c) (Vy)[(32)Q(T(v), 2) & P(F(v))] — =2y, y),

(d) (Vy)[(32)Q(8(2),2) & P(F(y))] — —~Q(y, ),

(e) (Vy)[(32)Q(F((2)), 2) & P(F(y))] — —~Q(y, §(2)),

) (vy)[(32)E (N (z, v)), 2) & P(§(y))] — ~Q(y, H(z,y)),

(8) (Vy)[(32)Q(S(2), 2) & P(§(y))] — —Q(§(z),z)  (prvni dva vyskyty proménné y jsou
vazané, teprve tieti vyskyt je volny),

(h) (v)[(32) QS (2), 2) & P(§(y)] — ~Q(H(z,y), ),

Pfi nahrazeni proménnych v tfeti formuli se zvétsi systém véazanych vyskyti pouze pti
nahrazeni proménné z proménnou y a termem $(z,y). V pfipadé ¢tvrté formule se zvétsi
systém vazanych vyskytt pfi nahrazeni proménné y termy §(z) a H(z,y), ve viech ji-
nych zkoumanych piipadech zistane systém véazanych vyskyta zachovan. Pfi nahrazovani
proménné x proménnymi y a z a termem $)(z,y) v posledni formuli se zvétsi systém va-
zanych vyskytd, ve vSech ostatnich uvazovanych nahrazenich se systém vazanych vyskyta
nezméni.
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pro jakoukoli formuli ¢ predikdtového poctu. Nejjednodussi zptusob, jak ucinit né-
jaké formule dokazatelnymi, je prijmout je jako axiomy. Jednou z cest, jak zacit
popisovat axiomy predikatového poctu, je tudiz vzit za axiomy vSechny formule
vzniklé z formuli dokazatelnych ve vyrokovém poctu (tj. z tautologii) nahrazenim
vyrokovych proménnych formulemi predikatového poctu.

Abychom skutecné prejali vSechny vysledky a ideje vyrokového poctu, je
obzvlasté dulezité!) pievzit také odvozovaci pravidlo vyrokového poctu, tzn.
pravidlo modus ponens (opét s vyhradou, Ze v predikdtovém poétu bude pravidlo
aplikovéano na formule tohoto po¢tu misto na formule poc¢tu vyrokového).

Jako odvozovaci pravidlo predikatového poc¢tu pfijmeme tedy princip modus
ponens dovolyjici z formuli ¢ a ¢ — ¥ predikatového pocétu vyvodit formuli .

Popsanou cestou velice rychle do predikdtového poctu transformujeme vy-
sledky vyrokového poctu, avsak zcela rezignujeme na snahu predvést co nejpre-
hlednéji vychodiska a minimalizovat je. Pozorného ctenafe prvni kapitoly jisté
nepiekvapi sdéleni, ze mizeme také prijmout za axiomy pouze formule odpovida-
jici tfem tvartim axiomd VP1-VP3 uvazovanym ve vyrokovém poctu a z nich jiz
dokdzat vSechny formule, které vzniknou z formuli dokazatelnych ve vyrokovém
poc¢tu nahrazenim vyrokovych proménnych formulemi predikatového poétu (tzn.
vSechny formule pfijaté vysSe jako axiomy predikatového poctu mtzeme dokézat
z pouhych tfi tvart axiomu).

Abychom predesli véem moznym nedorozuménim, uvedme vyslovné, co rozumime

tfemi tvary axiomu predikatového poctu, které ,,odpovidaji tfem tvarim axiomtm uva-
zovanym ve vyrokovém poctu“ i kdyz je téméf jisté, ze je to Ctenafi jasné:

PP1 0 — (Y — ),
PP2 [p — (b =] = [(p =) = (¢ — V)],
PP3 (mp — =) — (Y — @).

Prejdéme nyni k vyvozovacim principim charakteristickym pro predikatovy
pocet. Jako velice specificky prostfedek predikatového poctu jsme predstavili
kvantifikaci a je proto prirozené, Ze nejpodstatnéjsi vyvozovaci principy predi-
katového poctu se tykaji kvantifikace.

Prvni dva vyvozovaci principy predikatového poctu primo souvisi s chapéa-
nim slovniho spojeni ,,pro kazdy objekt*. Diive nez vyslovime tyto principy'?
obecnéji, pfedvedme si obé ideje na konkrétnim piikladu v nasi Skole — necht
formule ¢ znamend napt. ,Student méa vlasy.“. Jestlize si kazdého konkrétniho
studenta Skoly prohlédneme a o kazdém zjistime, Ze ma vlasy, mizeme vyvodit

11) Pomoci modus ponens jsme ve vyrokovém poctu dokazali mnohé formule vychazevse
z axiomu tohoto poctu, avSak v predikdtovém poctu budeme mit dalsi axiomy, z nichz
rovnéz chceme vyvozovat. Musime mit proto moznost znovu a v novych souvislostech
vyvozovat pomoci modus ponens v predikdtovém poctu.

Az budeme pozdéji v tomto paragrafu pojedndvat o sémantice predikdtového poctu, na-
hlédneme, Ze zcela analogické ideje stoji za definici pravdivosti formule (V)¢ ve struktufe.

12)
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tvrzeni ,Kazdy student ma vlasy.“ (formalné: vyvodime formuli (Vs)¢). Naopak,
jestlize ndm nékdo (napf. lékar) zarudi, ze ,Kazdy student ma vlasy.“, pak mu-
zeme o kazdém konkrétnim studentu usoudit, ze mé vlasy, a to dokonce diive,
nez se na toho konkrétniho studenta podivame (tento princip byl zminén jiz
v ne-pfedmluvé v bodé (3), jeho pfesna formulace bude uvedena jako axiom spe-
cifikace).

Obecné muzeme prvni princip vyslovit ve tvaru: jestlize o kazdém jednotli-
vém objektu druhu uréeném proménnou u dokdzeme, ze ma vlastnost ¢, doka-
zeme timto také formuli (Vu)e. Princip matematizujeme jako odvozovaci pravi-
dlo'®) generalizace, které dovoluje z formule ¢ vyvodit formuli (Vu)p (kde u
oznaéuje jakoukoli proménnou kteréhokoli druhu)).

Druhy princip jiz mtzeme formulovat ve tvaru axiomu. Axiom specifi-
kace!® je formule tvaru

PP4 (Vx)p — p(z/t), kde formule ¢(x/t) vznikne z formule ¢ nahrazenim
proménné z jakymkoli termem t, jehoZ nahrazeni
nemeéni systém vazangch vyskytu promennych.

Intuitivnéji feceno, formuli tvaru uvedeného v axiomu PP4 pfijimame jako axiom
tehdy a jen tehdy, kdyz se nahrazenim neméni zasadné vyznam formule .

Zatim jsme axiom specifikace vyslovili jen pro proménné univerzalniho dru-
hu z, protoze toto je ten nejdulezitéjsi a nejjednodussi pripad. Nicméné princip
je pochopitelné mozno aplikovat na libovolny druh proménnych, méme-li navic
zaruceno, ze substituovany term je tohoto druhu. Napiiklad axiom tvaru ,kaz-
dymi dvéma body lze vést prave jednu primku“ mtzeme aplikovat na dva objekty,
o nichZz mame zaruceno, Ze jsou body — kazdymi dvéma konkrétnimi body pro-
lozime pravé jednu piimku. Bylo by zcela protismyslné vzit dvé kruznice a tvrdit,
ze axiom v uvozovkach zarucuje, ze témito kruznicemi je mozno prolozit pravé
jednu primku. Je samoziejmé, Ze axiom specifikace i pro proménné jiného nez uni-
verzalniho druhu prijimame pouze za predpokladu, Ze nahrazeni neméni zasadné
vyznam formule.

Pfi zépisu v symbolech jsme vsak postaveni pred otazku, jak zapsat, Ze ten ktery
term je jakéhosi druhu. Jestlize proménné v je uréitého druhu, pak pro zapis faktu, ze
term t je tohoto druhu, je mozno uzit formuli (Fv)(v = t). Pfi trochu podrobnéjsim

13) Princip neni mo#né matematizovat jako axiom ¢ — (VYu)y, viz rozbor na konci §3 uzivajici
vysledek ulohy 23 naseho paragrafu.

14) Praktické pouziti mé pravidlo generalizace za predpokladu, ze formule ¢ vypovida o ob-

jektu u, tzn. jestlize proménna u ma ve formuli ¢ volny vyskyt. Pravidlo je vsak formu-

lovano obecné, existence volného vyskytu proménné u ve formuli ¢ se nevyzaduje. Tato

obecnost umozni dokazat, Ze neméa-li proménna u volny vyskyt ve formuli ¢, je dokazatelna

ekvivalence ¢ = (Vu)y v predikdtovém poctu, tzn. bez jakychkoli mimologickych axiomu.

15) Nektefi autofi pouzivaji ndzvy axiom substituce nebo axiom konkretizace.
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rozboru je takovy zapis velice pfirozeny: rikdme, ze termu t je roven néjaky objekt dru-
hu v, tedy tvrdime, Ze t je druhu v (sobé& rovné objekty by mély mit tytéz vlastnosti).

V nasledujicim axiomu budtez proménné u,v téhoz druhu (pfipad, Ze u a v jsou
toutéz proménnou, se nevylucuje).

PP4" [(Vu)p & (3v)(v =t)] — ¢(u/t), kde formule ¢(u/t) vznikne z formule ¢ na-
hrazenim proménné u jakymkoli termem t,
jehoZ nahrazeni nemeéni systém vdzanych
vyskytd proménnyjch.

*

Na prvni pohled se jevi odvozovaci pravidlo generalizace velice slabé. Je ho
mozno pouzit jen v pfipadé, ze o kazdém jednotlivém objektu prokdzeme, zZe mé
zkoumanou vlastnost. Jestlize objekt je kone¢né mnoho, je snadné si predstavit,
Ze postupnym probiranim objektt dospé&jeme k cili (i kdyZ realizace by pfi velmi
velkém, byt koneéném, poétu nebyla moznd). Pfi nekoneéném poctu vsak postup-
nym probiranim objektl si nemizeme byt nikdy jisti, ze kazdy jednotlivy objekt
ma pozadovanou vlastnost (nepfichdzi v tvahu, ze bychom postupné probiréni
v8ech objekti nékdy ukondéili). AvSak prokézat, Ze kazdy jednotlivy objekt ma po-
zadovanou vlastnost je nastésti mozno i jinak nez postupnym probirdnim jednoho
objektu po druhém. Je totiz mozné libovolné, avsak pevné, zvolit jeden objekt
a o ném prokazovat, ze ma uvazovanou vlastnost. Tuto moznost snad nejvyraznéji
nahlédneme na dtkazech v geometrii, jak si ukdZzeme na navodu dikazu Euklei-
dovy véty o odvésné. (Navod na dikaz zndméjsi Pythagorovy véty je predvadén
velice Casto, volime proto jiny priklad; o bézném navodu na dukaz Pythagorovy
véty pojednédme az ve cviceni I1-2.24. Znalost Eukleidovy vété o odvésné nam
navic umozni podat kromé bézného navodu na dikaz Pythagorovy véty i navod
na ni zalozeny (viz cviceni I1-2.25.)

Ptedlozme nejprve navod na dilkaz tvr- C
zeni ,Plocha kazdého trojuhelnika je rovna
plose obdélniku, jehoz jedna strana je rovna
strané trojuhelnika a délka druhé strany je
rovna poloviné délky vysky trojuhelnika pfi-
slusné k této strané.“

Uvazujme libovolny trojuihelnik AABC Ve
s vyznacenou vyskou v, spusténou z vrcho-
lu C na stranu AB (viz diagram 1). Sestro- \
jme obdélnik o strané AB, délka jehoz druhé A B
strany je rovna poloviné délky vysky v.; zby-
vajici vrcholy sestrojeného obdélniku ozna- Diagram 1
¢me D a E. Nakonec ozna¢me pruseciky -
secky ED s tiseckami AC a BC a vyskou v, po fadé pismeny F, G a H. Uhly 4 CGH
a <4BGD jsou stejné (jednd se o protilehlé hly). Oba uhly 4 CHG a 4BDG jsou

N
\
/o
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pravé, a tedy stejné. Kazda z tisecek CH a BD ma délku rovnou poloviné vysky
ve. Uvedend fakta zarucuji, Ze trojuhelniky ACHG a ABDG mayji stejnou plochu.
Zcela analogicky ukazeme, Ze stejnou plochu maji i ACHF a AAEF. Abychom
prokazali, Zze plocha trojihelniku AABC je rovna plose obdélniku ABDE, staci
uvazit, ze AABC je slozen z lichobézniku ABGF a trojuhelniki ACHF a ACHG
a obdélnik ABDE je sloZen z téhoz lichobéZzniku ABGF a AAEF a ABDG.

Pro zvoleny AABC jsme ukézali nase tvrzeni o ploSe trojuhelniku. Nyni
chceme aplikovat odvozovaci pravidlo generalizace a tim dokonc¢it navod na diikaz,
ze plocha kaZdého trojuhelniku je rovna plose obdélniku, jehoz jedna strana je
rovna strané trojuhelnika a délka druhé strany je rovna poloviné délky vysky
trojuhelnika prislusné k této strané. Jsme opravneéni provést tuto ivahu? — Dobie
si rozmyslete, zda jsme splnili vSe, co jsme slibili a na nic nezapomnéli. — Uz jste
se rozhodl, jakou date odpoveéd?

Odpovéd je ,ne“. Aplikace odvozovaciho pravidla bude v porfadku, avsak
jesté jsme nasSe tvrzeni nedokazali pro libovolny trojuhelnik a libovolnou jeho
stranu. Trojuhelnik AABC jsme nakreslili se v8emi tihly ostrymi. Obecné vsak
mize mit jeden thel pravy nebo jeden thel tupy. Jestlize pravy nebo tupy thel
je pti vrcholu C, zméni se trochu nas nékres (misto nékresu na prvnim diagramu
budeme mit napt. ndkres na druhém diagramu), na ndvodu dukazu vSak nemu-
sime ménit ani slivko. Naproti tomu,

jestlize pravy tuhel je pfi vrcholu A, ¢

ziskdme ndkres z diagramu 3 a je- E F H G D

li pfi vrcholu A tupy uhel, dopadne J PR\

nas nakres tak, jak ukazuje ctvrty di- Ve ™

agram. (Bude-li pravy nebo tupy thel A B

pti vrcholu B, je tfeba zvazovat pouze .

naprosto nevyznamnou modifikaci.) Diagram 2

¢ C

E G D H F E G D
Ve v,

A B I A B

Diagram 3 Diagram 4

V diagramu 3 lezi bod E (vrchol obdélniku se stranou AB a druhou stranou
piislusné délky) na tseéce AC; zopakujme pocateéni uvahu z pfipadu popsaného
na diagramu 1 a ukazme, ze trojihelniky ACEG a ABDG maji stejnou plochu.
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Dale uvazme, ze AABC je slozen z (pravotihlého) lichobézniku ABGE a ACEG
a obdélnik ABDE se sklada z téhoz lichobé&Zzniku ABGE a trojuhelniku ABDG.

Ve ¢tvrtém diagramu je opét zakreslen obdélnik ABDE, délka jehoZ strany
BD je rovna poloviné délky vysky v.. Prisecik pfimky ED s tseckou AC, tsec-
kou BC a vyskou v, ozna¢me postupné F, G a H; navic ozna¢me pismenem I
jesté patu vysky v.. Trojuhelniky ACHG a ABDG maji stejnou plochu. Obdél-
nik IBDH je sestaven z (pravothlého) lichobézniku IBGH a ABDG, trojuhelnik
AIBC se sklada z téhoz lichobézniku a ACHG, takze maji stejnou plochu. Nadto
rovnéz ACHF a AAEF maji stejnou plochu, obdélnik TAEH je slozen z (pravo-
uhlého) lichobézniku IAFH a trojuhelniku AAEF, trojihelnik AIAC se sklada
z toho samého lichobézniku a ACHF, takze maji opét stejnou plochu. Trojihel-
nik AABC vznikne vynechdnim ATAC z trojihelniku AIBC, jeho plocha je tedy
rovna rozdilu ploch uvedenych trojuhelniki, tedy rozdilu ploch obdélniku IBDH
a obdélniku TAEH. Rozdil ploch téchto obdélnikii je v8ak roven ploSe obdélniku
ABDE.

Ted uz mame skuteéné prokazané tvrzeni ,Plocha trojuhelnika AABC je
rovna plose obdélniku, jehoz jedna strana je rovna strané trojuhelnika a délka
druhé strany je rovna poloviné délky vysky trojahelnika ptislusné k této strané.”
pro jakgkoli ANABC a jakoukoli jeho stranu, pro¢eZ muzeme pouzit generalizaci
a ziskat tvrzeni ,Plocha kaZdého trojuhelnika je rovna plose obdélniku, jehoz
jedna strana je rovna strané trojuhelnika a délka druhé strany je rovna poloviné
délky vysky trojuhelnika pfislusné k této strané.”

Predvedme nyni navod dikazu D
Eukleidovy véty o odvésné, ktera zni:

,Plocha ¢tverce nad odvésnou pravo-

uhlého trojuhelniku je rovna plose ob-

délniku, jehoz jednou stranou je tusek -
prepony pfilehly uvazované odveésné E

a druhé strana ma stejnou délku jako

(celd) prepona.® (viz paty diagram).

Uvazujme libovolny pravotuhly | ;
trojuhelnik AABC s pravym thlem
pfi vrcholu C. Sestrojme vysku z vr- ] /
cholu C a jeji patu oznac¢me H; sestro- | s
jme ¢tverec ACDE a obdélnik AFGH, I /
jehoz strana AF ma stejnou délku jako | e
pfepona AB. Protoze thly <JBAF ! T
a JCAE jsou pravé, jsou JCAF ==
a JEAB stejné velké. Jelikoz tsecky F G
AF a AB jsou stejné velké a rovnéz Diagram 5
usecky AC a AE jsou stejné velké, jsou
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nasledné plochy AAFC a AABE stejné velké. Aplikujice pfedchozi tvrzeni o ve-

likosti plochy trojuhelniku nahlédneme jednak, Zze plocha obdélniku AFGH je

rovna dvojnasobku plochy AAFC a jednak, Ze plocha ¢tverce ACDE je rovna
dvojnéasobku plochy trojuhelniku AABE. Néasledné se musi sobé rovnat plocha

Ctverce a plocha obdélniku.

Na pocatku tvahy jsme zvolili libovolny pravouhly trojihelnik, odvozovaci
pravidlo generalizace tudiz zarudi, ze ,,Pro kazdy pravouhly trojuhelnik je plocha
¢tverce nad odvésnou rovna plose obdélniku, jehoz jednou stranou je tsek prepony
ptilehly uvazované odvésné a druhd strana mé stejnou délku jako piepona.”

K predchozim navodim dikazi v geometrii se jevi vhodné pripojit tii po-
znamky:

(1) Na uziti generalizace na konci navodu dikazu prvniho tvrzeni a na uziti
specifikace ve druhé poloviné druhého navodu vidime krasné, jak tyto dva
principy se navzajem doplnuji a soucasné v jistém sméru stoji proti sobé —
jeden zobecnuje a druhy obecné specifikuje na konkrétni pripad. Mohl by
vSak také vzniknout zcela mylny dojem, Ze jejich uziti je nadbytec¢né, vzdyt
misto specifikace prvniho tvrzeni na trojihelnik AAFC jsme mohli v navodu
na ditkaz Eukleidovy véty aplikovat pfimo na trojihelnik AAFC tvahu ptred-
vedenou v prvnim névodu. Je vSak treba si uvédomit, ze kroky generalizace
a specifikace nemusi nasledovat bezprostfedné za sebou a v takovémto slozi-
téjsim diikazu nas pochopitelné ani nenapadne podobnou ndmitku vznéset.
Zejména vsak 1 v nasem konkrétnim prikladu bychom méli nahlédnout, Ze
uziti generalizace a specifikace je vyhodné. Prvni tvrzeni jsme piece apliko-
vali nejen na trojuhelnik AAFC, avSak také na trojuhelnik AABE. Kdy-
bychom neuzili generalizace a specifikace, museli bychom ideje predvedené
v prvnim navodu uzivat dvakrat: jednak na trojuhelnik AAFC a jednak na
trojuhelnik AABE (nehledé na to, Ze zakreslenim vsech grafickych podkladi
ke zminénym tvahdm do jednoho obrazku bychom dostali obrazek znacné
nepiehledny).

Zkuste zjednodusit nédvod na diikaz prvniho tvrzeni tim, Ze nejprve podate navod

na dtkaz tohoto tvrzeni pro pravouhly trojihelnik (diagram 3), uzijete generalizaci

a pak pro trojihelniky, jez nejsou pravouthlé (diagramy 1 a 4), vzdy aplikujete

tvrzeni o pravouhlych trojihelnicich na dva vhodné trojﬁhelnikyw).

(2) Davodem, pro¢ jsme pouzili dvojici slov ,névod dikazu“ a nikoli prosté
slovo ,dtikaz“, pochopitelné neni, Ze jsme jesté pojem diukazu nedefinovali
zcela presné; v textu mnohokrat predvadime priklad pred presnou definici
pojmu. Neucinili jsme vSak néco mnohem podstatnéjsiho: nedefinovali jsme
teorii, ve které hodlame dikaz provadét. Uvédomme si, ze v navodu prvniho
tvrzeni jsme pouzili fadu velice pfirozenych tvrzeni jako napt. ,,Plocha ob-

16) napt. v druhém piipadé na AIBC a AIAC
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razce slozeného z vice obrazcti se rovna souc¢tu ploch téchto obrazcii.“, ,,Dva
trojuhelniky, které maji stejné dva thly a jednu stranu, maji stejnou plo-
chu.“, [ Kazdé dva protilehlé thly jsou si rovny.“ a ,VSechny pravé thly si
jsou rovny.“. Pfed konstrukci pfesného dikazu v geometrii bychom nejprve
museli upfesnit axiomy geometrie a ta z uvedenych tvrzeni, které bychom
za axiomy neprohlasili a presto chtéli podle navodu pouzit, bychom museli
dokazat pred jejich uzitim v sestrojovaném dtkazu.

(3) Névod na dukaz prvniho tvrzeni zaé¢inal slovy ,Uvazujme libovolny troja-
helnik ...“, prvni tvrzeni proto vypovida o kaZdém trojuhelniku. Navod na
dtikaz Eukleidovy véty pocinal slovy ,Uvazujme libovolny pravouhly troj-
thelnik ...“, v disledku toho druhé tvrzeni vypovida pouze o pravouhlych
trojuhelnicich.

*

Je cela fada dulezitych logickych principd, jez vyjadiuji dilezité vztahy mezi
logickymi operacemi, maji presné vysvétlitelny vyznam, a piesto se navenek jevi
jako pouhé manipulace se symboly. Ve vyrokovém poctu takovymi principy byly
mezi jinymi napft. Stoiky formulované zékony transpozice (p — q) — (-q — —p)
a dvojité negace p = ——p, de Morganova pravidla, z axiomt pak axiom VP3
tvaru (—p — —q) — (q — p). V predikidtovém poctu je tieba pocitat k axiomim
tohoto druhu zejména axiom distribuce a axiom vztahu univerzalni a existen¢ni
kvantifikace.

Prvni z nich popisuje zdménu univerzalni kvantifikace a implikace (tzn. jak
presunout kvantifikaci do implikace) za predpokladu, Ze antecedent nemd volné
vyskyty té proménné, jejiz kvantifikaci presunujeme!”). Nez axiom zformulujeme,
pokusme se ho motivovat na prikladu nasi skoly. Predpokladejme, Ze pro kazdého
jednotlivého studenta je pravda: ,Jestlize se nevyucuje, pak se student raduje.”
(jste-li protipfikladem na pravdivost takového tvrzeni, pak zkoumame zcela jinou
skolu nez tu, kterou navstévujete vy). PovSimnéte si, ze formule, jez je pravdiva
pro kazdého studenta, je implikaci, v jejimz antecedentu se o studentu nemluvi
(antecedent nezalezi na studentovi). Z predpokladu, Ze pro kaZdého studenta je
pravdiva implikace, vyvodime implikaci ,,Jestlize se nevyucuje, pak se kaZdy stu-
dent raduje.“ — kvantifikaci jsme presunuli az ke konsekventu implikace. Doufam,
ze souhlasite, ze takovym presunem dostaneme diisledek naseho piredpokladu.

Pro snazsi zapamatovani podminek axiomti PP4 a PP5 dame podminkam
jednotny tvar ,nezméni se systém vazanych proménnych®. Uvédomme si proto,
ze pozadavek, ze antecedent implikace ¢ — 1 (tzn. formule ) nemé volnou

17) Na zaklads axiomu distribuce jiz budeme schopni ve tfetim paragrafu popsat vsechny
moznosti pfesunii kvantifikace (jak univerzalni, tak také existen¢ni), a to bud ke konsek-
ventu nebo k antecedentu podle toho, zda volné vyskyty kvantifikované proménné nema
antecedent nebo konsekvent.
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proménnou u, je totozny s pozadavkem ,formule (Vu)(p— 1)) a formule p — (Vu)1)
maji stejné systémy vazanych proménnych®.

Nejprve nahlédnéme, ze mé-li formule ¢ volny vyskyt proménné u, je odpovidajici
vyskyt volny i ve formuli ¢ — (Yu)1) (pfidany kvantifikdtor neni na tento vyskyt apliko-
véan). Naproti tomu ve formuli (Vu)(p — 1) jsou vdechny vyskyty proménné u vazané,
systém véazanych vyskyti druhé formule je ve zvazovaném pripadé vétsi nez systém va-
zanych vyskytt prvé formule. Pokud formule ¢ neméa volny vyskyt proménné u, mohou
byt volné vyskyty zkoumané proménné pouze ve formuli ¢ a tyto vyskyty se kvantifi-
kaci (Vu) jak ve formuli (Vu)(¢ — 1), tak také ve formuli ¢ — (Vu)) stanou vazanymi.
Na volnost ¢i vazanost proménnych raznych od u nema pfesun kvantifikace (Vu) viibec
zadny vliv.

Tak a ted formulujme axiom v plné obecnosti: Axiom distribuce je formule
tvaru

PP5 (Vu)(¢ — ) — (¢ — (Vu)y), za predpokladu, Ze presunem kvantifi-
kace se nezmeni systém vdzanych pro-
meénngch.

Axiom PPS5 je tedy implikaci, jejiz antecedent je formule (Vu)(p — 1) a jejiz
konsekvent je formule (¢ — (Vu)1); tento axiom se pfijima jen pro formule ¢, ¢
spliujici jisty pozadavek.

I vztah mezi univerzalni a existenc¢ni kvantifikaci je formalné zapsatelny jako
manipulace se symboly, zase vS§ak mé zcela intuitivni vyznam. Jestlize se dovite,
ze neni pravda, ze zadny student nema jednicku z matematiky, urcité si feknete,
ze vam mohli jednoduse Tici, Ze existuje alespon jeden student, ktery tu jednicku
ma. Tim odsouhlasite jeden konkrétni piipad néasledujiciho principu.

Axiom vztahu univerzalni a existenéni kvantifikace je formule tvaru
(V) (Fu)p = =(Vu)—p pro jakoukoli'®) formuli ¢.

V pfedchozim axiomu se opravdu nejednd o pouhé hrani se symboly, ale
o vyznam existen¢ni kvantifikace. Chapani vyznamu ,existuje objekt spliujici
jakozto ,neni pravda, ze zadny objekt nespliiuje ¢* je naprosto prevazujici a jeho
formulaci lze pfipisovat jiz Aristotelovi (viz ,logicky ¢tverec* ve tietim para-
grafu). Pokud bychom vsak dévali existenci vyznam ,lze nalézt, sestrojit, atd.
objekt spliujici ¢ nemohli bychom axiom (3V) pfijmout (viz intuicionistické
pojeti logiky v zavéreéné kapitole) — nalezeni (nebo sestrojeni) objektu s uréi-
tou vlastnosti je néco zcela jiného nez prokazani nemoznosti neexistence objektu
s touto vlastnosti.

18) V uvadéném principu se dokonce ani nevyzaduje, aby proménnéa u méla ve formuli ¢ volny
vyskyt.
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Zkusme shrnout kolik vyvozovacich pravidel jsme dosud formulovali. Uvedli
jsme dvé odvozovaci pravidla — modus ponens a generalizaci. Dale jsme vyslo-
vili tfi typy axiomi (PP1-PP3), kterd popisuji vlastnosti vyrokovych spojek
a uvedli axiomy specifikace a distribuce. Dohromady tedy sedm principi.

Navic jsme pied okamzikem popsali axiomem vztah univerzalni a existenéni
kvantifikace. Pokud vSak chceme minimalizovat pocet logickych symboli, postaci
uvazovat jen jednu kvantifikaci a druhou pokladat za zkratku. Pfesné tak jsme
postupovali ve vyrokovém poctu: v prvnim paragrafu jsme popsali vyrokovy po-
Cet pouze s implikaci a negaci a ve druhém paragrafu jsme nabidli obohaceni
o dalsi spojky a jako jednu z cest vedoucich k takovému obohaceni jsme uvedli
moznost chapani dalsich spojek jakoZto zkratek. Také nyni se otevird moznost
vzit za zakladni pouze univerzalni kvantifikaci a existen¢ni kvantifikaci chapat
jako zkratku popsanou ekvivalenci (3V)'?). Pokud chapeme existen¢ni kvantifi-
kaci jako zkratku, nepojimame formuli z axiomu vztahu univerzalni a existencéni
kvantifikace jako axiom, ale jako popis této zkratky.

V prvni kapitole jsme pripominali biblické vypravéni o Abrahamovi prosiciho
Hospodina, aby uSettil Sodomu, pokud se v ni najde nékolik spravedlivych. Abra-
ham postupné snizoval pocet potfebnych spravedlivych z 50 na 10. Jste schopen
jej nasledovat a uspokoji vas, kdyz vyvozovacich principt bude jen 10?7 Pak je
mozno formulovat jesté tii principy, protoze v minimalni verzi jsme uvedli presné
sedm principt.

Samoziejmé, Ze pravé ¢islo deset inspirovalo autora k odkazu na Abrahama.
Toto cislo vSak neni nijak podstatné. Formulovat zakladni vyvozovaci principy je
pochopitelné mozné mnoha zptsoby a v riznych systémech se pocet vyvozovacich
principt lisi. Podstatné je vsSak sdéleni, Zze k popisu celého vyvozovani v predi-
katovém poctu postacuje vybrat koneé¢né mnoho vyvozovacich principt, ze tento
pocet je pomérné maly a ze nadto je mozno volit principy, které jsou intuitivné
obhajitelné.

Prikro¢me nyni k formulaci poslednich vyvozovacich principi; tyto axiomy
se tykaji jednoho vyznacného predikdtu — rovnosti. Prvni axiom matematizuje
naprostou samoziejmost — snad nikdo nezpochybni, ze jakykoli objekt se rovna
sam sobé. Dalsi axiom matematizuje také ziejmy fakt, totiz, ze dva sobé rovné
objekty vstupuji do tychz vztahd; posledni vyjadiuje stejnou ideu pro funkce
(hodnota funkce na sobé rovnych objektech je taz). Jako jedind ndmitka proti
nasledujicim axiomtm by tedy piichazelo konstatovani, ze jsme méli ideu vyslovit
siln€ji a pozadovat, aby dva sobé rovné objekty vzdy soucasné splnovaly, nebo
nespliiovaly libovolnou formuli a nikoli, aby toto platilo jen pro (vybrané) zékladni

19) Nebo naopak vzit za zakladni existen¢ni kvantifikaci a univerzalni chapat jako zkratku;
pokud bychom vsak takovéto pojeti chtéli disledné predvést, museli bychom pteformulo-
vat i axiomy specifikace a distribuce a rovnéz odvozovaci pravidlo generalizace do tvaru
uzivajicitho pouze existen¢ni kvantifikaci.
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formule. V dalsim textu vsak nahlédneme, Ze nédmitka neni opravnéné, protoZe
zesileni je jiz dusledkem zvolenych axiomu (viz diikaz rovnosti).

Axiomy rovnosti jsou formule nékterého z nasledujicich tii tvarat R1-R3:

R1 (Vu)(u = u),

R2 oznacuje formuli
(Vug, ..oy Uk, vy, o) [(ur=v1 & .. & up=vi & Pluy,...,ur))—Pv1,...,v5)],
kde P zastupuje libovolny k-arni predikéat (véetné binarniho predikatu rovnosti!),

a R3 znadi formuli

(Vug, ..o Uk, vy, o) [(ur=v1 & ... & up=vi) = F(ug, . .., up) =§(v1, . .., v8)],
kde § oznacuje libovolnou k-arni funkci a w,uq,...,ug,vy,..., v, zastupuji libo-
volné proménné (jakéhokoli druhu ze zvoleného jazyka).

*

Zcela analogicky definici dikazu ve vyrokovém poctu definujeme (opét re-
kurzi) v predikdtovém poc¢tu dukaz v néjaké teorii T':
Stavebni kameny: formule jazyka teorie T.
Zakladni dikazy: axiomy predikatového poctu a axiomy teorie T.
Pravidla pro prodluzovani dikazi:
(a) modus ponens a generalizace
(b) moznost pfipojit za dikaz jiny dikaz (oba dtikazy v teorii T').

Jinymi slovy: posloupnost formuli ¥4, ..., 9 je dukazem v teorii T, jestlize
pro kazdé i mensi nebo rovno k je formule ¥; formuli jazyka teorie T' a méa néktery
z nésledujicich tvara:

(i) ¥; je axiomem predikdtového poctu,

(ii) 9; je axiomem teorie T,

(iii) 1; vznikne aplikaci dedukéniho pravidla modus ponens na dvé formule
v posloupnosti predchézejici (podrobnéji: existuji j, 7’ mensi nez i ta-
kové, ze 9, je formuli tvaru ¥; — ;).

(iv) ¥; vznikne aplikaci dedukéniho pravidla generalizace na formuli v po-
sloupnosti predchézejici (podrobnéji: existuje j mensi nez i takové, ze
¥; je formuli tvaru (Vu)d;, kde u je jakdkoli proménna).

Posloupnost 4, ..., Y, vyhovujici vyse uvedené podmince, nazyvame také
dukazem (té posledni) formule J; v teorii T. Formule ¢ predikidtového poctu
je dokazatelna v teorii T (znak T F ), jestlize existuje jeji dukaz v teorii T.
Formule se nazyva vyvratitelna v teorii T, jestlize jeji negace je v teorii T'
dokazatelné.
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Teorii T nazyvame spornou (téz inkonzistentni), jestlize existuje formule
takova, ze v teorii T je dokazatelna jak sama formule v, tak také jeji negace —
(neboli jestlize existuje formule 1, ktera je jak dokazatelna, tak také vyvratitelna
v teorii T'). Teorii, kterd neni spornd, nazyvame bezespornou (téz konzistentni).

Uloha 13. Diikaz je posloupnosti formuli spliiujici uréité podminky. Je kazda
podposloupnost dtikazu opét dikazem? Je kazda formule, kterd je ¢lenem néja-
kého dtikazu v teorii, dokazatelnd v této teorii?

Uloha 14. Ukaite, 7e teorie je spornd, pravé kdyz je v ni dokazatelna jakakoli
formule jejiho jazyka. Névod: uzijte zadkon Dunse Scota (viz také ulohu 25 §1
kap. I).

Podobné jako ve vyrokovém poctu neni zvykem ani v poctu predikatovém
psat dikaz v teorii presné ve tvaru vyzadované v predchozi definici, pouzivame
celé fady pomocnych vyvozovacich principti, avsak opét jako ve vyrokovém po-
¢tu musime byt schopni kazdy spravné vytvoreny dtkaz v té které teorii pre-
tvofit na dikaz tvaru popsaného vyse. Popsanim fady postupi, které zprehledni
a usnadni vyvozovani, se budeme zabyvat po uvedeni sémantiky predikatového
poctu (pojmu pravdivosti a spliiovani ve struktufe a modelu teorie).

Kromé uvedeni obecnych navodt, jak tvorit dikazy, je pochopitelné zahodno
predvést fadu konkrétnich matematickych diikazi, aby ¢tenaf na skutecnych di-
kazech nahlédl uziti nabidnutych vyvozovacich principti. V této kapitole budou
uvadény spise dikazy v obecném predikatovém poctu; je vSak samoziejmé za-
potfebi predvést i dikazy v nékteré matematické teorii. Autor zvolil pro tento
ucel z nékolika divodd aritmetiku a jednim z nejddlezitéjsich cild prvniho pa-
ragrafu nasledujici kapitoly bude ukazat na jednoduchych prikladech dokazovani
v aritmetice.

ul3) Neni; podposloupnost miize porusit moznost aplikovat dedukéni pravidla (napf. v podpo-
sloupnosti zlistane zachovana formule (Vu)p, avSak samotna formule ¢ jiz v podposloup-
nosti nezistane). Posloupnost, kterd vznikne zkrdcenim diikazu je vSak opét diikazem.
Protoze jakykoli dikaz muzeme zkratit tak, aby kterdkoli jeho formule byla formuli po-
sledni, je na druhou otdzku odpovéd kladna.
ul4) Chceme dokézat danou formuli ¢ jazyka teorie T a piedpokladame dokazatelnost jak
formule 1, tak také formule —1) v teorii T. Za dikaz formule ¢ v teorii T pfidejme dukaz
formule =) v téze teorii, dale pfidejme dikaz formule - — (¢ — ¢) (v systému, kde
pridavame jako axiomy vsechna mozna dosazeni do tautologii vyrokového poctu, se jedna
o axiom, v minimalizovaném systému je tato formule pouze dokazatelna, musime proto
pridat cely jeji dukaz) a dikaz zakon¢ime dvojim uzitim modus ponens, ¢imz obdrzime
formuli ¢ jako zavérec¢nou formuli nasi posloupnosti. Obracené tvrzeni je trivialni.
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Formulace v poslednim odstavci naznacuji, ze hodldme na chvili opustit
zkoumani dtkazi v predikatovém poctu. Nez tak ucinime, zamysleme se jesté
nad dtsledky axiomu R2. Nase intuice totiz od rovnosti pozaduje nejen re-
flexivitu (tj. (Vu)(u = u)) zarucenou axiomem R1, avSak také symetrii (tj.
(Vu,v)(u = v — v =u)) a tranzitivitu (tzn. (Vu,v,w)[(uv = v&v = w)—u=w)).
Zdanlivé jsme druhé dva pozadavky viubec nereflektovali pfi popisu axiomu rov-
nosti.

Neni vSak tomu tak. Zdtraznili jsme, ze axiom R2 pozadujeme i pro samotny
binarni predikat rovnosti, tzn. zadame

(7) (Vuy,ug,v1,v2)[(u1 = v1 & ug = v9 & uy = uz) — v1 = va).

Nahradme nyni ve formuli () proménné uy, us a v proménnou u a proménnou vy
proménnou v. Tim obdrzime

(u=v&u=u&u=u)—v=u.

Je zcela ziejmé, Ze na zakladé axiomu R1 a dilkazu konjunkce dostaneme
u=v—(u=v&u=u&u=u), takze tranzitivita implikace a generalizace zajisti
(Vu,v)(u = v — v = u), tj. pozadovanou symetrii.

Velmi podobné po nahrazeni proménnych ui,us proménnou v a promeén-
nych vy, ve po fadé proménnymi u a w ziskdme z formule (7) formuli

(17) v=u&v=w&v=0v)—u=mw.

Z konjunkce (v = v & v = w) vyvodime (v = v & v = w & v = v) pomoci
jiz dokazané symetrie rovnosti a axiomu R1 uzivajice odvozovaci pravidla dikaz
uzitim konjunkce a dikaz konjunkce. Z prokazané implikace vyvodime implikaci
(u=v&v=w) — (v=u&v=w&wv=w)az formule (ii) obdrzime
prostou aplikaci tranzitivity implikace formuli (v = v & v = w) — v = w
a déle generalizace pfinese (Vu,v,w)[(u =v & v = w) — u = w|, tedy zddanou
tranzitivitu rovnosti.
k % X

V dalsim za¢neme pouzivat jazyk teorie mnozin, protoze je zvykem budovat
sémantiku predikatového poé¢tu v rdmci (intuitivni) teorie mnozin. P¥ipomenme,
ze jako mnozinu oznacujeme systém objektt, kterym pak fikdme prvky. Mno-
ziny pripoustime konecné i nekonecné, coz je velice podstatné, protoze nékteré
bezesporné teorie nemaji kone¢ny model, maji vSak model nekoneény (viz dale);
u jinych teorii jsou naopak vSechny modely konec¢né.

Podstatnou soucasti teorie mnozin je zkoumani nekonecna. V teorii mno-
zin definujeme ruzné velikosti nekone¢nych mnozin, srovnavame je a vysetiujeme
jejich vlastnosti. Neni obtizné ukazat, Ze miniméalni nekonec¢no je nekonecno repre-
zentované mnozinou piirozenych ¢isel. Mnoziny, jez jsou pfedstavitelkami tohoto
typu nekoneéna, nazyvame spocetné. (Formalnéji: mnozina se nazyva spocetna,
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jestlize existuje vzdjemné jednoznacéné zobrazeni zobrazujici ji na mnozinu pfiro-
zenych ¢isel.)

Axiomaticky systém teorie mnozin je formulovan na konci §3 tieti kapitoly a
vysvétleni jednotlivych axiomu je mozno chapat jako formulaci zdkladnich prin-
cipu teorie mnozin.

Jak bude vypadat myslitelna skola pro jazyk Ls, ktery jsme popsali vyse?
V obecném pfipadé budeme hovofit o strukture pro dany jazyk; pii nasledujicim
popisu zadani myslitelné skoly budeme uz také uvadét pojmy bézné uzivané pri
popisu obecné pojaté struktury.

Myslitelné skola je navstévovana néjakymi ,studenty“, musime mit tedy jako
prvni zadanu jakousi neprdzdnou mnozinu. V obecném piipadé struktury pro
dany jazyk budeme tuto mnozinu nazyvat univerzem struktury a jeji prvky
se bézné nazyvaji individua; pro individua budeme pouzivat znaky a, b, ...

Céast mnoziny studentt vydélime jako ,muze“, tato ¢ast mize byt prazdna
nebo naopak muze byt rovna celé mnoziné ,studenti* (Skola, kterou navstévuji
jen chlapci nebo jen dévéata, je pochopitelné myslitelna). Unarni predikat P bude
v obecném pripadé realizovan néjakou podmnozinou Py; univerza struktury.

Zadat ,kamarady* v myslitelné skole znamend urcit néjakou mnozinu uspo-
tfadanych dvojic ,studentd®, dvojice ,kamaradd“ budou piedstavovat piesné ty
dvojice ,studentt“, jeZ jsou v této mnoziné; presné stejné: urcit, ktery ze dvou
Lstudentt® je ,starsi“, znamena zadat mnozinu uspoiadanych dvojic ,student;
»Sstudent“ uvedeny jako prvni je chapan jako ten ,starsi“ z dvojice. V obecném
pripadé: realizovat k-arni predikat Q ve struktufe (pro k > 2) znamena zadat
mnozinu Oy usporadanych k-tic individui struktury; pro k-tici individui bude
predikat pravdivy ve struktufe, pravé kdyz k-tice je v zadané mnoziné.

Popsat chapani konstant Jan3B a nejststud je samoziejmé jednoduché —
prosté v kazdém jednotlivém ptipadé zvolime jednoho ,studenta“, tzn. jedno indi-
viduum z mnoziny ,studentti“, a oznac¢ime ho jako Jana ze 3.B v prvnim ptipadé
a jako nejstarsi studentku na$i myslitelné skoly v pfipadé druhém. Analogicky
realizovat konstantu ¢ v jakékoli struktuie znamené pritfadit této konstanté
jedno individuum ¢y struktury.

Funkci § musi odpovidat funkce definovand na mnoziné ,,studentid“ a zobra-
zujici tuto mnozinu do sebe samé — v konkrétnim piikladu nasi skoly pfifazuje
funkce kazdému individuu (tj. ,studentu“ myslitelné skoly) individuum predsta-
vujici ,nejstarsiho studenta piislusné t¥idy“ a podobné postupujeme i v ptripadé
funkce &. Je zapotiebi dat pozor na to, ze slovo ,funkce“ bylo v pfedchozi vété
pouzito ve dvou vyznamech: mluvili jsme jednak o funkci §, coz je objekt logiky
— prvek jazyka Ls, a jednak o zobrazeni, které individuu z univerza struktury
prifazuje jeho obraz, tedy zase objekt z univerza struktury. Tato druhé funkce
je objektem (intuitivni) teorie mnozin, a je proto mozno pro odliSeni o ni mluvit
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jako o mnozinové funkci. V obecném ptipadé realizovanim n-arni funkce $
ve struktufe rozumime zadani (mnozinové) funkce 9y zobrazujici mnozinu uspo-
fadanych n-tic individui do mnoziny individui.

Realizovat druh proménnych u ,upovidanych student“ znamena zadat
libovolnou meprdazdnou podmnozinu mnoziny ,studenti®, kterou chapeme jako
mnozinu ,upovidanych student“. Realizaci druhu proménnych v obecné struk-
tufe rozumime zadani neprdzdné podmnoziny univerza struktury. Univerzalni
druh proménnych je vzdy realizovan celym univerzem struktury.

Shriime, ze zadat strukturu M pro jazyk L znamena zadat neprdzdnou
mnozinu M jakozto univerzum struktury a pro kazdy znak predikatu jazyka L
Cetnosti k ur¢it mnozinu (uspofadanych) k-tic individui, kazdému znaku kon-
stanty jazyka L prifadit individuum, kazdému znaku funkce Cetnosti n jazyka L
prifadit mnozinovou funkci definovanou na vSech (uspofddanych) n-ticich indivi-
dui, jejiz obor hodnot je ¢asti univerza struktury a kazdému druhu proménnych
pfifadit neprdzdnou éast univerza struktury (univerzalnimu druhu automaticky
prifazujeme celé univerzum struktury).

Za okamzik popiSeme pravdivost kterékoli formule jakéhokoli jazyka L
ve strukture pro jazyk L. Nicméné nejprve je potfeba definovat realizaci termu
uvazovaného jazyka ve strukture pro tento jazyk a zejména pojem ohodnoceni
proménnych.

Proménna predstavuje jakés: individuum z univerza. Neni tedy dost dobie
mozné Fici, zda proménnd ma néjakou vlastnost, ¢i zda vstupuje do néjakého
vztahu, byt zdkladniho (pfesnéji: zda je pro ni predikat ve smyslu struktury prav-
divy). Nejdfive totiz musime popsat, jak v tom kterém okamziku chapeme vy-
znam proménné; takovémuto popsani vyznamu proménnych iitkdme ohodnoceni.
Napriklad neni mozno konstatovat, ze student je starsi nez Jan ze 3.B, potie-
bujeme nejprve védét, kterého studenta mame na mysli — pro nékteré studenty
muze byt odpovéd kladné, pro jiné zédporna.

Ohodnocenim proménnych ve struktufe M rozumime zobrazeni prifazujici
proménnym individua struktury M. Ptitom jedné kazdé proménné mizeme pfi-
fazovat pouze individuum z oboru, ktery ,probiha“, tzn. proménné jakéhokoli
druhu je pfifazeno individuum z mnoziny realizujici tento druh. (Mélo by byt
zcela jasné, ale pro jistotu: mame-li jen univerzalni druh proménnych, je ohodno-
cenim kazdé zobrazeni pfifazujici (univerzalnim) proménnym jakdkoli individua
struktury.) Jakmile ,popiSeme vyznam* proménnych, umime jiz na zékladé reali-
zaci konstant a funkci jednozna¢né ,popsat vyznam* vSech term — matematic-
t&ji TeCeno urcit realizaci toho kterého termu zkoumaného jazyka ve vySetrované
struktute.

Je tireba si uvédomit rozdil mezi realizaci konstanty a ohodnocenim pro-
ménné. Realizace konstanty je pevné zadana pri definici struktury, pokud budeme
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jinak realizovat konstantu, zménime strukturu. Naproti tomu pfi pevné zadané
struktufe je mozno (a za okamzik uvidime, Ze v obecném ptipadé dokonce nutno)
vySetfovat mnoho rtiznych ohodnoceni proménnych.

Pred definici pravdivosti formule ve struktufe pfistupme v tomto a nésle-
dujicim odstavci k definici realizace termu. Pro ¢tenare, ktery nepfipousti jazyk
s funkcemi, vS8ak postaci jen tento odstavec, nasledujici popisuje realizace téch
terma, v jejichz konstrukci je pouzita logicka funkce. Pokud nemame funkce, je
kazdy term budto proménnou, nebo konstantou. Realizace takovychto termt je
jednoduse zadédna ohodnocenim a strukturou — ohodnocenim je proménné pti-
fazeno urcité individuum a pri zadani struktury je rovnéz konstanté prifazeno
individuum, totiz realizace této konstanty.

Zbyva definovat realizace termt, pii jejichz konstrukci byla pouzita funkce.
Realizace takového termu se definuje rekurzi podle slozitosti termu; pro zékladni
termy je jejich realizace popsana v pfedchozim odstavci. Pfedpokladejme, Ze reali-
zacemi termu ti, . .., t, jsou (pfi zkoumaném ohodnoceni) ve strukture M po fadé
individua aq,..., a, a mnozinova funkce §y budiz realizaci n-arni funkce § ja-
zyka L. Pak realizaci termu §(t1,. .., t,) je — zcela pfirozené — Fu(ay, ..., a,),
tj. to individuum, které je hodnotou realizace funkce § na n-tici realizaci ter-
mi ty,...,t, (neboli na n-tici individui a4, ..., a,).

Realizace termu zavisi na tfech parametrech: strukture, ohodnoceni promén-
nych a na termu, o ktery jde, nebot kterékoli proménné mohou byt riznymi ohod-
nocenimi pfifazena rtizné individua; v riznych strukturach také mohou byt jedné
konstanté piifazena ruzna individua (a nadto pojem ohodnoceni zavisi na zvolené
struktute). Podstatnéjsi vsak je, ze realizace termu je jednoznacné uréena uvede-
nymi parametry. Zcela analogicky v nasledujici definici nahlédneme, Ze pravdivost
formule zavisi na tfech parametrech: strukture, ohodnoceni a formuli samé. Uza-
vrend formule je dokonce zavisla jenom na dvou parametrech, protoze nezavisi
na ohodnoceni??).

Pii znalosti realizaci termi ve struktufe jsme jiz schopni popsat pravdivost
libovolné formule ve struktufe. Motivujme na prikladu myslitelné skoly S pojem
pravdivosti ve struktufe, pfi ovéfovani pravdivosti jednotlivych formuli se nechte
vést intuici, soucasné vsak jiz také konzultujte definici, jez nasleduje okamzité po
aloze 19; hlavnim tcelem prvnich ¢tyt prikladi a aloh 15-19 je totiz ukazat pfi-

20) Uvedené tvrzeni je mozno zesilit: realizace termu nezavisi na ohodnoceni téch proménnych,
které se v termu nevyskytuji a pravdivost formule nezévisi na ohodnoceni téch promén-
nych, jez ve formuli nemaji volny vyskyt. To je velice intuitivni: jestlize se ve formuli
nevyskytuje proménné pro studenta 3.A (,nevypovida-li tvrzeni o studentovi z 3.A%),
naprosto nas pfi zkoumani formule nezajima, jakym individuem bychom ohodnotili pro-
ménnou pro studenta z 3.A. Pfi zkouméani ohodnoceni termu a pravdivosti formule se
tedy nebudeme zajimat, jak jsou ohodnoceny nadbyte¢né proménné, a dokonce ani zda
jsou vubec ohodnoceny.
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rozenost citované definice. Po predlozeni definice budeme pocinaje prikladem 6
pokracovat ve zkoumani pravdivosti ve strukture S, a to téch formuli, které po-
uzivaji spojky zavedené ve druhém paragrafu prvni kapitoly.

Univerzum struktury S — myslitelné skoly — necht se sklddd z deseti in-
dividui aq, ..., ag; predikdt MuZ budiZ realizovian mnozZinou MuZs individui
{as,..., a0} (,studenty-muzi“ jsou individua a; pro i vétsi nez 4 a mensi nebo
rovna 10); predikat Cam budiz realizovian mnozinou Kams vSech dvojic indivi-
dui a;,a;, kde i a j jsou nenulova prirozené ¢isla mensi nez 6 a od sebe rtizna
(vSechny ,studentky“ spolu navzajem ,kamarddi“ a vSechny také ,kamaradi“
se ,studentem“ as; ,studenti-muzi“ spolu navzajem ,nekamaradi); predikat >
necht je realizovan mnozinou >g v8ech dvojic individui a;, a; kde i je vétsi nez j
a i, jsou nenulova pfirozend ¢isla mensi nebo rovna 10 (,studenti® jsou ocislo-
vani podle ,,véku“ pocinaje ,nejmladsi studentkou*); konstanty Jan3B a nejststud
budtez po fadé realizovany individui as a ay; realizace funkce § necht je mno-
zinovou funkci pfifazujici kazdému individuu individuum a;g a funkce & budiz
realizovana mnozinovou funkei pfitazujici kazdému individuu a; individuum a;4 1
(pro i =1,...,9) a nadto individuu a;¢ sebe sama. Druh proménnych v ,upo-
vidanych studenti* budiz realizovan tiiprvkovou mnozinou {as, a4, as} (neboli
jako ,upovidané“ oznacime ,studenty* as, a4, as). Popsana struktura S je struk-
turou pro jazyk Ls.

Piiklad 1. Formule Muz(nejststud), tzn. ,Nejstarsi studentka je muz.“,
nema volné promeénné, jeji pravdivost ve struktufe S tedy nezavisi na zadani
ohodnoceni; konstanta nejststud je realizovana individuem a4, toto individuum
neni prvkem mnoziny Muzs, takze formule Muz(nejststud) neni ve struktuie S
pravdiva pfi zddném ohodnoceni a formule —Muz(nejststud), tj. ,Nejstarsi stu-
dentka je Zena.“, je v téZe struktufe pravdivéa (viz body (1) a (3) definice pravdi-
vosti formule ve strukture podané po tloze 19; uvedeny vysledek zapiSeme pomoci
zépisu S = ~Muz(nejststud)).

Formule s > Jan3B vyjadiuje, Ze ,student” s je ,starsi“ nez Jan3B. Protoze
nase formule obsahuje volny vyskyt proménné s, bude jeji pravdivost zaviset na
ohodnoceni proménné s, tj. na tom, jaké individuum pfifadime této proménné.
Konstanta Jan3B je realizovana individuem as, takze (uspotradand) dvojice indi-
vidui a;, as je prvkem mnoziny dvojic s, praveé kdyz ¢ je vétsi nez 5 a mensi nebo
rovno 10. Takze formule s > Jan3B je pravdiva ve struktuie S presné pri ohod-
nocenich pfifazujicich proménné s individua a; kde ¢ = 6,...,10 (viz bod (1)
citované definice). P¥i zépisu tohoto vysledku uvedeme v hranatych zavorkach
pravé ta individua, pro néz je formule s > Jan3B pravdiva ve struktufe S neboli
konstatujeme, ze mame S = s = Jan3B[a;| pfesné pro i = 6, ..., 10.

Vysetfeme jesté pravdivost formule Kam(sy, s2) se dvéma volnymi promén-
nymi. Pfi libovolném ohodnoceni proménnych ohodnocujeme jednu kazdou pro-
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meénnou nezavisle na druhé, mame tedy pro kazdou usporadanou dvojici individui
zjistit, zda je pro ni formule Kam(sy, s3) pravdiva. Podle definice mnoziny Kams
a v disledku bodu (1) je zkoumand formule pravdiva pro vSechny dvojice indivi-
dui a;, a;, kde i a j jsou od sebe rtizné nenulovéa pfirozend c¢isla mensi nez 6, coz
vyznac¢ime pomoci S = Kam(si, s2)[a;, a;] proi,j =1,...,5 od sebe rtzna.
Uloha 15. Pii kterych ohodnocenich je ve struktufe S pravdivd formule
nejststud > Jan3B, formule KCam(s, nejststud), formule s # nejststud a formule
Kam(s,Jan3B) — Kam(s, nejststud)?
Priklad 2. VysSetifujme nyni formule s kvantifikatory. Formule
(i41) (Vs)(s # nejststud — nejststud > s)

vyjadifuje vyrok ,Nejstarsi studentka je nejstarsim studentem skoly.“. Formule
nema volné proménné, jeji pravdivost proto nezavisi na volbé ohodnoceni. Presto
vsak je potfebné zkoumat nejprve pravdivost formule s nejststud — nejststud > s,
kterd mé jednu volnou proménnou s, a to pii vSech moznych ohodnocenich. Kon-
sekvent posledné uvedené formule je pravdivy pravé pri téch ohodnocenich, které
pfifazuji proménné s individua a;, kde i je pfirozené ¢islo mensi nez 4 (podle
definice mnoziny >s, v disledku realizace konstanty nejststud individuem ay
a v dusledku bodu (1); zapis: S = nejststud) > s[a;] pro i = 1,2,3). Tedy
napf. pri jakémkoli ohodnoceni pfifazujicim proménné s individuum as je for-
mule nejststud > s pravdiva a pti libovolném ohodnoceni pfifazujicim proménné s
individuum as (tj. ,,Jana ze 3.B“) je nepravdiva. Nadto pfi vSech ohodnocenich
prifazujicich proménné s individuum a; proi =1,2,3,5,...,10 je pravdivy ante-
cedent zkoumané implikace. Tudiz pti libovolném ohodnocenich prifazujicim pro-

ulb) Konstanty nejststud a Jan3B jsou po fadé realizovany individui a4, as; prvkem mnoziny
dvojic g je usporaddana dvojice as, as a nikoli usporddana dvojice a4, as, takze formule
nejststud = Jan3B neni ve struktufe S pravdiva (zapis S | —mnejststud > Jan3B).
Pravdivost formule viibec nezdvisi na ohodnoceni, nebot formule nem4 volnou proménnou.
Formule Kam(s, nejststud) je ve struktufe S pravdiva pravé pri ohodnocenich pfifazujicich
proménné s individua a;, kde ¢ je nenulové prirozené ¢éislo mensi nez 6 a razné od 4 (podle
definice mnoziny Kamsg a v disledku bodu (1); zépis: S = Kam(s,nejststud)[a;] pro
1 =1,2,3,5). Tedy napi. pfi jakémkoli ohodnoceni pfifazujicim proménné s individuum as
(tj. ,Jana ze 3.B¥) je formule Kam(s, nejststud) pravdivé ve strukture S a pfi libovolném
ohodnoceni pfifazujicim proménné s individuum ag je nepravdiva.
Formule s # nejststud je pravdiva pro vSechna ohodnoceni, jez nabyvaji pro proménnou s
hodnoty a;, kde ¢ je nenulové pfirozené ¢islo mensi nebo rovno 10 a riizné od 4 (v symbolech
S E s # nejststud[a;] proi = 1,2,3,5,...,10).
Protoze dvojice individui a;, as je prvkem mnoziny dvojic Kamg piesné pro nenulova
pfirozend &isla i mensi ne% 5, je ve struktuie S pravdivy antecedent posledni zkoumané
formule pro ta ohodnoceni, jez nabyvaji pro proménnou s hodnot a;, kde i = 1,...,4
(v symbolech S | Kam(s,Jan3B)[a;] pro ¢ = 1,...,4). Pfed okamzikem jsme proké-
zali, Ze konsekvent je ve struktufe S pravdivy pfi ohodnocenich nabyvajicich pro pro-
meénnou s hodnoty a;, kde ¢ = 1,2,3,5. Takze vysetfovana implikace je pravdiva pro
vSechna ohodnoceni, jeZ nenabyvaji pro proménnou s hodnotu a4 (neboli v symbolech
S E Kam(s,Jan3B) — Kam(s, nejststud)[a;] pro: =1,2,3,5,...,10).
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ménné s individuum a; proi = 5, ..., 10 je formule s # nejststud — nejststud > s
nepravdiva. Takze formule (i7i) je nepravdivd ve struktufe S (viz bod (5)
nasledujici definice; zapiSme, Ze negace formule (ii7) je pravdiva:
S | —(Vs)(s # nejststud — nejststud > s)).

Zkoumejme déle formuli se dvéma kvantifikatory

(iv) (Vs1, 82) (nMui(sy) — [~ Mui(s2) — (51 # s2 — Kam(s1, s2))]),

kterd vyjadiuje (podle zdkona slucovani premis viz piiklad 4 druhého para-
grafu kap. I) tvrzeni ,Kazdé dvé (rizné) studentky spolu kamaradi.“. For-
mule je uzaviend, sva zkouméani vsSak zaCnéme vySetfovanim formule
“Muz(sy) — [~ Muiz(s2) — (s1 # s2 — Kam(sy, $2))], jez ma dvé volné promén-
né sq, so. Pri kazdém ohodnoceni prifazujicim proménné s; kterékoli individuum
z mnoziny individui as,..., ajg, je nepravdivy prvni antecedent (viz body (1)
a (3) neustéle citované definice), zcela analogicky pfi libovolném ohodnoceni pfi-
Fazujicim proménné ss kterékoli individuum z uvedené mnoziny je nepravdivy
druhy antecedent (procez je celd implikace pravdivd podle bodu (4)). Pokud
ohodnoceni pfifazuje proménnym si,ss taz individua, je nepravdivy treti an-
tecedent (viz bod (2) citované definice), a tudiz je celda formule pravdivd pii
takovém ohodnoceni. Pti zbyvajicich ohodnocenich (tj. ohodnocenich pfifazuji-
cich proménnym s1, s rznd individua a;, a;, kde 7 a j jsou nenulova piirozena
¢isla mensi nez 5) je pravdivy konsekvent (podle tvahy na konci predchoziho
piikladu), procez pfi vSech moznych ohodnocenich je formule

“Muz(sy) — [P Mui(sy) — (s1 # s2 — Kam(sy, s2))]

pravdiva (zapis: S =-Mui(s1) — ["Muz(sz) — (s1 # s2 — Kam(si, s2))][a;, a;]
pro libovolnou dvojici 4, j nenulovych pfirozenych ¢isel mensich nebo rovnych 10).
V dusledku toho pfi vSech ohodnocenich je pravdiva rovnéz formule (iv) (viz
bod (5); automaticky dokonce vime, Ze na ohodnoceni nezalezi, formule je uza-
viend; prokazané vyjadiuje zapis

S | (Vs1, 52) (- Muz(s1) — [~ Muiz(ss) — (s1 # s2 — Kam(s1, s2))])).

Uloha 16. Vyjadiete slovy formuli
(v) (Vs1, 82) (Muz(s1) — [Muiz(sz) — (s1 # s2 — Kam(s1, s2))))

a naopak formuli vyjadiete (uzivajice z vyrokovych spojek pouze implikaci a ne-
gaci) tvrzeni ,Kazda studentka je mladsi nez libovolny student-muz.“. Rozhod-
néte, zda jsou tyto formule pravdivé ve strukture S pfi kazdém ohodnoceni.

u16) Formule vyjadiuje (opé&t podle zdkona slu¢ovani premis) vyrok ,Kazdi dva (rfizni) stu-
denti-muzi spolu kamaradi.“. VysSetfovani je vyhodné opét zacit zkoumanim formule

(vi) Mui(s1) — [Muz(s2) — (s1 # s2 — Kam(s1, s2))]
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Uloha 17. Zapiste formuli tvrzeni , Nejstarsi studentka se nekamaradi s zad-
nym studentem.“ a ,Nejstarsi studentka se kamaradi s kazdym studentem.“. Jsou
tato tvrzeni pravdiva ve struktute S (pfi kazdém ohodnoceni)? Je ve struktuie S
pravdiva symetrie predikatu Cam, tzn. je formule Kam(sy,s2) — Kam(sa,s1)
pravdiva pri kazdém ohodnoceni? Je pravdiva symetrie predikatu »?

V nésledujicim ptikladu budeme uvazovat dvé formule, ve kterych se vysky-
tuje funkce a ve tfetim pfikladu pripustime dokonce druh proménnych, jenz neni
univerzalni.

Priklad 3. Formule ,)V kazdé t¥idé je nejstarsim studentem Zena.“, v symbo-
lech (Vs)=Muz(F(s)) nemé volné proménné, nezavisi proto na volbé ohodnocenti,
presto vSak je vhodné zkoumat nejprve pravdivost formule - Muz(F(s)), ktera
mé volnou proménnou s, a to pii vSech moznych ohodnocenich. Af ohodnoceni
pfifazuje proménné s jakékoli individuum, je term F(s) vzdy realizovan indivi-
duem aq, protoze funkce Fs nabyva jediné hodnoty, procez pti kazdém ohodno-
ceni je formule Muz(F(s)) pravdiva (bod (1)), formule ~Muz(F(s)) je nepravdiva
(viz bod (3)), takze formule (Vs)-~Muz(F(s)) je nepravdiva v myslitelné skole S
pfi libovolném ohodnoceni (viz bod (5); zépis: S | —=(Vs) = Muz(F(s))).

Formule (Vs1, s2)(F(s1) = §(s2)) opét nema volné proménné, nezavisi proto
na volbé ohodnoceni, pfesto vsak zkoumejme nejdiive pfi vSech moznych ohod-
nocenich pravdivost formule §(s1) = F(s2), kterd ma dvé volné proménné sy, so.
At ohodnoceni pfifazuje proménnym si, so jakdkoli individua, jsou termy §(s1),
§(s2) vzdy realizovany individuem ajq, pro¢ez pti kazdém ohodnoceni je formule

se dvéma volnymi proménnymi s; a sz. P¥i jakémkoli ohodnoceni, jez pfifazuje promén-
nym s; a s po fadé individua (napfiklad) ag a ajo, je formule (vi) nepravdiva podle
bodt (1)—(4), protoZze vSechny tii antecedenty jsou pravdivé a konsekvent je nepravdivy.
Takze pri jakémkoli ohodnoceni pfifazujicim proménné s; individuum ag je formule

(V&Q)(Mui(ﬁ) — [Muz(s2) — (51 # s2 — ICam(sl,SQ))])

nepravdiva (podle bodu (5)) a pouzivajice znovu tyz bod nahlédneme nepravdivost for-
mule (v) pii kazdém ohodnoceni.

Druhé tvrzeni muzeme zapsat formuli (Vsi, s2)[-Muz(s1) — (Muiz(s2) — s2 = s1)].
Antecedenty jsou pravdivé pouze pfi téch ohodnocenich, jez nabyvaji pro s; hodnotu a;,
kdei¢=1,...,4 a pro s2 hodnotu a;, kde j = 5,...,10. Pfi téchto ohodnocenich je formule
sy = s1 pravdiva, takZe celé druhé tvrzeni je pravdivé ve struktute S (pfi libovolném
ohodnoceni).

Podle tlohy 15 je formule Kam(nejststud, s) pravdiva pfi kazdém ohodnoceni, jez pfifa-
zuje proménné s individuum a; pro ¢ = 1,2,3,5 a je nepravdiva pii kazdém ohodnoceni
ptrifazujicim proménné s individuum a; pro i = 4,6,...,10. Nasledné je ve struktufe S
pfi kazdém ohodnoceni nepravdiva jak formule (Vs)—Kam(nejststud, s), tak také formule
(Vs)Kam(nejststu, s).

Predikat Kam je symetricky, protoze pro kazdé kladné ¢, 7 mensi nebo rovno 10 je dvo-
jice individui a;, a; prvkem mnoziny Kamsg, pravé kdyz je prvkem této mnoziny dvojice
individui a;, a;, tj. tdz dvojice, avSak v obraceném potadi. Predikat > ve struktuie S

ulT)

symetricky neni.
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§(s1) = F(s2) pravdivéa (bod (2)), takze formule (Vs1, s2)(F(s1) = F(s2)) je prav-
divd v myslitelné skole S pfi libovolném ohodnoceni proménnych (viz bod (5)).

(Vzhledem k tmyslu, aby hodnota §F(s;) popisovala nejstarsiho zaka tfidy,
kterou navstévuje student s;, musi byt nase skola jednotridkou — proc¢ se tato
jediné tfida navstévovanad Janem jmenuje 3.B, se mizete zajimat pii prvni vhodné
prilezitosti.)

Uloha 18. Jaky je vyznam formule (Vs)—Kam(s,§(s))? Je uvedend formule
pravdiva ve struktuie S pii kazdém ohodnoceni?

Priklad 4. Zkoumejme, zda ve struktufe S je pravdiva formule ,Kazdy
upovidany student je Zenou.“, v symbolech (Vu)-Muz(u).

Jiz vime (podle definice mnoziny Muzs realizujici predikat Muz a v disledku
bodi (1) a (3)), Ze pfi ohodnocenich, kterd pfifazuji proménné u nékteré z in-
dividui as, a4, je formule ~Muz(u) pravdiva a pro kazdé ohodnoceni pfifazujici
proménné u individuum as je zkoumana formule nepravdiva. ,,Student-muz Jan
ze 3.B“ je pokladdan za upovidaného (matematic¢téji: ag je prvkem jak mnoziny us,
tak také mnoziny Muzs), a proto podle bodu (5) neni formule (Vu)-Muz(u)
pravdivé ve struktufe S.

Uloha 19. Zapiste formulemi tvrzeni ,Kazdi dva rfizni upovidani studenti
spolu kamaradi.“ a ,, Kazdy upovidany student kamaradi s nejstarsim studentem
ve své tridé.“. Jsou tato tvrzeni pravdiva ve struktufe S pii kazdém ohodnoceni?

Nyni budeme matematicky pfesné definovat, kdy je formule ¢ pravdiva
ve struktuie M p#i daném ohodnoceni. Pravdivost?!) formule definujeme
rekurzi podle slozitosti formule (v bodech (1) a (2) popisujeme pravdivost za-
kladnich formuli, v dalsich tfech bodech se zabyvame pravdivosti formuli vznik-
Iych logickymi operacemi). V definici pfedpoklddame, ze M je struktura pro

ul18) Zapsana formule vyjadiuje vyrok ,,Zadny student se nekamaradi s nejstarsim studentem
ve své t¥idé.“ a je ve struktuie S pravdiva pii kazdém ohodnoceni.

Jako prvni vySetfeme pravdivost formule (Vui,u2)(u1 # uz — Kam(ui,uz2)). Protoze dvo-
jice kterychkoli dvou riiznych individui z t¥iprvkové mnoziny {as, a4, as} je v mnoziné
Kams, je formule Kam(u1,u2) pravdivé pfi kazdém ohodnoceni, (nebot jakékoli ohodno-
ceni pfifazuje proménnym ui,uz vyhradné prvky mnoziny {as, a4, as}). Takze formule
(Vui,u2)(u1 # uz — Kam(ui,uz) je pravdiva ve struktufe S (viz bod (5)) pfi kazdém
ohodnoceni.

Druhé tvrzeni muzeme vyjadfit pomoci formule (Vu)Kam(u,§(u)). Jakékoli ohodnoceni
pfifazuje proménné u nékteré z individui a; pro ¢ = 3,4,5 a term §(u) je ve struktufe S
vzdy realizovan individuem ajg. Zkoumané tvrzeni je ve strukture S nepravdivé pii kazdém
ohodnoceni.

u19)

21) Pojeti pravdivosti formule ve struktufe navrhl Alfred Tarski v élanku [T2]. Misto ¢ ,je

pravdiva ve struktufe pfi ohodnoceni“ se pouziva také , je splnéna ve struktufe pfi ohod-
noceni®, nebo , ohodnoceni spliiuje ve strukture formuli“.
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néjaky jazyk L, formule ¢(z1,...,z,) je formuli tohoto jazyka L (a ve for-

muli ¢ jsou vSechny volné proménné mezi proménnymi zi,...,z,) a Ze zkou-

mané ohodnoceni pfifazuje proménnym z1,...,x, po fadé individua ai,...,a,
struktury M. Pravdivost formule ¢ ve struktufe M pfi nasem ohodnoceni budeme

madit M | ¢lay, ..., a,]??.

Pravdivost zdkladni formule ¢ ve struktuie M pti daném ohodnoceni popisuji
nasledujici dva body.

(1) Nechf P oznacuje k-arni predikat (rtzny od rovnosti), ktery je realizovin
ve struktufe M mnozinou Py uspofadanych k-tic individui. Necht t;, ..., t
jsou termy jazyka L, které jsou ve struktuie M realizovany po fadé indivi-
dui by, ..., by. Zékladni formuli p(z1,...,z,) tvaru®® P(ty,..., t;) jazyka
L prohlédsime za pravdivou ve struktufe M pfi nasem ohodnoceni (znak
M = P(ti,...,t)[a1,...,a,]), pravé kdyz k-tice individui bq,..., by je
prvkem mnoziny Py.

(2) Jedinym tvarem zdkladnich formuli nepopsanych piedchozim bodem jsou for-
mule tvaru t; = ty, kde t1, t jsou termy jazyka L. Necht t;, t3 jsou ve struk-
tufe M realizovany po radé individui by, bs. Nyni zopakujeme predchozi bod
s tou vyjimkou, Ze realizace rovnosti je v kazdé struktufe skutecna rovnost:
zdkladni formuli ¢ tvaru t; = t; jazyka L prohlasime za pravdivou ve struk-
tufe M pfi zkoumaném ohodnoceni (znak M = t; = tz[ay,..., a,]), pravé
kdyz individua by, by realizujici termy t; a to jsou si rovna (tj. pravé kdyz
b1 == b2)

V predchozich dvou bodech jsme se zabyvali pravdivosti zdkladnich formuli ja-

zyka L, v bodech nasledujicich budeme popisovat pravdivost slozitéjsich formuli.

Z rozboru minimalizace tvorby formuli, kterou jsme se dikladné zabyvali zejména

v prvni kapitole, vime, Ze se pfi rekurzi muzeme omezit na vznik formule tfemi

zpusoby: negaci, implikaci a univerzalni kvantifikaci. Proto nasleduji tfi body po-

pisujici po radé pravdivost formuli vznikljch témito zptsoby. Nasledné je mozno
formulovat, kdy je ve strukture pravdiva pii daném ohodnoceni konjunkce, dis-
junkce, ekvivalence a existen¢ni kvantifikace; tato tvrzeni jsou po fadé obsa-
hem ¢tvrtého piikladu, cviceni 11-2.14 a 11-2.15 a tlohy 20. Ideou je, ze formule
vznikld pomoci néjaké logické operace ze zadanych formuli je pravdiva ve struk-
ture, ,,jestlize ve skutecnosti je pravdivé tvrzeni vzniklé toutéz operaci z vypovédi

o pravdivosti téchto zadanych formuli“. Pro pochopeni, co je minéno v uvozov-

kach, jsou v nasledujici definici vyznacena urcita slova kurzivou — povsimnéte

22) Nasge znaceni naznacuje, ze pro pravdivost formule ve struktuie je podstatné pouze jakych
hodnot nabyva ohodnoceni na volnych proménnych formule; tento fakt si muzete ovérit
evidentni rekurzi podle slozitosti formule.

2) vy jednom termu se muze vyskytovat mnoho proménnych (pokud se v ném vyskytuji
viceCetné funkce), nebo naopak zddné (pokud se jedna o konstantu). Obecné tedy nemusi
byt zadny vztah mezi velikosti Cisel n a k.
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si, ze odpovidaji logické operaci, o niz pojednévame.

(3) Necht pro formuli p(z1,...,2,) jazyka L je jiz jeji pravdivost ve struk-
tufe M pfi zkoumaném ohodnoceni popséna. Pak formuli —¢ prohlasime
za pravdivou, pravé kdyz formule ¢ neni pravdiva ve struktuife M pfi na-
Sem ohodnoceni (neboli v symbolech M = —¢[ay,..., a,], pravé kdyz nent
M = plag,. .., a,)).

(4) Necht pro formule ¢(x1,...,2z,),¥(z1,...,2,) jazyka L jiz je definovéna
jejich pravdivost ve struktuie M pfi uvazovaném ohodnoceni. Pak formuli
(¢ — ¥)(x1,...,x,) prohldsime za pravdivou, pravé kdyz pravdivost for-
mule ¢ implikuje pravdivost formule 1) ve strukture M pfi tomto ohodnoceni
(neboli v symbolech M = (¢ — ¢)ai,...,a,], pravé kdyz
M | ¢lay, ..., a,] implikuje M |= laq, ..., a,)).

Ted je na fadé zkouméni pravdivosti formule vzniklé univerzalni kvantifi-
kaci. V obecném piipadé nemusi byt kvantifikovana (Feknéme i-td) proménna
univerzalniho druhu, méme tedy zkoumat pravdivost formule tvaru (Vu;)¢. Takze
obecné musime pfipustit, ze se ve formuli ¢ vyskytuji i proménné druht, které
nejsou univerzalni. Zdanlivé jsme ucinili chybu, Ze jsme dosud nevySetiovali de-
finici pravdivosti dost obecné, protoze az dosud jsme ve formuli ¢ pripoustéli
jen proménné x;, tj. univerzalniho druhu. Nedopustili jsme se vSak zadného po-
chybeni, protoze definice pro univerzdlni druh je aplikovatelnd na jakékoli pro-
ménné. Jediny rozdil je, Zze pro proménné jiného nez univerzalniho druhu mame
navic omezeni na pojem ohodnoceni — hodnota ohodnoceni na proménnych neu-
niverzalniho druhu « musi byt prvkem mnoziny uy realizujici uvazovany druh u
(uy je podmnozinou univerza struktury M). Pro pohodli ¢tenafe poddame na
konci definice pravdivosti formule vzniklé kvantifikaci jeji zjednoduSeni pro pii-
pad kvantifikace proménné univerzalniho druhu proménnych (plynouci z toho, ze
realizaci univerzalniho druhu je celé univerzum struktury).

(5) Necht pro formuli p(x1,...,x,) jazyka L je jiz popsana jeji pravdivost ve struk-
tufe M pfi kaZdém ohodnoceni a necht formule ¢(x; /u) vznikne z formule ¢
nahrazenim (univerzalni) proménné z; proménnou u (ne nutné univerzalniho
druhu). Nyni k rozhodnuti o pravdivosti formule?*) (Vu)p(z;/u) nepostacuje
zkoumat pravdivost formule ¢ p¥i zkoumaném ohodnoceni, budeme potie-
bovat znat pravdivost této formule pfi vSech ohodnocenich, ktera se od nami
uvazovaného lisi nejvyse v bodé u: formuli (Vu)p(x;/u) prohlasime za prav-
divou pfi daném ohodnoceni, pravé kdyz je formule ¢ pravdiva ve struktute
M pri kaZdém ohodnoceni, které se lisi od uvazovaného nanejvyse v bodé u

24) Ve formuli (Yu)g(z;/u) neni proménné u volnd, proto mizeme tuto formuli chépat jako

formuli, v niZ jsou volné proménné nanejvys proménné x1,...,T;—1,Lit1,--.,Ln-
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(neboli v symbolech: M = ((Vu)p(z;/u))[ai,. .., Qi—1, Qiy1, ..., Qy), pravé

kdyz pro kazdé indiiduum a, které je?>) prokem realizace upyy druhu u, je

M ): gp[al, e, @1, a, Q50 1, .., an])

Speciélné formuli (Vz;)e vzniklou kvantifikaci univerzalni proménné prohla-

sime za pravdivou, pravé kdyz pro kaZdé individuum a jest

M ): <p[a1, e, @1, A, Q54 1, -, an].

Neni-li formule pravdivé pii néjakém ohodnoceni, fikdme (pochopitelné), ze
je pri tomto ohodnoceni nepravdiva. Jestlize ¢ je pravdivd v M pfi kaZdém
ohodnoceni, pak ifkdme, Ze ¢ je splnéna (znak M = )20,

Jesté jednou zdiraznéme, Ze z pravdivosti formule ¢ pii pevné zadaném
ohodnoceni, neplyne pravdivost formule (Vu)g pfi tomto ohodnoceni, k zaruceni
pravdivosti formule (Vu)p ve struktufe M potfebujeme pravdivost formule ¢ pfi
vSech ohodnocenich, jez se lisi od zadaného nanejvys v bodé .

Uvédomme si, ze podle definice nemtze byt v jedné struktufe pfi daném
ohodnoceni pravdiva jak formule ¢, tak také formule —¢.

Priklad 5. Ukdzeme, ze formule ¢ & 1 je pfi daném ohodnoceni pravdivi
ve struktufe, pravé kdyz pfi tomto ohodnoceni je ve struktuie pravdiva formule ¢
a soucasné také formule .

Konjunkci ¢ & 1 miZeme pomoci negace a implikace vyjadfit pomoci
—(p — ) (viz §2 prvni kapitoly). Takze formule ¢ & 1) je pravdiva ve struk-
tufe pfi daném ohodnoceni, pravé kdyz neni pravda, ze pravdivost ¢ implikuje
nepravdivost 1), coz nastane piesné tehdy, kdyz soucasné je ve struktufe pravdiva
jak formule ¢, tak také formule 2.

Uloha 20. Prokazte, ze formule (3u)p je pti daném ohodnoceni pravdivé
ve strukture, pravé kdyz existuje ohodnoceni, které se od zadaného lisi nanejvyse
v bodé u a pfi kterém je formule ¢ pravdiva ve struktufe. Potifeboval jste predpo-
klad, Ze proménnd u je volnd ve formuli ¢? Néavod: Formuli (Ju)e chapejte jako
formuli —(Yu)—¢; bod (5) pfedchozi definice aplikujte na formuli —¢.

Priklad 6. Formuli jazyka Ls
(vig) (Fz1)[Muz(z1) & (Vao)(~Muz(ze) — Kam(z, z2))].

25) Piipomenme jesté jednou, ze ohodnoceni musi na proménné druhu u nabyvat hodnotu
vV mnoziné upy.

26) Misto »formule je splnéna ve struktufe” pouzivaji nékteri autori ,,formule plati ve strukture*
nebo ,,formule je pravdivd ve strukture“. Terminologie az neobvykle kolisé, misto nasi dvojice
pravdiva-splnéna se v riznych ceskych textech pouzivaji pojmy pravdiva, platné, splnéna
v nejruznéjsich kombinacich.

420) Formule (Fu)¢ je pfi daném ohodnoceni pravdivé ve struktufe, pravé kdyz neplati, Ze pfi
kazdém ohodnoceni, které se od zadaného 1isi nanejvyse v bod€ u, neni pravdiva formule .
To je vsak totéz jako existence ohodnoceni liSiciho se od zadaného nanejvys v bodé u, pri
kterém je formule ¢ pravdivd ve zkoumané struktufe. Volnost vyskytu proménné u neni
treba.
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lze v nasi skole ¢ist ,,Existuje student-muz, ktery se kamaradi se vSemi student-
kami.“. Ohodnotime-li proménnou x; individuem a5 a proménnou x5 jakymkoli
individuem a; pro j mensi nez 5, je formule Kam(z1, z2) pravdiva, nebot pro kte-
rékoli individuum a; z mnoziny individui {a4,..., a4} je dvojice as, a; v mno-
7iné Kams. Formule —~Muz(z2) je pravdiva pfesné pfi téch ohodnocenich, kte-
rd nabyvaji pro proménnou x5 nékterou z hodnot ai,...,ay. Formule
“Muz(xg) — Kam(z1,x2) je tudiz pravdiva pfi kazdém ohodnoceni pfifazuji-
cim proménné x; individuum a; (viz bod (4)): jestlize ohodnoceni pfifazuje pro-
ménné zo nékteré z individui as, ..., ajg, neni pravdivy antecedent a pritazuje-li
ohodnoceni proménné x; nékteré z individui a4, ..., a4, je pravdivy konsekvent.
V dusledku predchoziho rozboru je formule (Vzo)(—Muz(ze) — Kam(z1,x2))
pravdiva pii jakémkoli ohodnoceni pfifazujicim proménné x; individuum as (viz
bod (5)). Nadto pfi ohodnoceni pfifazujicim proménné x; individuum as je prav-
divé i formule Muz(x1) (viz bod (1)), procez je pravdiva pfi takovémto ohod-
noceni i formule Muz(z1) & (Vag)(-Muiz(zy) — Kam(xi,z2)) (viz piiklad 5),
takze formule (vit) je splnéna ve struktute S (viz tlohu 20). Ve struktufe S jsme
ukézali dokonce pravdivost formule

Muz(Jan3B) & (Vo) (- Muz(xs) — Kam(Jan3B, z5)),
jejimz dusledkem je formule (vid).

Uloha 21. Zapiste formulemi jazyka Ls tvrzeni ,Existuje studentka, ktera
se kamaradi se vSemi studenty-muzi.“ a ,Existuje upovidané studentka, ktera se
kamaradi se vSemi upovidanymi studenty-muzi.“. Rozhodnéte zda tyto formule
jsou splnény ve struktuie S.

Druhé tvrzeni mizeme vyjadiit napt. pomoci formule

(vii") (Fuq) [ Muz(uq) & (Vug)(Muz(ug) — Kam(ug, usz))].

Kazdé ohodnoceni, pro které je pravdivé Muz(us), musi pfifazovat proménné us
individuum as (nebot individuum aj; je jediny prvek spoleény jak realizaci druhu
proménnych u, tak také mnoziné Muzs). Potfebujeme tudiz nalézt ,upovidanou
studentku“, ktera se kamaradi se ,,studentem® as. Jako ptiklad hledaného objektu
muze slouzit individuum ay.

Uloha 22. Vyjadfete formulemi jazyka Ls tvrzeni ,Existuji dva studenti-
muzi, ktefi spolu kamaradi.“, ,,Existuji dvé upovidané studentky, které spolu

u21) Pryn{ tvrzeni miZeme zapsat napr. formuli
(viii) (Fz1) [~ Muiz(z1) & (Vz2)(Muz(z2) — Kam(z1,x2))].
Formule Muz(z2) je pravdivd pfesné pfi téch ohodnocenich, jez proménné xo prifazuji
nékteré z individui as, ..., ajg. Protoze neexistuje individuum a; takové, ze kazda dvoji-
ce a;,a; pro j = 5,...,10 je prvkem mnoziny Kams, musi byt pfi kazdém ohodnoceni
formule (Vz2)(Muz(z2) — Kam(x1,xz2)) nepravdiva, proéez formule (viiz) neni splnéna
ve struktufre S.
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kamaradi.“, ,Existuje student-muz, ktery kamaradi alespon se dvéma student-
kami.“, ,Existuje studentka, kterd kamaradi alespon se dvéma studenty-muzi.*
a zkoumejte, které z téchto formuli jsou splnény ve strukture S.

Pro néasledujici t¥i ilohy uvazujme jednu z nejjednodussich moznych struktur
(a nazvéme ji P): jeji univerzum budiz dvoubodova mnozina {a,b}, budiz to
struktura pro jazyk s jedingm unarnim predikidtem P a znak P budiz realizovan
jednoprvkovou mnozinou {a}. (Podle dohod o jazyku je mozno pii vytvareni
formuli zkoumaného jazyka pouzivat také rovnost.) Na vysledky tlohy 25 jsme
jiz odkazovali v predchozim textu, vysledky tloh 23 a 24 uplatnime ve tietim
paragrafu.

Uloha 23. Ukaite, ze pii zadném ohodnoceni pfifazujicim proménné z indi-
viduum a neni ve struktufe P pravdiva formule
(i) P(z) — (Vz)P(x)

a pfi zddném ohodnoceni pfitazujicim proménné z individuum b neni ve struk-
tuie P pravdiva formule —=P(x) — (Vz)-P(z).

Uloha 24. Rozhodnéte, zda je ve struktuie P splnéna néktera z formuli
(Vz)(P(z) Vv =P(z)), (Vz)P(z) V (V)= P(x) a (Vz)P(x) & (Va)-P(x). Pokud
nékterd z formuli neni splnéna v nasi struktufre, pokuste se sestrojit jinou struk-
turu se stejnym univerzem, v niz je splnéna.

u22) Formule (Jz1,20)(Muiz(z1) & Mus(zz) & ©1 # x2 & Kam(z1,z2)) neni ve zkoumané
struktufe splnéna, avsak formule

(Fui,u2) (" Muz(ur) & “Muz(uz) & ui # ug & Kam(ui,u2))
splnéna je (jako pfiklad mohou poslouzit ,upovidané studentky“ as, as). Formule
(Fz1, 2, 23) (Muiz(z1) & ~Muz(xz2) & ~Muiz(z3) & 2 # 3 & Kam(z1, z2) & Kam(z1, z3))
je splnéna ve struktufe S, naproti tomu v téZe struktuie neni splnéna formule

(Fz1, z2, 23) (" Muz(z1) & Muz(x2) & Muz(zs) & o #x3 & Kam(z1,x2) & Kam(z1,z3)).

u23) Py z4dném ohodnoceni pFifazujicim proménné z individuum b neni ve struktuie P prav-

div4 formule P(z), takze ve struktufe neni splnéna formule (Va)P(x). Uvédomme si, zZe
posledné uvedend formule je uzaviend, procez jeji pravdivost nezavisi na volbé ohodnoceni.
Formule (iz) je nepravdivé pfi jakémkoli ohodnoceni, jez pfifazuje proménné z indivi-
duum a, protoze pfi takovémto ohodnoceni je formule P(z) pravdiva a formule (Vz)P(x)
nepravdiva.
u24) Formule P(z) V ~P(z) je pravdivéa pii kazdém ohodnoceni (a dokonce v kazdé struktute
pro jazyk obsahujici unarni predikat P), takze prvni formule je splnéna.
Formule P(z) neni pravdiva pfi zddném ohodnoceni ve struktute P, p¥i kterém proménné z
je pfifazeno individuum b, procez formule (Vx)P(x) neni splnéna ve struktuie P; zcela
analogicky formule —P(x) neni pravdiva pfi zddném ohodnoceni, pfi némz proménné x je
pfifazeno individuum a, takze ani formule (V)= (z) neni splnéna. Shrneme-li predeslé,
vidime, ze druhé formule neni splnéna ve struktuie P. Pokud bychom vsak realizovali P
mnozinou {a, b}, byla by splnéna formule (Vz)P(z) a nasledné také druhé formule nasi
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Uloha 25. Jsou formule (Vz)(3y)(z = y) a (3y)(Vz)(x = y) splnény ve struk-
ture P? Pokud néktera z nich splnéna neni, pokuste se sestrojit strukturu, v niz
je splnéna.

%k ok
Jsou-li x1,...,x, pravé vsechny proménné, které maji volné vyskyty ve for-
muli ¢, pak formuli (Vzy,...,2z,)e nazyvime (univerzalnim) uzavérem for-

mule .

Necht pravé dvé proménné z,y maji volné vyskyty ve formuli . Pak for-
mule ¢ ma pfesné dva uzavéry, totiz formule (Vz)(Vy)p a (Vy)(Vz)p. Zabyvejme
se srovnanim vlastnosti formule ¢ a téchto uzavéri. Predpokladejme, ze M je
struktura pro jazyk, ve kterém je formulovatelnd formule .

Prvni — jednoduchad — otéazka zni: Je ve struktufe M splnéna formule ¢,
pravé kdyz je v ni splnén jeji uzavér? — Uz znate odpovéd? — Formule ¢ je
splnéna ve struktute M, préavé kdyz pfi kazdém ohodnoceni je pravdiva, a to
podle definice pravdivosti formule vzniklé univerzalni kvantifikaci nastane presné
tehdy, kdyz je splnén uzavér formule ¢; odpoved tedy zni ,,ano“. Druhd otazka:
je splnén jeden uzéavér pravé kdyz je splnén druhy? Odpovéd ,ano* je dusledkem

pocet proménnych s volnymi vyskyty ve formuli ¢ jiz nepfedpisujme.

Uloha 26. Necht formule ¢ je formuli jazyka teorie T. Ukazte, Ze formule ¢ je
dokazatelna v teorii T, pravé kdyz je v T dokazatelna formule (Vx)y; v symbolech
T + ¢, pravé kdyz T + (Vx)p. Vyvodte, ze formule je dokazatelnd v teorii T,
pravé kdyz je dokazatelny jeji uzavér (tento jednoduchy vysledek byva oznacovan
jako véta o uzavéru).

ulohy.

Ke splnéni t¥eti formule by musel byt znak P realizovan celym univerzem (aby byla splnéna
formule (Vz)P(x)) a sou¢asné prazdnou mnozinou (aby byla splnéna formule (Vx)=P(x)).
To vsak nemiiZe nastat pro zadnou strukturu, nebotf univerzum jakékoli struktury musi
byt neprazdné podle definice.

Formule z = y je pravdiva pfi kazdém ohodnoceni, které prifazuje proménnym z,y totéz
individuum, tudiz prvni formule je splnéna v kazdé struktuie. Pfi Zddném ohodnoceni
ve struktufe P, pro které jsou hodnoty pfifazené proménnym z,y rtzné, neni pravdivé
formule z = y. Nésledné neni formule (Vz)(z = y) pravdivd v P pfi zddném ohodnoceni,
tedy neni ve struktufe P splnéna ani formule (Jy)(Vz)(x = y). Zkoumand formule je vSak
splnéna v kazdé strukture, jejiz univerzum se sklada z jediného prvku.

u25)

u26) Zleva doprava: K dikazu formule ¢ v teorii T staci pfidat jako dalsi ¢len formuli (V).

Ziskame tak dukaz v teorii T, protoze prodlouzeni odiivodnime generalizaci. Zprava do-
leva: K dtikazu formule (Vz)p v teorii T stac¢i pfidat jako dalsi dva ¢leny formuli (Vz)p — ¢
(specifikace; do ¢ substituujeme = za x) a ¢ (modus ponens). Uvedené vyvozovaci prin-
cipy oduvodnuji, Zze ziskdme dikaz formule ¢ v teorii T. Tvrzeni o uzavéru prokazeme
z predchoziho vysledku indukci podle poétu proménnych, které maji ve formuli ¢ volny
vyskyt.
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Uloha 27. Urcete, zda je ve struktuie P splnéna formule P(x) = (Vx)P(z).
Uloha 28. Ukazte, 7e v teoriich T, a T, (Vx)¢ dokdzeme tytéz formule.

Nahlédli jsme, ze v fadé pripadu se formule a jeji uzavér chovaji podobné,
v jinych pfipadech nikoli. Dalsi priklady rozdilného chovani pfinesou nékterd
dodatecna odvozovaci pravidla. V disledku tlohy 28 je mozné si vzdy predstavit,
Ze vSechny axiomy jsou uzaviené formule, pro aplikace dodateénych odvozovacich
pravidel (viz dale) je to dokonce vhodné.

k 3k %

Zamyslite-li se nyni, zda kazda struktura pro jazyk Ls je ,myslitelna skola“,
pravdépodobné si namotivujete dalsi pojem sémantiky predikatového poctu —
model teorie. Nic nam dosud nebranilo ve struktufe pro jazyk Ls realizovat pre-
dikat Kam relaci, kterd obsahuje také dvojici individui, ve které je prvni prvek
roven druhému. To vSak neodpovida nasemu pojeti pojmu , byt kamarady“, ne-
prijimame totiz, ze se nékdo ,kamaradi“ sdm se sebou. TakZe pojem struktura
pro jazyk skoly Ls nevystihuje nasi predstavu o pojmu ,myslitelna skola“.

Nase predstavy o pomérech ve skole mizeme vyjadrit pomoci formuli a ty
povazovat za axiomy ,teorie Skoly*. Myslitelné skoly by pak odpovidaly struktu-
ram pro jazyk skoly, ve kterych jsou pravdivé vSechny axiomy ,teorie skoly“. Pri
nasem umyslu, aby funkce § prifazovala kazdému studentovi nejstarsiho studenta
jeho t¥idy, bude vhodné pfijmout napi. formuli (Vz)(F(F(z)) = F(z)) za axiom
,teorie Skoly“, protoze nejstarsim studentem ve tfidé, kterou navstévuje student
uréeny termem F(z), je on sam.

Modelem teorie?”) T nazjvame kazdou strukturu pro jazyk teorie T,
ve které jsou splnény vsechny axiomy teorie 7. Intuitivné je mozno vyjadrit pojem
modelu teorie, ze je to jakykoli ,myslitelny svét“, ve kterém jsou splnény vsechny
axiomy teorie T. Ve vyrokovém poctu jsme ukazali, Ze kazda dokazatelnéd formule
je ,wvzdy pravdiva“ (je tautologii). V analogii k tomuto vysledku jsme schopni
v predikatovém poctu ukazat, ze formule dokazatelnd v teorii T (pfi pouziti nasich
deseti vyvozovacich principt) je ,vzdy pravdivd“ vzhledem k T, tzn. je pravdiva

u27) Podle tlohy 23 vime, Ze ve struktufe P pfi ohodnoceni prifazujicim proménné z indivi-
duum a neni pravdivd dokonce uz formule P(z) — (Va)P(z). Takze pti uvedeném ohod-
noceni nemuze byt tim spiSe pravdiva formule P(z) = (Vz)P(z). (Naproti tomu formule
(Vz)P(x) — P(z) je splnéna v kazdé strukture.)

V teorii T, ¢ dokézeme formuli (Vx)p generalizaci a v teorii T} (Vz)p dokdZzeme formuli ¢
specifikaci (do formule ¢ substituujeme z za x). Pro dikaz jakékoli formule pak pouzijeme
vhodné princip ,,vse dokazané lze pouzit k dokazovani“.

u28)

27) Smysl definice je vytvofit vyrazovy prostiedek umoziiujici vysetfovat pro danou teorii

jeji modely. Poznamenejme, ze kazda struktura je samoziejmé modelem jakési teorie,
napf. teorie, jejiz axiomaticky systém se sklada ze vsech uzavienych formuli splnénych
ve struktufe a soucasné také teorie, jejiz axiomaticky systém neobsahuje zadny axiom.
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v kazdém modelu této teorie, a to pii kazdém ohodnoceni. Tento vysledek byva
oznacovan jako korektnost predikatového poctu.

Stejné jako ve vyrokovém poctu vSak vyvstava otazka, zda nasich deset pra-
videl vyvozovani jiz vystihuje lidské vyvozovani upiné.

Skala model v predikdtovém poétu je nesrovnatelné bohatsi nez v piipadé
vyrokového poctu. Piesto vztah sémantiky a syntaxe predikdtového poctu je
stejné hluboky jako ve vyrokovém po&tu®®) — v jakékoli teorii T jsou dokazatelné
presné ty formule, jez jsou splnéné ve vSech modelech teorie T.

Ve vyrokovém poctu jsme z analogického tvrzeni vyvodili dva disledky. Nyni
jsme schopni odtvodnit jen analogii prvniho z nich. Pro zdiuraznéni analogie
s vysledkem z §1 kap. I zopakujeme v nasledujicich tfech odstavcich témér doslova
nékteré véty z citovaného paragrafu.

Nasich deset principi vyvozovani pro predikatovy pocet v jakékoli teorii T
,»pIné postaci“ k dokdzani vsech zddanych formuli predikatového poctu (tj. vSech
formuli pravdivych ve vSech modelech teorie T' pfi vSech ohodnocenich), neboli
jakykoli jiny vyvozovaci princip, ktery je formalizaci intuitivné spravného vyvozo-
vaciho kroku (speciélné tedy i kazdy dodate¢ny axiom logiky popisujici intuitivné
pravdivé tvrzeni), je dovoditelny ze zvolenych zakladnich vyvozovacich principt.

Vyjadieme pfedchozi tvrzeni pro predikatovy pocet jesté jinymi slovy. P¥ida-
me-li k ndmi zvolenym axiomum predikdtového poctu a k jedinym dvéma odvo-
zovacim pravidlim predikdtového poctu jakykoli dalsi vyvozovaci princip, jsou
jen dvé moznosti:

(a) Budto i ,dukazy“, ve kterych je tento vyvozovaci princip povolen, umozni
dokazat v libovolné teorii T jen (vzdy) pravdivé formule jazyka teorie T. Pak
vSak je dodatecny vyvozovaci princip zbytec¢ny, nebot tytéz formule je mozno
dokazat i bez ného.

(b) Nebo se pomoci néjakého ,dukazu® povolujiciho i dodateény vyvozovaci prin-
cip podaii dokazat néjakou formuli teorie T, ktera neni (vzdy) pravdiva, tzn.
pro kterou existuje model teorie T, ve kterém neni splnéna. Pak vSak je tento
vyvozovaci princip nepiijatelny. Nasi intuici o pojmu dokazatelnosti by ptece
odporovalo, kdybychom dokazali v teorii T néjakou formuli, ktera neni spl-
néna v ne€kterém modelu teorie T. Povazujeme totiz za absurdni, Ze by bylo
mozno dokéazat v teorii T néjakou formuli predikatového poctu, kterd by
byla nepravdiva byt jen pfi jediném ohodnoceni v jediném modelu teorie T'
(neboli vyzadujeme korektnost predikadtového poctu).

Timto pochopitelné opét nezpochybriujeme uzitecnost riznych jinych vyvo-
zovacich principti. Dodate¢né principy mohou totiz velice urychlovat a zptehled-

vvvvvv

28) Tvrzeni je znamé jako véta o tplnosti a prokézal ho K. Godel v élanku [G1].
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vSak, ze takovéto postupy jsou jiz nahraditelné pomoci vybranych zakladnich
vyvozovacich principt.

Druhym disledkem véty o uplnosti ve vyrokovém poctu byla existence al-
goritmu, ktery byl schopen rozhodnout, zda formule vyrokového poctu je doka-
zatelna ¢i nikoli a dokonce bylo mozno napsat algoritmus, ktery k dokazatelnym
formulim vyrokového poctu prislusny dikaz sestroji. Pro oduvodnéni tohoto di-
sledku bylo rozhodujici, Ze pro zadanou formuli postacilo zkoumat koneéné mnoho
pfipadt (v8ech moZnych ohodnoceni vyrokovych proménnych vyskytujicich se
v dané formuli vyrokového po¢tu je jen koneéné mnoho). Nékteré teorie v pre-
dikétovém poétu vsak maji velice mnoho modelt??). Neni tedy mozno postupné
projit vsechny modely takovéto teorie a vyzkouSet, zda je v nich vSech splnéna
jedna urcita formule. Problém, zda existuje algoritmus rozhodujici dokazatelnost
formule v dané teorii, tudiz zatim nechavame otevieny a podrobné se jim budeme
zabyvat ve druhém paragrafu treti kapitoly.

Vétu o tplnosti je mozno vyslovit v ponékud silné€jsim tvaru, ktery pro nas bude
dulezity v druhém piikladu §3 kap. III. Pro tuto silngjsi formulaci je podstatné, Ze teorie
mnozin umoziuje srovnavani ,velikosti“ riznych typu nekone¢na®?) . Minimalnim typem
nekonecna je nekonec¢no prirozenych &isel®V) a mnozindm, které maji tento minimalni
typ nekone¢né velikosti Fikdme spocetné (jinymi slovy: mnozina je spocetna, je-li mozno
jeji prvky indexovat pfirozenymi ¢isly).

Zesileni véty o tplnosti (tzv. Lowenheim-Skolemova véta): V jakékoli teorii T jsou
dokazatelné presné ty formule, jez jsou splnéné ve vsech koneénych a spocetnijch mode-
lech teorie T' (neboli k rozhodnuti o dokazatelnosti formule v dané teorii postaci ,,malé“
modely, avSak i téch miZe byt hodné).

k 3k %

Podobné jako ve vyrokovém poctu je vyhodné formulovat a uzivat pfi dika-
zech dodatecné vyvozovaci principy. Takovéto dodatecné principy opét maji na
jedné strané usnadnit dikazy v predikdtovém poctu a na strané druhé nemaji
umoznit dokazani zadného tvrzeni, které by nebylo dokazatelné pouze z nasich
deseti zédkladnich vyvozovacich principt predikdtového pocétu. Nékteré dodatecné
vyvozovaci principy predikatového poc¢tu odpovidaji dodate¢nym principim vy-
rokového poctu, jiné jsou specifické pro predikatovy pocet. Je prirozené nejprve

29) Pro Peanovu aritmetiku viz tvrzeni ku konci tfetiho paragrafu kap. III.

30) Mnozina = ma méné nebo stejné prvka jako mnozina y, existuje-li vzajemné jednoznacné
zobrazeni mnoziny z do mnoziny y — mnozina studenti ma méné nebo stejné prvki
jako mnozina zidli v poslucharné, jestlize si kazdy student miize sednout (tj. kazdému
studentovi je pfifazena pravé jedna zidle) a zadny student nestoji; nevadi, pokud né&jaké
zidle zbudou.

Kazda ¢ast mnoziny pfirozenych &isel je budto koneénd nebo m4 jiz stejné prvki jako celd
mnozina prirozenych c¢isel. Tvrzeni vypadd ponékud paradoxné, uvédomme si vsak, Ze
napf. ¢ast mnoziny pfirozenych cisel tvorena ¢isly sudymi ma stejny pocet prvka jako cela
mnozina pfirozenych cisel, staci pfirozenému ¢islu priradit jeho dvojnasobek a dostaneme
vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny vSech prirozenych ¢isel na mnozinu ¢isel sudych.

31)
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shrnout ty dodatecné principy, které koresponduji s principy z vyrokového poctu;
pro prvni ¢tyfi principy se vSak budeme muset smifit s tim, ze v pripadé pre-
dikétového poctu je tfeba pfijmout urcéité omezeni — tyto principy bude mozno
aplikovat pouze na uzavrené formule (ve vyrokovém poctu jsme dodateéné prin-
cipy sméli aplikovat na jakékoli formule vyrokového poétu). Nicméné toto ome-
zeni je vyznamné z teoretického hlediska (podstatnost tohoto pfedpokladu bude
diskutovana ve tfetim paragrafu, a to na zakladé vysledkd tloh 23 a 24 tohoto
paragrafu), avSak z pohledu faktického uziti je nepodstatné — je totiz pfirozené
si pfedstavovat, ze vSechny axiomy teorii jsou uzaviené formule (viz tloha 28).

Jestlize ¢, jsou uzaviené formule predikatového poctu a ¢ je libovolna
formule téhoZz poctu, pak pro né smime pouzivat nasledujici ¢tyfi odvozovaci
pravidla:

Dukaz dedukci. Jestlize v teorii T, ¢ dokdzeme formuli ¢, pak v samotné
teorii T dokézeme implikaci ¢ — ¥; v symbolech: je-li T, o =19, je T F ¢ — 9.

Dukaz sporem. Je-li teorie T, —¢ spornd, je formule ¢ dokazatelnd v teo-
rii T'; v symbolech: jestlize T, —p je spornd, jest T' - .

Dukaz rozborem pripadu. Jestlize jak v teorii T, ¢, tak také v teorii T 1)
je dokazatelna formule 9, je v teorii T, ¢ V¢ dokazatelna formule 9J; v symbolech:
je-li T, o 19 a soucasné T,y =19, je T, p Vo) - 1.

Dukaz neutralni formuli. Jestlize formuli ¢ dokazeme jak v teorii T, ¢, tak
také v teorii T, —y, je formule ¥ dokazatelna jiz v teorii T samotné; v symbolech:
jestlize T, o F ¥ a soucasné T, —p F ¥, je T + 4.

Odvozovaci pravidla z druhé tabulky §2 miizeme pouzivat bez jakjchkoli omezeni
i v predikdtovém poctu.

Dalsim velice pfirozenym odvozovacim pravidlem je princip umoznujici na-
hrazovat formule stejného vyznamu. Pravidlo je analogii dikazu ekvivalentnim
nahrazenim ve vyrokovém poctu a umoziuje nahrazovat ekvivalentni podformule.

Dukaz ekvivalenci. Necht libovolna formule ¢ je ¢asti zépisu formule 1,
jez je formuli jazyka teorie T'; formule v budiz formuli téhoZ jazyka. Necht na-
hrazenim formule ¢ formuli ¢ v zapisu formule ¥ (vSude nebo jen nékde) vznikne
formule 9. Pak v teorii T's dodateénym axiomem ¢ = 1) je dokazatelné ekviva-
lence ¥ = ¢/, v symbolech: T, p = ¢ -9 = ¢'.

V predchozi kapitole jsme snad probrali vyznam a uziti prvnich ¢tyt pravidel
dostateéné na to, aby jejich cena byla jasna i pro predikatovy pocet. Uvedme proto
jen tfi priklady aplikace sepsanych odvozovacich pravidel, dva z nich (tlohy 29, 31)
souvisejici s kvantifikaci a tfeti (loha 32) davajici do souvislosti dva nejdilezi-
téjsi pojmy syntaxe — dokazatelnost a spornost. Velice jednoduché uziti patého
pravidla ukazuje tloha 30.
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Poznamenejme, ze kazdé z prvnich ¢tyt uvedenych dodatecnych odvozovacich pra-
videl je jakousi implikaci. Pravidla je moZno obratit, napf. obraceni dikazu dedukci
je tvrzeni: Jestlize v teorii T' dokdZeme implikaci ¢ — ¢}, pak v teorii T, ¢ dokézeme
formuli 9; v symbolech: je-li T' F ¢ — 9, je T, p I 9. Prokazat takovato obréceni je
velice snadné, proto odlozime tuto problematiku do cviceni I1-2.18-11-2.20, evidentnost
obraceni dikazu neutralni formuli byste vS§ak mél vidét okamzité.

Uloha 29. Uvedli jsme, Ze ve formuli je mozno zaménit pofadi dvou po
sobé nésledujicich univerzalnich kvantifikaci. ProkaZte tuto moZnost zamény
poradi univerzalnich kvantifikaci, tzn. ukazte, Ze bez jakychkoli mimologic-
kych axiomt je dokazatelnéd ekvivalence

(Vz)(Vy)p = (Vy) (V).

Néavod: Pro dokdzani implikace (Vz)(Vy)p — (Vy)(Vz)p pracujte v teorii s jedi-
nym axiomem (Vz)(Vy)p a jazykem potfebnym pro vybudovani formule ¢. UZijte
dvakrat specifikaci (a modus ponens); poté dvakrat ve vhodném poradi generali-
zaci. Na zavér staci aplikovat dikaz dedukci.

Uloha 30. Dokazte ekvivalenci (Vz)¢ = (Va)——¢ bez pouziti mimologickych
axiomd.

Uloha 31. Ukazte moznost zamény poiadi existenénich kvantifikaci,
tzn. ukazte, Ze bez jakychkoli mimologickych axiomu je dokazatelna ekvivalence

(32)(3y)e = (Fy)(3z)ep.

Navod: Uzijte vysledky tloh 29 a 30 a vyjadreni existen¢ni kvantifikace pomoci
kvantifikace univerzalni.

Uloha 32. Prokazte, ze uzaviend formule ¢ je dokazatelna v teorii T, pravé
kdyz teorie T, - je spornd. Navod pro prokazani zprava doleva: Formule ¢ je
dokazatelna jak ve sporné teorii T, —¢ (uzijte vysledek jedné pfedchozi tlohy),

u29) Pracujte v teorii s jedinym axiomem (Vz)(Vy)e a s jazykem umoziujicim sestrojeni for-
mule . Dvojndsobnym uzitim specifikace (proménnou z nahrazujeme ji samou a pak
proménnou y opét ji samou) dokdzeme formuli ¢. Nyni aplikujeme dvakrat generalizaci,
nejprve na proménnou r a teprve potom na proménnou y. Tim jsme v teorii s axiomem
(Vx)(Vy)p dokézali formuli (Vy)(Vz)p. Zavéreéné uziti dukazu dedukci je snad jiz zcela
rutinni zalezitosti. Obracena implikace se dokaze naprosto stejné.

u30) v dusledku dikazu ekvivalenci je v teorii s jedinym axiomem ¢ = ——¢ dokazatelns, for-

mule (Vz)¢ = (Vz)-—¢. Formule p = ——p je dokazatelnd ve vyrokovém poctu (zdkon
dvojité negace), procez je bez pouziti mimologickych axiomt dokazatelnd v predikéto-
vém poctu formule ¢ = ——p. Na zavér staci pouzit princip ,vSe dokdzané lze pouzit
k dokazovani“.

u31) Formule (3z)(3y)e je vyjadfitelnd pomoci —~(Vz)——(Vy)—p. Uvedens formule je ekviva-

lentni formuli —(Vz)(Vy)—¢ podle pfedchozi tlohy. Aplikujeme-li vysledek tlohy 29 na for-
muli =, nahlédneme dokazatelnost ekvivalence formule (Vz)(Vy)—p a formule (Vy)(Vz)—¢
bez uziti mimologickych axiomt. Na zavér si proto staci uvédomit, ze implikace
(p = q) — (=p = —q) je tautologii vyrokového poctu.
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tak také v teorii T ¢; procez staci aplikovat jedno dodateéné odvozovaci pravidlo
z naseho seznamu.

*

Pristupme k formulaci dodateénych odvozovacich pravidel, kterd nemaji ana-
logii ve vyrokového poc¢tu. Prvni z nich — dikaz rovnosti — se tyka specifického
prostfedku predikatového poctu, totiz rovnosti. V axiomech R2—R3 jsme zaru-
¢ili, Ze po nahrazeni termu termem jemu rovnym v zakladni formuli dostaneme
formuli, kterd je s pivodni formuli ekvivalentni. Nyni tvrdime, Ze totéz nenastane
jen pro zakladni formule, avSak pro vSechny formule (s vyjimkou téch, které zméni
svij vyznam podstatné, viz rozbor na str. 105). Je pfece intuitivné zcela jasné, ze
jakékoli tvrzeni o ,nejstarsi studentce nasi skoly“ a totéz tvrzeni o ,zené s rod-
nym &islem nejstarsi studentky nasi skoly* maji stejny vyznam, nebot ,nejstarsi
studentka nasi skoly“ a ,zena s rodnym cislem nejstarsi studentky nasi skoly“ je
taz osoba.

V prvnim paragrafu nasledujici kapitoly pouzijeme dikaz rovnosti mnoho-
krat pfi tvoreni dikazti v aritmetice. Pro vysvétleni vyznamu dtikazu rovnosti
vSak uvedme jiz nyni, Ze ho mtZeme pouzit napiiklad ke konstatovani, ze jaké-
koli tvrzeni o termu &(&(0)) je ekvivalentni témuz tvrzeni o termu &(0) 4+ S(0),
nebot termy &(&(0)) a S(0)+6(0) jsou si rovny (jelikoz oba reprezentuji ¢éislo 2).

Dukaz rovnosti nedovolujeme aplikovat v pripadé, Zze nahrazenim zméni for-
mule sviij vyznam podstatné, tj. v piipadé, Ze se zméni (vzroste) systém vyskytl
vazanych proménnych. Tuto vyjimku je tfeba zdtraznit z teoretického hlediska,
v praxi pravdépodobné nikoho nenapadne, aby provadél nahrazeni podstatné mé-
nici vyznam formule.

Uvazme napf. formuli (Jy)(x # y), kterd pozaduje, aby pro x existoval od ného
ruzny objekt. Je samoziejmé, ze takovéto y existuje pro kazdé individuum v jakékoli
strukture, kterd mé alespon dvé individua; zkoumana formule je pro takovéto struktury
pravdiva pfi kazdém ohodnoceni proménné x. Je naprosto neprirozené nahrazovat volny
vyskyt proménné x proménnou ¥y, protoze tim z volného vyskytu uc¢inime vyskyt vazany.
Kdybychom na takovémto neptirozeném nahrazeni trvali, nesmélo by nas prekvapit, ze
dosazenim proménné y za proménnou z vznikne formule (3y)(y # y), jeZ neni splnéna
v zadné struktutie. Nasledné formule x = y — (Jy)(y # y) neni pravdiva v zadné struk-
tufe pfi zadném ohodnoceni, které prifazuje proménnym x,y totéz individuum. Ukazali
jsme, Ze trvat na moznosti aplikovat dikaz rovnosti na vsechny formule a vSechna mozna
nahrazeni (véetné téch, kterd méni vyznam formule podstatng) by znamenalo, Ze né-
které axiomy by nebyly pravdivé ve vSech strukturach a vSech ohodnocenich (tj. museli
bychom ozZelet korektnost axiomt), coz je zcela proti duchu logiky.

u32) Zleva doprava: Predpokladame, Ze v teorii T je dokazatelna formule p, takze tato formule
je dokazatelna také v teorii T}, —p. V této teorii je dokazatelnd rovnéz formule —p, nebot
je jejim axiomem. Naopak: Protoze T, - je sporna, je v této teorii dokazatelna formule ¢
(podle vysledku ulohy 14); tatdz formule je dokazatelné také v teorii T} ¢, protoze je jejim
axiomem. Prokazovani zakonc¢ime dikazem neutralni formuli.
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Dukaz rovnosti. Necht t,s jsou termy jazyka teorie T' a budiz ¢ formule
téhoz jazyka. Necht nahrazenim proménné x termem t ziskdme z formule ¢ for-
muli ¢(z/t) a nahrazenim téze proménné, avsak termem s ziskdme z formule ¢
formuli ¢(x/s). Necht zadnym z uvedenych nahrazeni se nezméni systém vaza-
nych proménnych (tj. Zddame, aby nahrazenimi nezménila formule ¢ podstatnym
zpusobem svilj vyznam). Pak rovnost termu t a s implikuje v teorii T" ekvivalenci
formuli p(x/t) a ¢(x/s); v symbolech T+ t = s — (p(z/t) = ¢(x/s)).

Jing bézné pouzivany dtkazovy prostiedek je tzv. fixace (zavedeni) kon-
stanty. Predstavme si, ze vime, ze objekt s jakousi vlastnosti existuje. Je mozno
si pro dalsi dikaz zvolit jeden z téchto objektd jako piiklad a pokracovat v dalsi
konstrukci dikazu vyuzivajice tento priklad. Naptiklad kdyz vime, Ze existuje
alespon jeden pritel nejstarsiho studenta skoly, muzeme vzit jako priklad které-
hokoli z jeho pratel a uzit takto fixovany objekt pro pripadné dalsi dokazovani.
V prvnim paragrafu tfeti kapitoly predvedeme mnoho piikladd uziti pravidla
fixace konstanty pfi dikazech v aritmetice.

Podstatné pro fixaci konstanty s néjakou vlastnosti je védét, Ze objekt s touto
vlastnosti existuje. Pochopitelné, kdybychom fixovali objekt s vlastnosti z # x
(podle axiomu rovnosti vime, ze takové x neexistuje), byli bychom schopni doka-
zat naprosty nesmysl.

Dukaz fixaci (zavedenim) konstanty. Bud ¢ formule takova, Ze v teo-
rii T je dokazatelnd existence x s vlastnosti ¢. Obohatme jazyk teorie T o novou
konstantu ¢ a necht formule ¢(x/c) oznacuje formuli vzniklou z formule ¢ nahra-
zenim proménné x konstantou c. Jestlize v teorii vzniklé z teorie T' obohacenim
jazyka o konstantu ¢ a obohacenim systému axiomt o novy axiom ¢(z/c) je do-
kazatelna néjaka formule v jazyka puvodni teorie, pak je tato formule ¢ dokaza-
telnd jiz v ptvodni teorii. V symbolech: jestlize T' - (3x)¢, pak z dokazatelnosti
T, p(x/c) F 1 vyvodime T + 1) pro jakoukoli formuli ¢ jazyka teorie T.

Axiom specifikace vyjadiuje, Ze ,pokud néco plati pro vSechny objekty, pak
to plati pro jakykoli zvoleny objekt“ a tyka se univerzalni kvantifikace. TyZ prin-
cip mizeme vyslovit pomoci existen¢ni kvantifikace ve tvaru ,plati-li néco pro
jeden uréity objekt, pak existuje objekt, pro ktery to plati“. (Pokud se vam, mily
Gtenafi, zdé predchozi vypovéd nesmyslné svou banalitou, je to jen prokazani pii-
rozenosti principu, o némz pravé pojednavame.) Princip vyslovime nejprve pro

vvvvvv

Dualni specifikaci nazyvame formuli tvaru

o(z/t) — (3x)p, kde formule p(x/t) vznikne z formule ¢ nahrazenim promén-
né x jakymkoli termem t, jehoZ nahrazenim se neméni sy-
stem vdazanych vyskyti promenngych.
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Intuitivnéji feceno, formuli dudlni specifikace prijiméame jen v pfipadé, Ze nahra-
zenim se neméni zasadné vyznam formule .

Presné tak, jako axiom specifikace je mozno formulovat pro libovolny druh
proménnych, je mozno aplikovat i dualni specifikaci na libovolny druh promén-
nych, pokud mame navic zaruceno, Ze substituovany term je tohoto druhu: ,plati-
li néco pro jeden urcity objekt néjakého druhu, pak existuje objekt tohoto druhu,
pro ktery to plati®.

Pokud jste prijal, vaZeny Ctenafi, zapis axiomu specifikace pro obecny druh promén-
nych, nebudete mit nyni potize se zapisem dudlni specifikace pro tyz druh proménnych.
V nésledujicim axiomu budtez proménné u, v téhoz druhu (pfipad, ze u a v jsou toutéz
proménnou, se nevyluéuje).

[p(u/t) & (Fv)(v = t)] — (Ju)p, kde formule @(u/t) vznikne z formule ¢ nahrazenim

proménné u jakymkoli termem t, jehoZ nahrazent ne-
meéni systém vdzanych vyskyti promeénnych.

Jednou z dulezitych vlastnosti kvantifikace je moznost zamény poradi dvou
kvantifikatoru stejného druhu. Tuto moznost jsme vyse nejen konstatovali, avsak
dokonce i prokazali (bez pouziti mimologickych axiomu) v tlohach 29 a 31. Pfi-
rozené vyvstava otazka, zda lze ménit i poradi kvantifikdtord, z nichz jeden
je existenéni a druhy univerzalni. Na piikladu formuli (Vs;)(3s2)Kam(sy,s2)
a (3s2)(Vs1)Kam(sy, s2), které v neustdle zvazovaném pripadu skoly vyjadiuji
»2Kazdy student mé kamarada.“ a ,Existuje student, ktery se kamarédi s kaz-
dym studentem (dokonce i sdm se sebou).“ jsme naznadili, Ze zdména poradi
kvantifikdtori mutze zménit vyznam formule.

V tloze 25 jsme ukazali, Ze ve struktufe P je splnéna formule (Vz)(Jy)(z = y)
a neni splnéna formule (Jy)(Vz)(z = y). Tim jsme prokazali, Ze bez pouziti
mimologickych axiom® neni mozZno dokdzat implikaci

(V) By)(x = y) — Fy)(Va)(z = y),

nebot existence takového diikazu je v rozporu s korektnosti predikatového poctu.
Na druhé strané si vSak pro jakoukoli formuli ¢ dokazete v nasledujici tloze
implikaci

(z) (Fy) (Vo) — (Vo)(Fy)ep-

Uloha 33. Dokazte formuli (z) bez pouziti mimologickych axiomt. Navod: Fi-
xujte konstantu y s vlastnosti (V)¢ a uvazujte libovolny objekt x. Pro zvolené x
prokazte (Jy)¢ dudlni specifikaci.

u33) Pro fixovanou konstantu y s vlastnosti (V)¢ dostaneme formuli ¢ specifikaci, ve které
nahrazujeme proménnou z ji samotnou. Pro libovolné zvolené x nyni uvazme, ze mame
konstantu y zarucujici . Aplikace dudlni specifikace pfinasi formuli (Jy)¢, na zévér jiz
postacuje pouzit generalizaci vzhledem k proménné z.
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Ve tfetim paragrafu se budeme zabyvat problémem moznosti zamény poradi
kvantifikace a implikace obecnéji.

k 3k %

Vratme se ted k problematice sylogismu diskutované v predchozim paragrafu.
Predpokladejme, Ze v naSem jazyce jsou tii unarni predikaty S, M a P. Pomoci
univerzalniho druhu proménnych x muZzeme zapsat soud ,Kazdé S je P.“ ve
tvaru (Vz)(S(z) — P(x)) a soud ,Nékteré S je P.“ ve tvaru (Iz)(S(x) & P(x)).
Zapis zbyvajicich soudil pro predikaty S,P by mél byt zcela jasny — je tomu
tak? — Pochopitelné, ze soud ,,Zadné S neni P.“ a soud , Nékteré S neni P.“ za-
piSeme postupné ve tvaru (Vz)(S(z) — =P(z)) a ve tvaru (Iz)(S(z) & —=P(x)).
Pokud budeme mit k dipozici dokonce druh proménnych s probihajici presné ob-
jekty majici vlastnost S, zjednodusi se zapisy velice podstatné do tvart (Vs)P(s),
(3s)P(s), (Vs)=P(s) a (Is)=P(s).

Jako ukézku metod popsanych v tomto paragrafu ukazme platnost nékolika
sylogismil.

Priklad 7. Prokazme v predikdtovém poctu platnost sylogismu
(1) Kazdé M je P, tj. (Vz)(M(x) — P(x)).
(2) Kazdé S je M, tj. (Vz)(S(x) — M(z)).
pak
(3) Kazdé S je P, tj. (Vz)(S(z) — P(x)).

a sylogismu

(1) Kazdé M je P, tj. (Vz)(M(x) — P(x)).

(2) Nékteré S je M, tj. (3z)(S(x) & M(x)).
pak

(3) Nékteré S je P, tj. (3x)(S(x) & P(x)).

Zavazujeme se tedy dokazat (uzivajice pouze vyvozovaci principy popsané
v tomto paragrafu) zavéreény soud z premis toho kterého sylogismu.

Prokazani platnosti prvniho sylogismu: Uvazujme libovolny objekt x. Pfi
uziti axiomu specifikace a druhé premisy nahlédneme, Ze méa-li nas objekt vlast-
nost S, ma i vlastnost M, v symbolech S(z) — M(x). Zcela analogicky podle
axiomu specifikace a prvni premisy zjistime, Ze pokud méa nas objekt vlastnost M,
maé i vlastnost je P, v symbolech M(z) — P(z). Tranzitivita implikace zabezpe¢i,
Ze pokud m4 nas objekt vlastnost S, ma i vlastnost P, v symbolech S(z) — P(x)
a generalizace pfinese (Vz)(S(z) — P(z)).

Prokéazani platnosti druhého sylogismu: Fixujme objekt z, ktery ma vlastnost
S(z) & M(z), aplikujice dikaz uzitim konjunkce nahlédnéme jak S(x), tak také
M(z). Podle axiomu specifikace a prvni premisy zjistime, ze pokud ma nas objekt
vlastnost M, m4 i vlastnost P, v symbolech M(z) — P(x). Modus ponens
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zaru¢i P(z). Odvozovaci pravidlo dikaz konjunkce zajisti S(z) & P(z), tzn. nas
fixovany objekt ma vlastnost S(x) a souc¢asné ma rovnéz vlastnost P(x). Na zavér
postacuje uzit dualni specifikaci.

Uloha 34. V predikatovém poétu prokazte platnost sylogismu

(1) Zadné M neni P, tj. (Vz)(M(z) — —P(z)).

(2) Kazdé S je M, tj. (Vz)(S(x) — M(z)).

pak
(3) Zadné S neni P, tj. (Vz)(S(x) — —P(z)).

a sylogismu

(1) Zadné M neni P, tj. (Vz)(M(z) — —P(z)).

(2) Nekteré S je M, tj. (Fz)(S(z) & M(x)).
ak

(3) F?ékteré S neni P, tj. (3z)(S(x) & =P(x)).

Priklad 8. Ukazme, Ze ze soudu ,Kazdé S je P.“ plyne soud ,Nékteré S
je P.“ za predpokladu existence objektu s vlastnosti S: Fixujme objekt x s vlast-
nosti S, v symbolech S(x). Axiom specifikace aplikovany na prvni soud pfinese
S(z) — P(x) a nésledné pouzitim modus ponens obdrzime P(x). Uzivajice du-
kaz konjunkce nahlédneme, Ze fixovany objekt mé soucasné vlastnost S a také
vlastnost P, v symbolech S(x) & P(z); staci proto uzit dualni specifikaci.

Predpokladejme existenci objektu s vlastnosti S, tzn. pracujme v teorii
s axiomem (3x)S(x). Prokazme, Ze z premis ,Kazdé M je P.“ a ,Kazdé S je M.“
je dokazatelny soud plyne ,Nékteré S je P.“. Podle ptedchoziho piikladu z nasich
premis dokazeme soud ,Kazdé S je P.“. Tento dikaz prodlouzime o dikaz, Ze
,Kazdé S je P.“ implikuje ,Nékteré S je P.“ (existence dukazu prokazéna pred
okamzikem) a na zavér pouzijeme modus ponens.

Uloha 35. Plyne ze soudu ,,Zadné S neni P.“ soud ,Nékteré S neni P.“ za
predpokladu existence objektu s vlastnosti S? Za uvedeného predpokladu pro-
kazte platnost sylogismu vyvozujiciho z premis ,,Zadné M neni P.“ a ,Kazdé S
je M. zévér ,Nékteré S neni P.“.

Neplatnost sylogismu jsme prokazovali protiptikladem. Uvédomme si, Ze pro-
tiptiklad je v terminologii tohoto paragrafu model, ve kterém jsou pravdivé pre-
misy sylogismu a je nepravdivy jeho zaveér.

X % %k

u34) Muzeme zopakovat ivahy z piedchézejiciho piikladu zaméiiujice P za =P, mnohem rych-
lejsi je vsak aplikovat jiz dokdzané sylogismy na vlastnost =P.

u35)  Ano; znovu mitzeme zopakovat ivahy z predchoziho prikladu zaméfiujice P za —P, aviak
opét mnohem rychlejsi je aplikovat jiz dokdzany sylogismus na vlastnost —7P.
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Ukézali jsme, jak vyjadiit ze do skoly chodi alespon tii studenti-muzi. Ne-
gaci uvedené formule zapiSeme, Ze do skoly chodi nejvyse dva studenti-muzi.
Podobna tvrzeni mtzeme vyjadfovat i pro jiné vlastnosti a jiny pocet objektti.
Nejpouzivanéjsi je vSak vyjadreni, ze existuje pravé jeden objekt, ktery ma danou
vlastnost ¢. Uvedme proto vyslovné formuli, kterd tento fakt vyjadiuje (zapisy
o(z/z1) a p(x/x2) oznacuji po fadé formule, jez vzniknou po fadé z formule ¢
nahrazenim proménné x proménnou x; a proménnou xo; pritom predpokladame,
Ze uvedenymi nahrazenimi se neméni systém vazanych proménnych):

(i) (Fr)e & (Vor, 22)[(p(x/21) & (x/32)) — 21 = 22
(druhy konjunkt vyjadiuje, ze kazdé dva objekty majici vlastnost ¢ si jiz musi byt
rovny). Pro jednoduchost zapisu je zvykem formuli (zi) oznacovat jako (Ilz)p
(pfitom nevylucujeme, ze ve formuli ¢ jsou volné vyskyty i jinych proménnych
nez ).

k % X

Zopakujme, ze teorie popisuje nase pojeti néjakého jevu, napt. nasi predstavu
o vlastnostech prirozenych ¢isel nebo fyzikalni pojeti pohybu v klasické Newto-
nové mechanice. O dokazatelnosti v teorii jsme jiz pojednali. Zdiraznéme vsak, ze
zatimco ve vyrokovém poctu byl diikaz z pfedpokladt v podstaté pouze pomocny
pojem pro zkoumani ditkazi ve vyrokovém poctu (tzn. dikazi bez predpokladi),
je pojem dtikazu v teorii velice diilezity. Vyznamnost role teorii je zptisobena vétsi
slozitosti dikazt v predikatovém poctu, obrovskou rozmanitosti teorii a riznosti
jejich vlastnosti.

Podle matematické definice jakymkoli zadanim jazyka a zadanim soustavy
formuli tohoto jazyka jakozto axiomti obdrzime teorii. OvSem ne kazda takto
ziskana teorie je matematiky uznavana jako hodna zkoumani; dokonce i v mate-
matice samé jsou za ,zajimavé a zkoumanihodné“ teorie povazovany jen ty, které
popisuji jakési matematické jevy. Sporné teorie jsou automaticky zafazeny mezi
teorie nezajimavé.

Pii tvorbé matematické teorie se také snazime o tspornost; chceme, aby
vytvarena teorie méla prehledny a co nejmensi axiomaticky systém. Pomérné
velkd pozornost byva vénovana problému, zda neni mozno néktery axiom dokazat
ze zbyvajicich. Pro nékterd zkoumaéni (napf. pro tvorbu modelt dané teorie) je
totiz velice vyhodné mit minimalizovany systém axiomt. Pokud vime, Ze zadny
axiom neni dokazatelny v teorii vzniklé jeho vypuSténim, mluvime o nezavislé
soustavé axiomi.

Zcela analogicky jako se snaZzime minimalizovat soustavu axiomu, davame
rovnéz prednost miniméalnimu jazyku: snazime se budovat teorie s co nejmensim
jazykem. To je znovu v nékterych ohledech velice vyhodné (napf. pii vytvareni
modelt zkoumané teorie). Nicméné tento pfistup pfindsi také podstatné nevy-
hody, které je vSak mozno odstranit, jak ukdzeme za okamzik. Nevyhoda spociva
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v tom, Ze pfi rozvijeni teorie se ¢asto ukaze vhodné uzivat prostiedek jazyka (pre-

dikat, konstantu, funkci nebo druh proménnych), ktery ve zvoleném jazyce neni

k dispozici. V takovém pripadé je vyhodné obohatit jazyk o tento novy jazykovy

prostiedek.

Nez prikroéime k obecnému popisu jevu, uvedme jeden piiklad ilustrujici
potfebu obohacovani jazyka. Jiz jsme uvedli, Ze jazyk aritmetiky chceme mit
velice jednoduchy: funkce s¢itani, nasobeni a naslednika, konstantu 0 a jedinym
povolenym predikdtem ma byt rovnost. AvSak pfi rozvijeni aritmetiky ¢asem do-
jdeme i k potiebé definovat napf. pojem prvocisla (unarni predikat). Prvocisly je
zvykem nazyvat®?) ta ,Gisla vétsi nez 1, ktera nelze délit ni¢im jinym nez jednic-
kou a sebou samym®. Jako rozumné a vyznamné tvrzeni aritmetiky prijimame
naptiklad, Ze neexistuje nejvétsi prvodislo.

Takovou vétu nemizZeme dokazat v teorii s ptivodnim jazykem aritmetiky.
Dtikaz v teorii je totiz podle definice posloupnost formuli jazyka této teorie, ktera
ma vlastnosti popsané v definici diikazu. Takze v zadném dtkazu teorie se nemtize
vyskytnout formule, ktera neni vyjadritelna v jejim jazyce. Pfesné vzato bychom
tedy pri kazdém zavedeni nového prostfedku jazyka musili ménit jazyk teorie
a tak vytvaret novou teorii. To by sice bylo zcela pfesné, nicméné podrobné
popisovani jazyka pred vyslovenim kazdé véty by bylo iinavné a ve své podstaté
by zapficinilo nepfehlednost vysledkti. Mdme také moznost vzdy misto vysloveni
slovniho spojeni ,byt prvocislem“ zopakovat definici v uvozovkach z minulého
odstavce. To by bylo opét zcela presné, avsak za chvili by nase vyjadrovani bylo
tak tézkopadné, ze bychom nebyli schopni si porozumét. Mnohem piehledné;jsi
je se dohodnout, Ze budeme pouzivat pojem prvocisla definovaného vlastnosti
v uvozovkach jako zkratky. Neboli pracovat v obohaceném jazyce s védomim, Ze
na pozadani umime prevést kazdou formuli bohatsiho jazyka na formuli jazyka
puvodniho, kterd je s ni ekvivalentni. (V nasem pfipadé je algoritmus pfevodu
velmi prosty: vZdy nahradime vazbu ,je prvocislem* slovnim spojenim, které se
v definici pojmu prvoéisla vyskytuje v uvozovkéach.) Abychom obohaceni jazyka
byli opravnéni povazovat za pouhou zkratku, musime rovnéz védét, ze takovym
obohacenim teorie nevzrostou podstatné moznosti dokazovani. PopiSme zminéné
dva pozadavky podrobnéji:

(a) Pokud mé byt novy vyrazovy prostiedek pouhou zkratkou, musime byt
schopni kazdou formuli ¢ obohaceného jazyka vyjadrit ekvivalentné v pu-
vodnim jazyce jako jakousi formuli 9. O ekvivalenci formuli ¢ a 9 mizeme
pochopitelné uvazovat jen v teorii, jejiz jazyk obsahuje vsechny vyrazové pro-
stiedky uzité pfi tvorbé téchto formuli, tzn. ekvivalenci méame byt schopni
dokazat v obohacené teorii.

32) Definice m4 smysl, jen pokud uz rozumime vyznamu slov ,dglit*, ,vétsi“ a , jednicka®,

takze predpokladame, Ze jsme jiz diive obohatili jazyk aritmetiky o tyto pojmy.
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(b) Ma4-li teorie T bohatsi jazyk nez teorie S, dokazeme v teorii T zcela ur¢ité vice
formuli nez v teorii S (naptiklad vSechny formule vzniklé nahrazenim vyroko-
vych proménnych v tautologiich vyrokového poc¢tu formulemi vyslovitelnymi
jen v bohat$im jazyce). Nemizeme tedy pozadovat, aby v teorii T' s bo-
hat$im jazykem nebyla dokazatelna zadnd formule, kterd neni dokazatelné
v S. AvSsak miZeme a chceme-li vyjadiit nepodstatnost obohaceni jazyka,
pak dokonce musime pozadovat, aby v T nebyly dokazatelné formule jazyka
teorie S nedokazatelné v S. Tento pozadavek matematicky presné vyjadruje
drive uvedeny pozadavek, aby nevzrostly podstatné moznosti dokazovani.

Proberme nyni bézné zptisoby obohacovani jazyka, popisSme obecné uzivané
predpoklady, za kterych je mozno obohaceni povazovat za pouhou zkratku; jinymi
slovy formulujme ptedpoklady, za nichz méme zaruéeny pozadavky®® (a) a (b),
a uvedme pii vSech obohacenich jinych nez predikdtem alespor jeden priklad.

1) Chceme-li pfidat novy k-arni predikdt P jako zkratku za vztah
o(x1,...,21), definujeme novy predikat formuli®4)

(z17) P(x1,...,zk) = @(x1,. .., 2).

K tomu, aby takovéto obohaceni vyhovovalo nasim podminkadm (a) a (b),
postacuje, aby formule ¢ byla formuli ptivodniho jazyka, kterd ma pravé k volnych
proménnych xq,...,Tk.

Formuli, ve které se vyskytuje novy predikdt P, vyjadiime v pavodnim jazyce
prosté nahrazenim jakékoli formule tvaru P(ty,...,t;) formuli o(z1/t1,...,2k/tk),
vzniklou z formule ¢ nahrazenim proménnych xi,...,x; postupné termy ti,...,t.
(Pokud by se uvedenym nahrazenim zménil systém vazanych proménnych, je nejprve
potieba upravit formuli ¢, aby k tomu nedoslo, tj. preformulovat vlastnost ¢ tak, aby se
popsanym nahrazenim neménil vyznam podstatné. Nehodlame se feSenim tohoto spise
teoretického problému podrobné zabyvat, pro pfipadného zajemce jen poznamename, ze
metoda nahrazovani vdzanych proménnych predlozend ve tfetim paragrafu nasi kapitoly
je pro konstrukei reformulace formule ¢ dostateéna.)

2) Zkoumejme moznost pfidani nové konstanty.

Predstavujme si napf., ze uz mame zvolen trojihelnik ABC a chceme ,se-
strojit kruZnici k£ o stfedu A a prochéazejici bodem B“. Z hlediska obohacovani
jazyka vlastné ptriddvame novou konstantu k, kterd ma vlastnost ,byt kruznici
o stfedu A a prochézejici bodem B“. Takovéto obohaceni jazyka zkratkou je

33) viz §1 kap. III [So], kde najdete mj. upresnéni navodi, jak vyjadfit formule bohatsiho
jazyka v jazyku puvodnim
34) Pokud chceme byt piesni, obohatime jazyk o novy predikat P a priddme axiom (zi1).
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mozné, jestlize existuje prave jeden objekt, ktery ma uvedenou vlastnost3®). V na-
Sem pripadé je pozadavek splnén, protozZe existuje presné jedna kruznice s danym
stfedem a zadanym polomeérem.

Pokud chceme pridat novou konstantu ¢ jako zkratku za objekt popsany
pomoci formule ¢(z), definujeme konstantu ¢ formuli®®)

(ziii) @(x/c), kterd vznikne z formule ¢ nahrazenim proménné x konstantou c.

K tomu, aby takovéto obohaceni vyhovovalo nasim podminkdm (a) a (b),
postacuje, aby formule ¢ byla formuli puvodniho jazyka s jedinou volnou pro-
ménnou z a aby v teorii T byla dokazatelna formule (3'z)p(x).

Formuli, ve které se vyskytuje nova konstanta (nap¥. formuli ¢ (c)) vyjadiime v pi-
vodnim jazyce formuli (Vz)(¢(z) — %(z)) nebo ji miZzeme ekvivalentné vyjadiit také
formuli (3z)(p(z) & Y(x)).

3) Zkoumejme moznost pfidani nové funkce.

Predstavme si, ze napf. v aritmetice chceme definovat novou funkei z° jako zkratku.
K tomu acelu zvolime néjaky vztah mezi argumentem z a proménnou y oznacujici
hodnotu funkce (v nasem pfipadé je vhodny vztah popsén napf. formuli y = z - (z - z))
a definujeme hodnotu funkce z> jako to y, pro které plati zvoleny vztah. Velmi podobné
jako v pfedchozim bodé je takovéto obohaceni jazyka jakozto zkratka mozné, jestlize ke
kazdému x existuje prave jeden objekt, ktery ma uvedenou vlastnost.

Jestlize chceme pfidat novou k-arni funkci § jako zkratku popisujici vztah popsany

pomoci formule ¢(y, x1,...,zn), definujeme funkci formuli®”)

(xiv) ©(y/&(x1,...,2n)), jez vznikne z formule ¢ nahrazenim proménné y ter-
mem §(z1,....Tn)

35) Je dosti intuitivni, ze je potfeba, aby objekt s uvedenou vlastnosti existoval. Zkoumejme
potiebu jednoznacnosti pro naplnéni bodu (a). K tomu ucelu rozsifme vyse definovanou
strukturu P jednak realizaci dodateéné konstanty ¢ individuem a a jednak individuem b.
V prvni rozsifené struktufe je pravdivé P(c), ve druhé je pravdivé —P(c). Kazda uzaviena
formule neobsahujici konstantu ¢ je pravdiva v jedné rozsifené struktufe, pravé kdyz je
pravdivd ve druhé (nebot toto nastane, pravé kdyz je pravdivd v pivodni strukture P).
Nemuze proto existovat formule ¢ pivodniho jazyka, kterd by vyjadiila formuli P(c).

36) Pokud chceme byt piesni, obohatime jazyk o novou konstantu ¢ a p¥idame axiom (1iz).

Pravidlo o pridani konstanty jako zkratky je velice podobné odvozovacimu pravidlu dikaz
fixaci konstanty. Uvedme vSak, Ze v ditkazu fixaci konstanty pozadujeme méné a také do-
stdvdme méné: vyzadujeme pouze dokazatelnost existence objektu s vlastnosti ¢ (a nikoli
jednoznaénost takovéhoto objektu) a médme zaruéeno pouze, ze formule ptivodniho jazyka
dokazatelné v rozsifené teorii jsou dokazatelné i v teorii ptivodni (tj. ziskdme pouze vlast-
nost (b)). Vlastnost (a) (tzn. moznost ekvivalentné vyjadfit jakoukoli formuli s konstan-
tou ¢ v jazyce bez této konstanty) jiz zaru¢enu nemame a podle pfedchazejici poznamky
ani mit nemizeme.
37) Pokud chceme byt piesni, obohatime jazyk o novou funkci § a pfiddme axiom (ziv).
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K tomu, aby takovéto obohaceni vyhovovalo nasim podminkam (a) a (b), postacuje,
aby formule ¢ byla formuli puvodniho jazyka s n+ 1 volnymi proménnymi y, z1,...,Zn
a aby v teorii T byla dokazatelnd formule (Vz1,...,z;)(3ly)p. Uvedeny pozadavek je
zcela prirozeny: aby funkce byla definovana, potfebujeme aby objekt y s pozadovanou
vlastnosti existoval a k tomu, aby se jednalo o funkci, potfebujeme, aby takovy objekt
byl jediny.

Vyjadrit formuli, ve které se vyskytuje nova funkce, formuli v pivodnim jazyce je
jiz ponékud tézsi. Musime opakované (podle poc¢tu vyskytd znaku pro novou funkci)
uzit ideu z predchoziho bodu.

4) Zkoumejme moznost pridani nového druhu proménnych.

Predstavme si, Ze napt. chceme zavést proménné p, p1,p2, ... pro prvocisla a pou-
zivat kvantifikaci ,,pro kazdé prvocislo ...“ Pak miZeme tvrzeni ,Pro kazdé prvocislo
existuje prvodéislo, které je vétsi.“ zapsat prosté (Vp1)(3p2)(p1 < p2). Bez proménnych

pro prvocisla bychom uvedené tvrzeni zapisovali ponékud slozitéji:
(Vx1)[,x1 je prvoéislo® — (3x2)(,x2 je prvodislo® & x1 < z2)]
(pochopitelné pfi jesté vétsim poctu kvantifikaci by zjednoduSeni umoznéné definici
nového druhu proménnych vyniklo jesté vyraznéji).
Pokud chceme pfidat novy druh proménnych u,ui, ug, ... (srovnej béZny matema-

ticky obrat ,nechf ta a ta proménnd probihd ten a ten obor“) jako zkratku za objekty

majici vlastnost ¢(x), definujeme tento druh proménnych formuli®®)

(zv) (Fu)(u = z) = p(x).

K tomu, aby takovéto obohaceni vyhovovalo nasim podminkam (a) a (b), postacuje,
aby formule ¢ byla formuli pivodniho jazyka s jedinou volnou proménnou z univerzal-
niho druhu a aby v teorii T byla dokazatelnd formule (3z)¢ (kazdy obor proménnych
musi byt neprézdny).

Vyjadrit formuli, ve které se vyskytuje novy druh proménnych, formuli v pivodnim
jazyce je opét ponékud tézsi. Musime opakované (podle poétu kvantifikaci proménnych
nového druhu) uzit ideu popsanou pro proménné druhu ,prvoéislo“.

CVICENT

II-2.1 Jen za pouziti unarniho predikatu Muz a binarnich predikati Dite
a ManZ vyjadiete rodinné vztahy: (a) = je synem y, (b) x je babickou y,
(c) x je snachou y (d) x je bratrem y, (e) x je sestfenici y.

II-2.2 Rozhodnéte, které vztahy v rodiné odpovidaji nasledujicim formulim:
(a) “Muz(y) & Dité(y, z);
(b) (32)(Dité (x,z) & Dité(z,y) & Muz(y));
(c) Muz(z)&

&(Fu) (321, 22) [Dité (x, z1) & Dité (y, 22) & 21 # 20 & Dité (21, u) & Dité (22, u));

38) Pokud chceme byt presni, obohatime jazyk o novy druh proménnych w,ui,u2,... a pfi-
déme axiom (zv). Zapis (Fu)(u = x) vyjadiuje ,z je druhu u¥, protoze sobé rovné objekty
maji mit tytéz vlastnosti a u je uréité proménnou druhu wu.
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(d) Muz(x) & (3u)(321, 22)[Dité (y, 21) & 21 # 23 & Dité(z1,u) & Dité(z2,u) &

& (29 = oV ManZ(zg,2)));

(e) “Muz(z) & (32)(Dité(z,x) & Manz(z,y));
(f) (321,22, 23)(Dité(y, z1) & Dité (21, 22) & Dité (22, z3) & Dité (z3,x) &

& = Muz(y)).

1I-2.3 Ukazte, ze formulemi jazyka La zavedeného pred tulohou 2 jsou oba
zépisy (Va,y)(Q(z,y) — Qy,z)) a (Vz)(Q(x,y) V (3y)Q(y, x)). Pro druhy zéapis
naleznéte alespon dvé rtzné posloupnosti s minimalnim poctem ¢leni prokazu-
jici, ze se jedna o formuli jazyka La. Které vyskyty proménnych jsou v nasich
formulich volné a které jsou vazané? Jaky je vyznam prvni formule?

I1-2.4 Prokazte, ze zapisy P(x = y), Q(z,y,¢) a (Vz,c)Q(x, ¢) nejsou formu-
lemi jazyka La.

I1-2.5 Rozhodnéte, zda jsou formulemi jazyka La zapisy (Vz)(Jy)Q(c,z),
@)[Qc2) v P(2) & (V2)Q(c,2)], (¥2)(3y)(~P(z) — = = y) a zépis
(Q(e,c & ) — (Fz)Q(x,x)). Ve formulich uréete, které vyskyty proménnych
jsou volné a které vazané.

I1-2.6 Ukazte, ze zapisy H(F(c),5(z)) a H(H(x,y), H(y,x)) jsou termy ja-
zyka La. Pro kazdy zapis naleznéte alespon dvé rtizné minimalni posloupnosti
prokazujici, Ze zapis je termem jazyka La.

I1-2.7 Prokazte, ze zapisy &(x,y), H(c) a H(y), §(x)) nejsou termy jazyka La.

I1-2.8 Rozhodnéte, zda zapisy $(c,§(z)), FH(F(c),H(z,y))) a zapis
N(H(F(x), H(c,y),¢) jsou termy jazyka La.

I1-2.9 Urcete, které ze zapist (Jy)F(z) = H(x,x), P(H(x)), P(H(F(x) = ¢))
jsou formulemi jazyka La. Pro formule urcete navic, které vyskyty proménnych
jsou volné a které nikoli.

I1-2.10 Rozhodnéte, které ze zapist (x +vy) - (v +v), 22, z/y, c+y =1y,
[+ (6(0) - y)] - [(x - 2) + (2 - y)] jsou termy aritmetiky p¥irozenych ¢isel.

I1-2.11 Rozhodnéte, zda zapisy (Iz)(x = y — 2), (I2)(y = = - z) a zapis
(Fz1,22) (22 = 21 -y & w9 = 23 - y) jsou formulemi aritmetiky. Uméli byste dat
uvedenym aritmetickym formulim intuitivni vyznam? Jsou vyskyty proménnych
v zapisech, které jsou formulemi aritmetiky, volné nebo vizané?

I1-2.12 Napiste v symbolech ,z je druhou mocninou prvocisla.“.
1I-2.13 Ve formulich (Jy)Q(3(z),&(z,3(y))), c,y) — (V)(Qz,y) & P(2))

a (Vz)(Q(z,¢) V O(c,y)) jazyka La nahradte postupné proménnou

(a) « konstantou c, (d) z termem F(x), (g) y proménnou z,
(b) « proménnou y, (e) x termem &(x,y), (h) y termem F(x),
(¢) « proménnou z, (f) y konstantou c, (i) z proménnou z.

Pfi kterych nahrazenich termu za proménnou a v kterych formulich vzroste pocet va-
zanych vyskyti?

11-2.14 Ukazte, ze disjunkce oV je pfi daném ohodnoceni pravdiva ve struk-
tute, pravé kdyz pfi tomto ohodnoceni je ve struktufe pravdiva formule ¢ nebo
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formule 1. Névod: formuli ¢y chapeme jako formuli =(—¢ & —)) (viz §2 kap. I).

I1-2.15 Ukazte, Ze ekvivalence ¢ = 1 je pfi daném ohodnoceni pravdiva
ve strukture, pfesné tehdy kdyz pii tomto ohodnoceni je ve struktuie pravdiva
formule ¢, prdvé kdyz je pravdiva formule .

11-2.16 Zapiste v jazyce Ls tvrzeni ,Jan ze 3.B je nejstarsi ze vSech studentt-
-muzi.“, ,Ve skole je studentka, ktera je mladsi nez Jan ze 3.B.“ a ,,Nejstarsi ze
vSech student mladsich nez Jan ze 3.B je upovidana studentka.“. Jsou tyto
formule pravdivé ve strukture S7

11-2.17 Véta o uplnosti byva také ¢asto formulovana, ze kazda bezesporné teorie mé
model, v textu jsme vSak uvedli znéni: je-li formule ¢ jazyka splnéna v kazdém modelu
teorie T, je formule ¢ v teorii T dokazatelna. Ukazte, Ze obé formulace vypovidaji totéz.
Néavod: uzijte vysledek tlohy 14.

11-2.18 Prokazte moznost obraceni odvozovaciho pravidla diikaz dedukci, tzn.
ukazte, ze jestlize v teorii T'dokézeme implikaci ¢ — ¥, pak v teorii T, o dokazeme
formuli ¥; v symbolech: je-i T F ¢ — 9, je T, F 9. Je zapotiebi uzit pii
prokazovani predpoklad uzavienosti formule ¢?

11-2.19 Ukazte moznost obriceni odvozovaciho pravidla dikaz sporem, tj.
prokazte, ze dokazatelnost formule ¢ v teorii T implikuje spornost teorie T} —;
v symbolech: jestlize T F ¢, je T, = sporna.

11-2.20 Ukazte moznost obraceni odvozovaciho pravidla dikaz rozborem pii-
padt, tzn. prokazte, ze dokazatelnost formule ¥ v teorii T, ¢ V ¢ zajisti dokaza-
telnost formule ¥ jak v teorii T, p, tak také v teorii T),1; v symbolech: jestlize
T, oViEd, jeT, o9 asoutasné T,y - 0.

11-2.21 V predikidtovém poctu prokazte platnost sylogismu s premisami

(1) Zadné M neni P,

(2) Nékteré M je S.
a zavérem

(3) Nekteré S neni P.

Za predpokladu existence objektu s vlastnosti M prokaZte jednoduSe na
zédkladé prokazaného platnost sylogismu se stejnou prvni premisou a zavérem
a s druhou premisou ,,Kazdé M je S.“.

11-2.22 V predikidtovém poctu prokazte platnost sylogismu s premisami

(1) Kazdé P je M,

(2) Zadné S neni M.

a zavérem

(3) Zadné S neni P.

Platnost sylogismu se stejnymi premisami a se zavérem ,,Nékteré S neni P.“
zarudi zcela jednoduse existence objektu s urcitou vlastnosti. O kterou vlastnost
se jedna?
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11-2.23 V predikatovém poctu prokazte platnost sylogismt se zédvérem ,,Né-
které S je P.“ a s premisami

(1) Nékteré P je M. (1) Kazdé P je M.
(2) Kazdé M je S. (2) Kazdé M je S.
Ktery z uvedenych sylogismii je pouze aristotelsky platny (a za jakého pied-
pokladu)?
11-2.24 Zdtvodnéte Pythagorovu vétu pomoci nasledujici dvojice diagramii:
a b b a
a
b b b
b
a a a
b a b a
Diagram 6a Diagram 6b

11-2.25 Aplikujte Eukleidovu vétu o odvésné na obé odvésny pravouhlého
trojuhelnika AABC; na zakladé téchto aplikaci zduvodnéte Pythagorovu vétu.
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§3
DODATEK K PREDIKATOVEMU POCTU

V tomto paragrafu nejprve uvedeme, jak se dfive vyucovala nauka o sylogis-
mech. Seznam aristotelsky platnych sylogismt miize kazdému ¢tenéfi slouzit jako
kontrola FeSeni jednotlivych tloh o platnosti sylogismi. Pro ty, kteri se zajimaji
nebo musi zajimat o stfedovéké chapani sylogistiky!), je tento seznam dilezity
sam o sobé.

Ve druhé c¢asti dodatku se budeme podrobnéji zabyvat vlastnostmi kvan-
tifikace, zejména zménou poradi kvantifikace a vyrokovych spojek. Dovednosti,
které ziskame, pak umozni prevadét formule do prenexniho tvaru, o jehoz vy-
znamu jsme pojednali jiz v prvnim odstavci predchazejiciho paragrafu.

* k%

Nez prikrocime ke zkoumaéni sylogismil, zabyvejme se vztahy soudi, jez mu-
zeme vytvorit pomoci pouhych dvou predikati S a P. Zapisem S * P budeme
rozumét jakykoli soud, ve kterém se vyskytuji predikity S a P, a nadto predi-
kat S se vyskytuje jakozto prvy (a tudiz predikat P jako druhy); znak * zastupuje
néktery ze znaku a, i, e, o.

Zopakujme seznam soudi (7) z prvniho paragrafu této kapitoly a ke kazdému
soudu jesté pripiSme jeho zapisy pomoci symbold.

SaP Kazdé S je P zapsatelné formuli (Vz)(S(z) — P(x))
nebo formuli (Vs)P(s),
(i) SeP Zadné S neni P zapsatelné formuli (Vz)(S(z) — —P(z))
nebo formuli (Vs)=P(s),
SiP Nékteré S je P zapsatelné formuli (3z)(S(z) & P(x))
nebo formuli (3s)P(s),
SoP Nékteré S neni P zapsatelné formuli (3z)(S(z) & —P(x))

nebo formuli (3s)=P(s).

Komentujme nyni formule uvedené v seznamu (7). Ve formulich uvedenych
jako prvni probihd proménna x vSechny uvazované objekty (v motivujicim pfi-
kladu z prvého paragrafu ,vSechny zeny ve zkoumané skupiné“). Vétsinou se
v souCasné dobé pouziva tento zapis, jenz ma tu vyhodu, Ze neuziva vice druhu
proménnych. (Podrobnéji: sylogismus jsme definovali jako trojici soudt a pfi je-
jich zapisu formulemi prvého typu uzivame ve vsSech tfech soudech jen jeden

1) Mnozi studenti humanitnich obori zjisti ke svému prekvapeni, Ze patii do druhé skupiny.
Souvislosti jsou opravdu necekané. Sloh baroko byl pry nazvan podle mnemotechnického
slivka z tabulky uvedené dale v textu. Odpurci nového slohu chtéli vyjadrit forméalni
spravnost, ale naprostou nepfirozenost vzniklého slohu. Sylogismus oznacovany ve stfedo-
véku jako baroco pokladali za priklad neprirozené uvahy, a proto pry zvolili toto oznaceni
odmitaného slohu. (Doufejme, Ze vy, mily étenafi, nepovazujete za nepfirozeny druhy sy-
logismus vySetfovany v piikladu 8 z prvniho paragrafu — prestoze je typu baroco.)
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druh proménnych.) Ve formulich uvddénych jako druhé predpokladéme, ze pro-
ménna s probiha pravé objekty, které maji vlastnost S, a takovyto zapis subjekt-

Vs

predikatového soudu je blizsi Aristotelovu pojeti — piehlednéji formuluje vypovéd
o tom, zda subjekt s mé, ¢i nema vlastnost (predikdt) P.

*

Aristotelem popsané vztahy jednotlivgch soudil ze seznamu (i) miizeme zobrazit

tzv. logickym &tvercem?)

kontrarnost

(Vs)P(s) SaP «— SeP (Vs)—P(s)

ﬂ N
7N\
(3s)P(s) SiP «— SoP (Is)=P(s)

subkontrarnost,

ve kterém |} znamend vyplyvani (cizim slovem subsumpci, tzn. moznost dokézat v pre-
dikadtovém poc¢tu implikace (Vs)P(s) — (Is)P(s) a (Vs)=P(s) — (Is)=P(s)), vztahy
po diagonalach jsou vztahy vzajemné spornosti (kontradikce, tj. soudy na diagonélach
jsou jeden negaci druhého). Zajimavy je vztah kontrarnosti (v ¢estiné se uziva protiva),
ktery znamend, Ze nemohou byt pravdivé oba soudy zaroveni, mohou vSak zaroven byt
oba nepravdivé, a vztah subkontrirnosti (¢esky podprotiva), ktery znamend, ze mohou
byt pravdivé oba soudy zaroven, ale nemohou zaroven byt oba nepravdivé.

Diirazné zopakujme, ze obor proménné musi byt vzdy neprazdny, procez se pfi uziti
proménné probihajici objekty s jistou vlastnosti blizime pojeti Aristotela, ktery pred-
pokladal neprazdnost v8ech skupin vymezenych jednotlivymi vlastnostmi (viz motivaci
pojmu aristotelsky platnych sylogismii v prvnim paragrafu). Pokud bychom zachovali
znaeni se dvéma predikaty, tzn. napf. SaP jako (Vz)(S(x) — P(x)), museli bychom
predpokladat navic, Ze néjaky objekt s vlastnosti S existuje, tj. (3z)S(x). Jinak totiz
uvedené vztahy v logickém ¢tverci nemus? platit. Pfi neexistenci objektu s vlastnosti S
nemuze napf. platit implikace (Vz)(S(z) — P(x)) — (3z)(S(x) & P(x)).

Na vztahu soudu po diagonale v logickém ¢étverci specidlné vidime, Ze moznost ché-
pat (3z)p jako —(Vz)—¢ se odkazuje az k Aristotelovi (384-322 pi. Kr.), naproti tomu
Eukleidovi (315-271 pf. Kr.) se pfipisuje spiSe chdpéni ,existuje“ jako ,lze sestrojit“,
a tedy jeho pojeti by vice odpovidalo intuicionistickému (viz zavér naseho textu).

*

Zacnéme se nyni zabyvat sylogismy. Jestlize dodrzime dohodu, Ze prvni pre-
misa v sylogismu se tyka predikati P a M (a néasledné druhé predikiata S a M),
rozpadne se soubor sylogismu do ¢tyf skupin (nazyvanych figurami) podle pofadi
predikatt v jednotlivich premiséch® :

2) V dochovanych textech se forma logického &tverce vyskytuje poprvé u Apuleia z Madaury
(125 po Kr.).

3) Pozorujete-li vyskyt predikatu M v jednotlivych figurach, ziskate obrazek \ | | / a mne-
motechnickd pomucka ,andélskd kiidélka® (vidite je v obrazku?) poméhala zapamatovat
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I figura II figura III figura IV figura
MxP P*x M MxP P*x M
S *x M S *x M M=% S MxS

Jiz v prvnim paragrafu jsme uvedli, ze od stfedoveéku se studenti ucili platné
sylogismy vyjmenovévat asi tak, jako se dnes uéi vyjmenované slova. I uziti bylo
podobné: neni-li slovo odvoditelné ze slova vyjmenovaného, vime, Ze mame psat
meékké [i“; analogicky studenti védéli, Zze sylogismus, ktery neni mezi vybranymi,
neni aristotelsky platny, a naopak kterykoli z vybranych je aristotelsky platny.
Nastésti pro studenty starsi doby z celkového poctu 256 sylogismi je jen nékolik
sylogismtl aristotelsky platnych®). K zapamatovani aristotelsky platnych sylo-
gismt byly vytvofeny nejrtizné€jsi mnemotechnické pomticky, zejména pak slova
barbara, celarent, cesare, atd® . Tuéné vyznacené samohlisky v ,mnemotech-
nickych slovech® urcuji tvar jednotlivych soudt v sylogismu. Student musel védét,
ke které figute slovo patii, a pak jiz umél prislusny sylogismus vytvorit: barbara
patii prvni figufe, a tedy pfislusny sylogismus z MaP a Sa M umoziiuje odvo-
dit SaP (potadi predikiti v zavéru je povinné — povsimnéte si, ze tedy tento
sylogismus odpovida tranzitivité implikace); cesare patii do druhé figury, a tedy
prislusny sylogismus ma premisy PeM, Sa M a zavér SeP, atd.

Mnemotechnicka slova v prvnim sloupci nasledujici tabulky zastupuji platné
sylogismy; mnemotechnickd slova v dalsich tfech sloupcich odpovidaji sylogismim
platnym jen aristotelsky, pritom zahlavi pfislusnych sloupci udavaji podminky
zarucujici aristotelskou platnost zaznamenanych sylogismt.

si charakteristiku jednotlivych figur (pochopitelné jen tomu, kdo si pamatoval, ze P je
v prvém soudu). Pfipometime, Ze zavér sylogismu je vzdy tvaru S x P, proc¢ez jeho tvar
neovliviiuje zafazovani sylogismt do jednotlivych figur.

Vlastnosti mély své nazvy. V zavéru se vyskytuji dvé, z nichz prva (S) se nazyvala terminus
(nebo conceptus) minor (nizsi) a druhd (P) terminus major (vyssi). Vlastnosti vyskytujici
se pouze v premisach (M) se fikalo terminus medius (stfedni). Premisa se nazyvala minor
nebo major podle toho, které vlastnosti se tykala.
4) Aristotelsky platnych je piesné 24, coz matematicky piesné ukazal G.W. Leibniz (viz [Lel]),
devét z nich je vSak platnych jen za urcitych dodateénych predpokladi (viz nasledujici
tabulku), procez platnych sylogismt je pfesné 15.
5) prvni verze v prvni poloviné t¥inactého stoleti Williamem z Shyreswoodu, vylepsil a rozsiril
Petrus Hispanius (1210-1277)
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bez predpokladii M neprazdné |S neprazdné |P neprazdné
I figura | barbara, celarent, barbart,
darii, ferio celaront
II figura | ces are, festino, cesaro,
camestres, baroco camestros
III figura | bocardo, disamis, darapts,
datisi, ferison felapton
IV figura | calemes, fresison, fesapo calemos bramalip
dimatis

Pro ilustraci predchoziho seznamu platnych sylogismi uvedme ted, kterymi
sylogismy jsme se zabyvali v prvnim paragrafu. V tlohich 1-11 jsme zkoumali
sylogismy I figury; jeden platny sylogismus byl uveden v prvni tloze (barbara)
a jeden aristotelsky platny se nachézel v uloze 5 (barbaré). V tloze 8 jste méli
objevit platny sylogismus (celarent) a jeden aristotelsky platny (celaront). Zby-
vajici dva platné sylogismy jste méli nalézt v ulohach 6 (darii) a 9 (ferio). (Sy-
logismy prvni figury se také zabyvalo cviceni II-1.6.) Dukazy platnosti sylogismi
I figury v predikatovém poctu (tzn. vyvozeni zdvéru sylogismu z premis sylo-
gismu a vyvozovacich principt popsanych ve druhém paragrafu) jsme predvedli
v prikladech 7 a 8 §2 kap. II a dlohach 34 a 35 téhoz paragrafu.

II figura byla zkoumana v prvnim pfikladu (cesare, aristotelsky platny cesaro,
dva neplatné), v piikladech 4 (festino), 6 (aristotelsky platné camestros), 7 (neplatny)
a 8 (camestres, baroco a dva neplatné). Sylogismus z Gvodu paragrafu byl z III figury
(aristotelsky platné darapti) a dale se III figurou zabyval druhy (ferison a tfi neplatné)
a paty priklad (aristotelsky platné felapton), cviceni II-1.3 (bocardo a tfi neplatné),
II-1.7 (neplatny), II-1.8 (disamis) a II-1.9 (datisi a t¥i neplatné). Sylogismi IV fi-
gury se tykaji cviceni II-1.4 (camenes, aristotelsky platné camelos a dva neplatné)
a I1-1.10 (aristotelsky platné bamalip a t¥i neplatné); ve cviceni II-1.11 jsou ze dva-
nacti sylogismii jen dva platné ((a) fresison, (b) dimatis) a jeden aristotelsky platny
((c) calemos).

Aristotelés si byl védom odvoditelnosti vSech sylogismu ze sylogismu figury prvni
(dokonce jen ze sylogismu barbara, celarent), ve stfedovékém znaceni prozrazuji prvni
pismena mnemotechnickych slov prislusna jednotlivym sylogismim, z kterého sylogismu
prvni figury je mozno oznaceny sylogismus odvodit, dalsi pismeno podava dokonce navod
jakG) . Védomi odvoditelnosti vSech sylogismii ze sylogismia prvni figury nas motivovalo
k tomu, abychom v textu pfedchoziho paragrafu predvedli jen dikazy sylogismu prvni
figury (viz piiklady 7, 8 a ulohy 34 a 35), avSak ve cviéenich 11-2.22-11-2.23 jste si
nadto mél, vazeny ctenafi, dokazat platnost sylogismu ferison, camestres a dimatis
a aristotelskych sylogismu felapton, camestros a bamalip.

*

6) Ptipadny zéjemce necht konzultuje napi. [Ben] str. 21 nebo [Sou]. Uvédomte si, ze Aristo-
telés volbou zakladnich sylogismt a formulaci odvozovacich pravidel vlastné zavadi axio-
maticky systém teorie sylogismi.
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Kromé vyjmenovani platnych sylogismti vypracovala tradi¢ni sylogistika také pra-
vidla, ktera urcuji platnost sylogismii. Pred jejich zavedenim je v8ak zapotiebi objasnit
nékteré klasické pojmy.
Oznaceni soud pomoci samohlasek a, ¢ pochazi z latinského affirmo (tvrdim)
a pismena e, o pochézeji z nego (popirdm). Soudy délime — v souhlase s vyznamem
uvedenych slov — na kladné (oznacované znaky a, %; pfi zapisu téchto soudt formulemi
se nevyskytuje negace) a zidporné (oznacené samohldskami e, 0). Z druhého hlediska
délime soudy na obecné (znacené samohlaskami a, e; tyto soudy vypovidaji o vSech
uvazovanych objektech a v jejich matematickém vyjadreni se vyskytuje obecnd kvan-
tifikace) a CAsteéné (oznacené pismeny i, o; tyto soudy vypovidaji pouze o nékterych
objektech a jejich matematické vyjadfeni obsahuje existenéni kvantifikaci).
Poslednim pomocnym pojmem bude tzv. vyéerpanost. V soudu typu SaP je vy-
Cerpan predikdt S, v soudu typu SoP je vycerpan predikat P a v soudu typu SeP
jsou vycCerpany oba. Muzeme se pochopitelné spokojit s uvedenou definici, avsak mno-
hem lepsi je nahlédnout také jeji motivaci. Podle pfikladu 8 prvého paragrafu a podle
cv. II-1.6 jsou predikaty vycCerpané presné v téch soudech, ve kterych se tyto predikaty
prenaseji na silnéjsi predikét7).
Pravidla pro rozpoznavani aristotelsky platnych sylogismi jsou:

) Ze dvou zapornych premis nic® neplyne (viz cviéeni II-1.5).

) Ze dvou ¢éasteénych premis nic neplyne (viz piiklad 3 §1 druhé kapitoly).

) Zéavér je zaporny, pravé kdyz alespoii jedna premisa je zapornd. Je-li alespon jedna
premisa Castecna, je zavér Castecny.

) Predikédt M musi byt vycerpan alesponl v jedné premise.

) Pokud je predikat vyéerpan v zavéru, musi byt vycerpan v premise (v té, ve které
se vyskytuje).

Systém platnych sylogismi ziskame, kdy# pravidlo (3) zesilime na pravidlo (3'):

(3’) Zéavér je zaporny, pravé kdyz alespon jedna premisa je zdpornd a je ¢asteény, praveé

kdyz je alespon jedna premisa ¢astecna.

Misto lusténi néjaké kiizovky doporucuji ¢tenari si ovérit, ze predchozich pét pravi-

del tvoii sito, kterym propadnou vSechny aristotelsky neplatné sylogismy a aristotelsky

v

platné jsou zadrzeny. P¥i pouziti pravidla (3') se ,oka sita zvétsi“ a propadnou navic

7) Explicitngji: Napiiklad vycerpanost predikatu S v soudu typu SaP (resp. typu SeP) zna-
mena, ze za predpokladu, ze S’ je silngjsi nez S, umime ze soudu typu SaP (resp. SeP),
tykajiciho se predikdta S a P, vyvodit soud S’aP (resp. S’ eP) téhoz typu, avsak tykajici
se nyni ,,nového* predikatu S’ a predikatu P.

Takové pravidlo je vsak zcela v rozporu s vysledky vyrokového poctu, vzdyt prece vime, Ze
z kazdého soudu musi plynout minimalné on sdm! Navic ze soudt (1) ,,Z4dné M neni P.“
(tvaru e) a (2) ,,Nékteré M neni S.“ (tvaru o) velmi jednoduse vyvodime tvrzeni (3)
»Existuje individuum, které nemé vlastnost S ani vlastnost P.“

Umite vysvétlit tyto rozpory? — Pokud se Vam to nepodafilo na prvni pokus, podivejte
se pozorné na tvar posledniho tvrzeni a déle zauvazujte, pro¢ nevadi, ze z predpokladi (1)
a (2) je dokazatelny napf. soud (2). — Pochopitelné, vzdyt (3) neni subjekt-predikdtovy
soud (neni to zaddné tvrzeni tvaru uvedeného v seznamu (7)) a soud (2) se tyka predi-
katu M, coz jsme pro zavérecné soudy zakazali. Zbyva jediné konstatovat, ze uvedené
klasické pravidlo je formulovano pfilis zkratkovité a ze misto slivka ,nic“ by bylo ko-
rektnéjsi uzit slovni spojeni ,zadny subjekt-predikdtovy soud vypovidajici o predikatech &
a P«.

8)
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sylogismy, které jsou platné jen aristotelovsky. Kdyz ¢lovék vidi, jak se postupné vy-
gkrtavaji neplatné sylogismy a zaziva souhru jednotlivych pravidel, je naplnén obdivem
k jejich tvircim. Pokud se rozhodnete si tuto hru zahrat, je nejlepsi zacit vyskrta-
vat pomoci prvnich t¥i pravidel, ktera vylouc¢i ve vSech ¢tyfech figurach najednou fadu
sylogismi, které jsou aristotelsky neplatné.

*

Nas vyklad uzival stFfedovéké pojeti a symboliku vice nez ptuvodni Aristotelovy

vvvvvv

14 platnych sylogismi, zejména pouze naznacuje sylogismy dovoditelné za podminky
neprazdnosti S (barbari, celaront, cesaro, camestros a calemos). Navic nezavedl ex-
plicitné ¢tvrtou figuru, i kdyz nékteré jeji sylogismy vyslovné uvadi a jiné naznacuje.
Zavedeni ¢tvrté figury se bézné ptripisovalo Galénovi (129-199 po Kr.), podrobnéjsi roz-

bory dvacatého stoleti ukazuji, Ze asi nepravem; dnes néktefi tvrdi, Ze Aristotelovy
formulace®) opravinuji pripsani vSech ¢tyt figur Aristotelovi, jini zastavaji stanovisko, ze

¢tvrta figura pochézi az z 6. stol. po Kr.

X % %k

Ve druhé ¢asti dodatku se budeme nejprve zabyvat moznosti zménit poradi
kvantifikace a implikace za predpokladu, Ze v jedné ze slozek implikace kvantifiko-
vana proménné nemé volny vyskyt. Nejdtlezitéjsi pripad takové zdmény popisuje
axiom distribuce, je tedy pfirozené, Ze v tabulce shrnujici moznosti zamény vy-
tvafi axiom distribuce jednu z implikaci potfebnych pro ekvivalenci uvedenou pod
bodem (1). Tabulka vycerpava vSechny ¢tyfi moznosti dané volbou typu kvan-
tifikace a volbou, zda formuli, ve které se kvantifikovana proménné nevyskytuje
volné, je antecedent, nebo konsekvent.

Pfi zaméné poradi kvantifikace a implikace mizeme kvantifikitor pre-
sunout ke konsekventu za predpokladu'®), ze v antecedentu nema kvantifikovana
promeénni volny vyskyt; typ kvantifikace se pfi tomto pfesunu neméni. Jestlize na-
opak nem4 kvantifikovana proménna volny vyskyt v konsekventu, mizeme kvan-
tifikdtor pfesunout k antecedentu, musime vsak zménit jeho typ. O formulich,
které vzniknou popsanym presunem, je mozno dokézat jiz v predikatovém poctu,
ze jsou ekvivalentni formulim vychozim. Uvedena pravidla shrnuje néasledujici
tabulka, ve které ¢ a 1 oznacuji libovolné formule:

9) V subjekt-predikédtovych soudech popsanych v seznamu (¢) v §1 kap. II nejsou predi-
katy S, P (v klasické terminologii nazyvané ,subjekt“ a ,predikét“) symetrické. Ve druhé
figufe vystupuje stiedni ¢len M dvakrat jako ,,predikat® a ve tfeti figufe vystupuje stfedni
¢len dvakrat jako ,subjekt“. Jak v prvni, tak ve ¢tvrté figufe vystupuje stfedni ¢len jednou
jako ,subjekt* a jednou jako ,predikat®. Pokud — jako Aristotelés — netrvame na potadi
»subjekt“-, predikat“ v zavéru sylogismu, muzeme spojit prvni a ¢tvrtou figuru do jedné;
pokud na poradi ,,subjekt“-, predikat® v zavéru sylogismu — tak jako v celém nasem textu
podle stiedovéké tradice — trvame, musime prvni a ¢tvrtou figuru odlisit.

10) Ekvivalentné: pokud jsou stejné systémy vazanych vyskytit proménngch ve formulich na
obou stranach ekvivalenci (1) a (3).

189




KAPITOLA II PREDIKATOVY POCET

(1) )( ) = [ — (Va)], pokud proménnd x nemd volny vyskyt
ve formuli p;

(2) FMVz)(e— ) =[3Fx)p — ], pokud proménnd x nemd volny vyskyt
ve formuli 1;

(3) )( ) = [ — (Fx)¢], pokud proménnd x nemd volny vyskyt
ve formuli p;

(4) F(3z)(e— ) =[Vr)p — ], pokud proménnd x nemd volny vyskyt
ve formuli 1.

3

4

Jiz jsme uvedli, Ze implikace zleva doprava v ekvivalenci (1) je axiomem spe-
cifikace. Misto popisovani motivace druhé implikace v ekvivalenci (1) ukézeme
prosté, Ze je dusledkem principt motivovanych ve druhém paragrafu. Tyz pristup
zachovame i k ekvivalenci (2), opét ji dokdZeme v predikdtovém poctu, tzn. pouze
z principd, o jejichZ intuitivnosti jsme pojednali v §2; tim snad piekondme po-
chopitelnou neduvéru k faktu, ze typ kvantifikace je potfeba zménit. Formule (3)
a (4) jiz dokazovat nebudeme doufajice, Ze ¢tenar uvéri, ze hlavni ideou dikazu je
vztah mezi velkou a malou kvantifikaci popsany axiomem (3V), jenz aplikujeme
na formule (1) a (2) (podrobnéji viz napt. §4 kap. II [So]).

Priiklad 1. Pfedpoklddejme, Ze proménna x nemé volny vyskyt ve formuli ¢,
a ukazme dokazatelnost formule

(i7) [p — (Va)¥] — (Vo) (p — ¥)

bez mimologickych pfedpokladi. Pro jednoduchost budeme pii tom predpokladat, ze
formule ¢ — (V)1 je uzaviend; tento pfedpoklad ponékud ulehéi prokazovani, jehoz
idea tak vice vynikne, tvrzeni vSak lze dokdzat i bez ného. Necht T je teorie, jejiz
jazyk umoziiuje vybudovani formule ¢ — (Vz)1) a kterd ma jako jediny axiom posledné
jmenovanou formuli. Dokazatelnost formule (i7) v predikdtovém poctu prokazeme napf.
v nasledujicich krocich:

(a) F (Vz)y — v, uvedend formule je prosté axiomem specifikace,
v némz ve formuli ¢ substituujeme proménnou =
za sebe samu;

(b) TFp— (Vz)o, jednoduse sepiSeme axiom teorie;

(c) Tk p—1, princip tranzitivity implikace aplikovany na formu-
le uvedené v bodech (b) a (a);

(d) T+ (Vx)(e — v), generalizace;

(e) Flp— (Vz)y]— (Vx)(p—1), teorie T mé jediny axiom ¢ — (Vz)v, a proto

po uziti dikazu dedukci jiz bude systém zbyvaji-
cich axiomi prazdny, tzn. nase formule bude do-
kazatelnd bez mimologickych axiomu (p¥i uziti
dikazu dedukci uzivame predpoklad, ze formule
p— (V)1 je uzaviend).
Piiklad 2. Prokazme dokazatelnost formule (2) bez mimologickych predpo-
kladi.

(a) F(Vx)(—p — =) = [ — (Vz)—p], prvni tvrzeni aplikované na formule
—1) a -, predpoklad; ze © nemé
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volny vyskyt ani ve formuli —);

(b) F(Vx)(—— —p) = [~ — =(Fx) ], reformulace formule (a) vyuzivajici
vztah mezi univerzéalni a existencni
kvantifikaci popsany axiomem (3V);

(O)F —=—p=¢p axiom predikdtového poctu vznikly
nahrazenim proménné p formuli ¢
v zékonu dvojité negace =—p = p (za-
kon dvojité negace je tautologii vyro-
kového poctu);

(d)F =(3x)~—p = =(Fz)p dukaz ekvivalenci aplikovany na for-
muli —(3x)——¢ a vyuzivajici dokaza-
telnost (c);

(e)F (Vz)(—¢p——p) = [ ——(3x)p], dukaz ekvivalenci aplikovany na for-
muli (b) a uzivajici dokazatelnost (d);

) F (—=p) = (p =) axiom predikatového poc¢tu vznikly
nahrazenim proménné p formuli ¢
a proménné ¢ formuli ¢ v tautologii

(=4 — —p)=(p — q);

(e)F (V2)(p — ¢) = [ — ()], dukaz ekvivalenci aplikovany na for-
muli (e) a uzivajici dokazatelnost (f);
(h)F [ —=(3x)¢] = [(Fz)p — Y], axiom predikatového poctu vznikly

nahrazenim proménné p formuli
(3z)¢ a proménné q formuli ¥, a to
opét v tautologii (-q——p)=(p—q);
(i) F (V2)(p — ¢) = [(Fx)e — ], dukaz ekvivalenci aplikovany na for-
muli (g) a uzivajici dokazatelnost (h).

*

Zabyvejme se nyni moznosti preznacit vazanou proménnou a ziskat tak for-
muli ekvivalentni ptivodni formuli. Abyste si uvédomil, vazeny ¢tenaii, naprostou
prirozenost faktu, Ze preznacenim vdzané proménné dostaneme tutéz vypovéd,
uvazte jakékoli tvrzeni ¢ o proménné ,¢lovek®; vSude v tvrzeni ¢ nahradte slovo
,Clovek® souslovim ,lidska bytost“ a ziskejte tak tvrzeni 1. Nyni pochopitelné
tvrzeni ,,Kazdy clovék mé vlastnost ¢.“ a tvrzeni ,, Kazdé lidska bytost mé vlast-
nost ¢.“ maji presné tyz vyznam.

Pii pfeznacovani vazanych proménnych musime opét dbat toho, abychom
nezménili vyznam formule, analogicky jako jsme tomuto vénovali pozornost pri
formulaci axiomu specifikace — budeme tudiz opét pozadovat, aby systém vaza-
nych vyskyti proménnych byl v obou formulich tyZ a aby nahrazovana i nahra-
zujici proménné byly téhoz druhu. (Uvédomme si, ze napi. formule (Vz)(xz = y)
a (Vy)(y = y) maji rizné vyznamy, piestoze druha formule vznikd z prvni pie-
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znacenim vazané proménné; dale nahlédnéme, Ze v prvni formuli mé proménna y
volny vyskyt a ve druhé nikoli.)

Pfeznacovani vazanych proménnych. Nechf formule ¢(u/v) oznacuje
formuli vzniklou z formule ¢ nahrazenim proménné u proménnou v (téhoz druhu)
a necht systém vyskyti vdzangch proménnych ve formuli (Yu)y je presné tyz jako
systém vyskytd vazanych proménnych ve formuli (Yv)p(u/v). Pak bez pouziti
mimologickych axiomu je mozno dokazat

ekvivalenci (Vu)p = (Vo)p(u/v)  a také ekvivalenci  (Ju)p = (Fv)p(u/v).

Jako posledni poznatek o kvantifikaci formulujme nepodstatnost kvanti-
fikace proménné, jezZ nema ve formuli volny vyskyt:
Nemaé-li proménné u volny vyskyt ve formuli ¢, jsou

ekvivalence ¢ = (Vu)ep  a také ekvivalence ¢ = (Ju)p

dokazatelné bez uziti mimologickych axiomt.

Uvedené tvrzeni je velice intuitivni: kdyz se ve formuli proménna nevysky-
tuje, nemé cenu ji kvantifikovat (jestlize proménna nema volny vyskyt, mtizeme
si, v disledku moznosti preznacovat vazané proménné, predstavovat, ze se nevy-
skytuje vibec).

Rovnéz prokazani dokazatelnosti ekvivalence bez uziti mimologickych axiomt je
velice jednoduché: Na jedné strané formule (Vu)p — ¢ je pfimo axiomem specifikace
a na strané druhé je formule ¢ — ¢ axiomem predikitového poc¢tu (vzniklym dosazenim
do tautologie p — p), z kterého ziskame generalizaci (Yu)(p — ¢) a nésledné obdrzime
¢ — (Yu)p prostou aplikaci axiomu distribuce (pfi niz uzivame predpoklad, Ze pro-
ménnd u nemd volny vyskyt ve formuli ¢).

*

V dodatku k vyrokovému poctu jsme ukéazali, ze kazdou formuli vyrokového
poctu je mozno zapsat v jakémsi jednoduchém tvaru. Vysledek o moznosti preva-
dét formule na formule jednoduchého tvaru ukazeme ted i pro predikatovy pocet.
Pro predikdtovy pocet je vyznacnéa kvantifikace a proto ,jednoduché* formule
budou ty, které maji piehlednou kvantifikaci.

O formuli budeme fikat, Ze je v prenexnim tvaru (prenexni formé), jestlize
splnuje nasledujici dvé podminky:

(a) ma vSechny kvantifikdtory soustfedény na zacatek formule, tzn. je tvaru
(Qiuq)...(Qnun)t, kde pro kazdé nenulové m mensi nebo rovno n oznacuje
symbol @,, budto symbol V, nebo symbol 3 a formule v jiz kvantifikitory
neobsahuje, tj. je oteviena;

(b) kazda proménna je kvantifikovana nejvyse jednou, tj. pro formuli zapsanou
ve tvaru z bodu (a) jsou proménné uq,...,u, od sebe rtuzné.

Posloupnost kvantifikaci (Qiuq)...(Qnu,) se nazyva prefixem a formule 1 se

nazyva (otevienym) jadrem formule (Qiu1)... (Qnun)i.
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Kazdou formuli je mozno vyjadrit v prenexnim tvaru, tzn. ke kazdé formuli ¢
predikatového poctu existuje formule ¥ v prenexnim tvaru, takova, ze ekvivalence
p = v je dokazatelnd bez pouziti mimologickych axiom.

Priklad 3. Pfevedme formuli
(Vz)(3y)P(x,y) — (32)(V2)P(z, )

do prenexniho tvaru.

V konsekventu i antecedentu je kvantifikovina proménnd x, preznacme je
napt. v konsekventu, ¢imz ziskdme formuli (Vz)(Jy)P(x,y) — (32)(Vq)P(z, q).

Nyni mizeme zaménit poradi implikace a kvantifikace proménné x nebo po-
fadi implikace a kvantifikace proménné z podle nasi volby. Rozhodnéme se napf.
pro druhy pripad; podobné si budeme volit poradi kvantifikaci, které zaménujeme
s implikaci i v dalsich pripadech.

Postupné ziskdvame formule ekvivalentni s formuli vychozi

(V) By)P(x,y) — (32)(VQ)P(z,q),

(32)[(Va)Fy)P(2,y) — (VO)P(z, q)],
(B2)(V)[(vz) By)P(x, y) — P(z,9)],
(32)(Y9)(32)[By)P(x, y) — P(z,9)],
(32)(Yq)(F2) (V) [P(x,y) — P(z,q)]-

Posledni formule jiz je v prenexnim tvaru. Pfi jiném poradi zamény kvanti-
fikace muzeme vSak obdrzet napf. formuli

(32)(B2)(Vy) (V) [P(x,y) — P(z,9)],

ktera je také ekvivalentni formuli vychozi.

V predchozim textu jsme varovali, Ze zdménou univerzalni a existen¢ni kvantifi-
kace muze dojit ke zméné vyznamu formule. Tentokrat sice riznou volbou zmény poradi
kvantifikace a implikace mtuzeme ziskat formule vniklé zaménou poradi existenéni a uni-
verzalni kvantifikace, moznost zmény vyznamu formule vSak nehrozi. To je zptisobeno
faktem, Ze pfi zdméné poradi kvantifikace a implikace smi byt proménnd kvantifikovana
bud pouze v antecedentu, nebo pouze v konsekventu.

Uloha 1. Sestrojte prenexni tvar formule

) (B2)[(vy) Lz, y) — (Y, ) Q(, y)]-

ul) Ve formuli (#44) nejprve preznacime vdzané proménné a poté tiikrat zaménime poradi
kvantifikace a implikace:

(32)[(Vy) Q(x, y) — (Vz1,91)Q(21,91)]
(3z)(FY)[Q(z, y) — (Vo1,91)Q(x1,91)]
(3z)(3y) (Vz1,91)[Q(x, y) — (w1, y1)]-
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Uloha 2. Pievedte do prenexniho tvaru formuli
(iv) (Vz)P(z) vV (Vz)=P(x).

Navod: preformulujte disjunkci pomoci implikace, uzijte zaménu kvantifikace
a implikace a na zavér prevedte oteviené jadro do tvaru disjunkce; znovu zduraz-
néme, ze formuli nelze prevést ekvivalentné na formuli (Vz)[P(z) V —=P(x)], nebot
ta ma jiny vyznam.

ES

Ve formuli se miZe (a je to obvyklé) jedna proménna vyskytovat na vice mis-
tech. Méné obvyklé (ale podle definice formule také mozné) je, ze nékteré z téchto
vyskytt mohou byt vdzané a jiné volné (napft. ve formuli Q(z,y) & (Vz)(3y)Q(zx,y)).
Mize se také stat, ze taZ proménnd je na nékterém misté vizana jednim kvantifiké-
torem a na jiném misté jinym (napf. ve formuli (Vz)(Jy)O(x,y) & (Vy)(3x)Q(x,v)).
Je pochopitelné na misté si polozit otdzku, zda muzeme kazdou formuli ekvivalentné
zapsat tak, Ze kazdd proménna je budto jen volnd, anebo jen vdzand a Ze zaddna va-
zand proménnd ve formuli neni vdzana ruznymi kvantifikdtory. Ekvivalentni ptepis kte-
rékoli formule do takového tvaru obdrzime pomoci preznacovani vazanych promén-
nych (napf. vySe uvedené formule vyjadiime zapisy Q(z,y) & (Vx1)(Ty1)9(x1,y1)
a (¥2)(Fy) Q(@,y) & (Vy1)(321)Q(w1,91)).

k 3k %

Na zavér naSich zkouméni o moznosti zadmény kvantifikace s logickou spojkou
uvedme jiz bez dokazovani uziteénou tabulku dal$ich dokazatelnych implikaci. Na roz-
dil od tabulky moznosti zdmény poradi kvantifikace a implikace pripouStime nyni, ze
uvazovand proménnd je kvantifikovana u obou ¢lent spojenych vyrokovou spojkou. Pod
body (7) a (8) zahriime i zdménu kvantifikdtoru s negaci a poznamenejme pfitom, ze
formule (8) je axiomem (3V).

42) Pomoci implikace vyjadiime formuli (iv) ve tvaru

~(Va)P(z) — (Vo) =P (z),
tzn. ve tvaru

(Fx)-P(z) — (V)= P(x).
Prvni z nésledujicich ekvivalentnich vyjadfeni ziskdme pfeznaCenim vézané proménné
a dvé dalsi zaménou kvantifikace a implikace. Posledni formule vyjadfuje oteviené jadro
ve tvaru disjunkce.

(Fy)-P(y) — (Vz)=P(z),

(V2)[(Fy)-~P(y) — —P(z)],

(Vz)(Vy)[-P(y) — —P(z)],

(Vo) (vy)[P(y) V =P (z)].
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Pro kazdou dvojici formuli ¢, plati:

(1) F (Vo) (p =) = [(Ve)p — (Vo)o]  (2) F (Vo)(p — ¥) = [(Bz)p — (B)¢,
(3) F (Va)(p &) =[(Va)p & (Va)p],  (4) F[(Vo)oV (Vo)p] — (Vo)(e V),
E% t (Bx)(p & ) — [(Fr)p & By, (6) F E(Hx)soi/ Bx)y] = (Fz) (v vV ¥),

(Vu)p = = (3u) -, 8) F

Obréceni implikace (1) neni dokazatelné bez mimologickych axiomt. Napiiklad
implikace ,,jestlize je kazdé prirozené Cislo sudé, je kazdé prirozené cislo liché*, pocho-
pitelné plati, protoze antecedent neplati, soucasné vSak neplati tvrzeni, Ze pro kazdé
prirozené ¢islo jeho sudost implikuje jeho lichost.

Rovnéz obricené implikace k implikacim uvedenych v bodech (4) a (5), tzn. formule
(Vx) (V) — [(Vx)eV (V)] a formule [(3x)p & (Fx)y] — (3z)(¢ & 1) bohuzel nejsou
dokazatelné v predikdtovém poctu pro nékteré formule ¢ a 1. Napf. kazdé pfirozené
éislo je budto sudé, nebo liché, avSak neplati, ze budto jsou vSechna pfirozend disla
sud4, nebo jsou vSechna pfirozend c¢isla licha. Analogicky existuje liché pf¥irozené ¢islo
a existuje sudé prirozené ¢islo, avSak neexistuje prirozené ¢islo, jez by bylo soucasné
liché i sudé.

Daéle poznamenejme, Ze pro zachovani symetrie by bylo potfeba misto formule
uvedené v bodé (2) pfedchozi tabulky uvazovat formuli (3z)(¢ —v¢) — [(3x)p — (3z)Y]
zacinajici existenénim a nikoli univerzalnim kvantifikdtorem. Bohuzel ani tato formule
neni dokazatelnd v predikdtovém poctu. Pro kazdé liché prirozené cislo plati, ze je-li
sudé, pak je soucasné sudé i liché (antecedent totiz neplati). TakZze existuje pfirozené
¢islo x, pro které plati implikace ,,jestlize je x sudé, pak je soucasné sudé i liché“, avsak
implikace ,,Pokud existuje sudé pfirozené Cislo, pak existuje prirozené c¢islo, které je
soucasné sudé i liché.“ prosté neplati.

* 3k %

Ve druhém paragrafu jsme slibili, Ze budeme diskutovat duvod, ktery nas
nuti omezit pouziti odvozovacich pravidel dikaz dedukci, sporem, rozborem pii-
padil a neutralni formuli na uzaviené formule. V citovaném paragrafu jsme rovnéz
uvedli, Ze nemizeme prijmout jakykoli vyvozovaci princip, které by zapficinil, ze
by formule dokazatelnd v teorii T nebyla pravdiva v néjakém modelu teorie T,
a to byt by to bylo pfi jednom jediném ohodnoceni. Kdybychom neomezili vyjme-
novana odvozovaci pravidla na uzaviené formule, potkala by néas pravé takovato
nepfijemnost. Pii tomto zkoumani vyuzijeme vysledky cviceni 23 a 24 z predcha-
zejicitho paragrafu.

K ukéazani nemoznosti aplikovat dikaz sporu na vSechny formule za¢néme praco-
vat v teorii se dvéma axiomy: axiomem —(Vz)—=P(x) (tj. (3x)P(z)) a axiomem —P(x)
(a s jazykem obsahujicim jediny (undrni) predikdt P). V této teorii je dokazatelna
formule —P(x), protoze je axiomem a déle pomoci generalizace dokdzeme (Vz)—-P(x).
Navic je dokazatelny axiom —(Vz)—P(z). Takze teorie je sporna a kdyby bylo mozno
dtikaz sporu aplikovat na v8echny formule, dostali bychom dokazatelnost formule P(x)
v teorii s jedingm axiomem —(Vx)—P(z). Uzivajice dikaz dedukci (formule —(Va)—P(x)
je uzaviend) bychom ziskali dokazatelnost formule —(Vz)—P(z) — P(z) bez jakychkoli
mimologickych axiomil. Nyni staéi uzit dokazatelnost formule (—p — q) — (=q — p) ve
vyrokovém poétu (a navic moznost dosazeni formuli predikdtového poétu do tautologii
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vyrokového po¢tu a modus ponens) a ziskdme dokazatelnost formule (viii) z ulohy 23
predchézejiciho paragrafu bez jakychkoli mimologickych axiomi. To je v8ak vylouceno,
formule neni splnéna ve struktufe P, procez nemuze byt dokazatelnd bez mimologickych
axiomd. Neni proto mozno aplikovat dikaz sporem na vSechny formule predikatového
poctu.

Predchozi rozbor pfinési jesté jedno ponauceni. Odvozovaci pravidlo generalizace
dovoluje z kazdé formule ¢ odvodit formuli (Vx)e. Kdyby bylo mozno odvozovaci pra-
vidlo generalizace nahradit aziomy tvaru ¢ — (Vz)¢ poZzadovanymi pro libovolnou
formuli ¢, bylo by nutno jako axiom pfijmout i citovanou formuli (viii) (kterd je tvaru
zminéného eventudlniho axiomu, v némz jako formule ¢ vystupuje formule —P(x)).
Vidime tedy, Ze nelze odvozovaci pravidlo generalizace reformulovat jako axiom!').

Ve snaze ukazat nemoznost aplikovat dikaz neutralni formuli na vSechny formule
uvazme nejprve teorii s jedinym axiomem P(z) (a jazykem obsahujicim jediny pre-
dikat P). V této teorii je generalizaci dokazatelnd formule (Vz)P(x) a nasledné také
formule

(v) (Va)P(z) V (V) =P (2),

protoZze ve vyrokovém poctu je dokazatelnd formule p — (p V q). Formule (v) je zcela
analogicky dokazatelnd rovnéz v teorii s jedingm axiomem —P(z). Kdybychom sméli
aplikovat ditkaz neutralni formuli v plné obecnosti, dostali bychom dokazatelnost for-
mule (v) bez pouziti mimologickych axiomu, coz vSak odporuje faktu, ze formule (v)
neni splnéna ve struktufe P (viz tlohu 24 §2 kap. II). Dikaz neutralni formuli neni
proto mozno obecné aplikovat na vSechny formule (véetné neuzavienych). Nasledné
nelze v plné obecnosti aplikovat ani dikaz rozborem pfipad®, nebot dikaz neutralni
formuli je jeho specidlnim pfipadem.

% 3k %

Formulovali jsme deset axiomt predikdtového poctu, zkouméani nezavislosti
tohoto systému by bylo ponékud zdlouhavé, a nadto by nepfineslo podstatné nové
myslenky nez byly nebo budou formulovany v nasem textu. Omezme se proto na
ukézani nezavislosti axiomid PP4, PP5 a odvozovaciho pravidla generalizace
pfi soucasném pfijeti axiomtt PP1-PP3 a pravidla modus ponens. Tyto tivahy
pripojujeme jiz pouze pro skuteéné labuzniky.

V nésledujicich zkoumanich uvazujme jazyk La a nepfipoustéjme mimologické
axiomy.

1) Jestlize zaménime univerzdlni kvantifikaci za kvantifikaci existenc¢ni, pfejde
kterykoli axiom PP1-PP3 na axiom téhoz typu. (Podrobné&ji: naptiklad formule
(Vx)P(z) — [(Jy)P(y) — (Vx)P(z)] pfejde na formuli (Iz)P(x) — [(Fy)P(y) — (Fz)P(x)],
ktera je sice rizna od formule piivodni, avSak je opét formuli vzniklou dosazenim formuli
predikatového poctu ze vyrokové proménné v axiomu VP1. Odvozovaci pravidlo mo-
dus ponens je transformovano na sebe. Axiom PP4 pfejde na formuli (3z)p — ¢(x/t),

11) Nemoznost reformulace odvozovaciho pravidla generalizace ve tvaru axiomu neznamena, ze
by nebylo mozno vytvorit jinou soustavu vyvozovacich principi, ve které by modus ponens
byl jedinym odvozovacim pravidlem. Takovou soustavu dostaneme napi. mirnou tpravou
(pfiddnim axiomu specifikace) systému odvozovacich principt uvedenych v knize [Gr],
kde se pfijima jako jediné odvozovaci pravidlo modus ponens a jako axiomy se pfipoustéji
pouze uzaviené formule.
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ktera neni splnéna napi. v modelu P popsaném v §2 kap. II. Naproti tomu axiom PP5
je transformovan na formuli (3z)(p — ) — [¢ — (3x)], jejiZ dokazatelnost jsme kon-
statovali o Sest stranek vyse (dokonce s nazna¢enim metody dikazu) za pfedpokladu, ze
proménnda x nemé volny vyskyt ve formuli ¢. Pravidlo generalizace pfejde na pravidlo
umoziujici z formule ¢ vyvodit formuli (3z)¢. Takto vzniklé pravidlo je korektni, coz
dovodime z duélni specifikace (a modus ponens). VSechny uvazované axiomy s vyjimkou
axiomu PP4 prejdou na dokazatelné formule, odvozovaci pravidla prejdou na korektni
odvozovaci pravidla, takze vSechny formule dokazatelné v systému vzniklém transfor-
maci axiomu PP1-PP3, PP5 a transformaci odvozovacich pravidel modus ponens
a generalizace jsou dokazatelné v predikatovém poctu. Protoze transformace axiomu
PP4 dokazatelnéd v predikdtovém poctu neni, je axiom PP4 nezavisly.

2) Zaménime-li kazdou formuli tvaru (Vz)e za formuli tvaru (Vz)-(¢ — ¢),
prechézi kazdy z axiomi PP1-PP3 na axiom téhoz tvaru a axiomy PP4,5 precha-
zeji na dokazatelné formule (implikace s antecedentem, jehoz negace je dokazatelna
v predikdtovém poc¢tu). Odvozovaci pravidlo modus ponens pfechéazi na sebe, naproti
tomu generalizace je transformovana na odvozovaci pravidlo, které neni korektni (for-
mule P(z) — P(x) je dokazatelnd a je transformovina na sebe sama, avSak formule
(Vx)(P(z) — P(x)) je pfevedena na formuli (Va)-[(P(x) — P(z)) — (P(x) — P(x))],
jez dokazatelna neni). Takze odvozovaci pravidlo generalizace je nezavislé.

3) Jestlize zaménime jakoukoli podformuli tvaru (Vz)P(z) (Pozor: ted zaménujeme
pouze tuto jednu jedinou specidlni formuli a nikoli vSechny podformule zacinajici uni-
verzalnim kvantifikdtorem!) formuli (Vz)—=(P(z) — P(z)), je transformovan kterykoli
axiom PP1-PP3 na axiom téhoz typu a odvozovaci pravidlo modus ponens pfeje na
sebe. Kazdy pfipad axiomu PP4 tvaru (Vz)P(x) — P(t) piejde na dokazatelnou for-
muli (Vz)-(P(z) — P(z)) — P(t) (negace antecedentu je dokazatelna). Pro formuli ¢
riznou od formule tvaru P(z), je kazdy pfipad axiomu PP4 tvaru (Vz)e — ¢(z/t)
transformovan na axiom téhoz tvaru. Formule tvaru P(z) neni dokazatelnd, a proto
pravidlo dovolujici odvodit formuli (Vz)-(P(z) — P(x)) z formule P(z) je korektni.
Ostatni pfipady generalizace prejdou opét na odvozovaci pravidlo generalizace. Na za-
vér uvazme formuli

(V)[(Ve)(P(x) — P(z)) — P(x)] — [(Ve)(P(z) — P(x)) — (Ve)P(2)],
jez je tvaru axiomu PP5 a kterd prejde na formuli
(Vo)[(Vz)(P(x) — P(z)) — P(x)] — [(Va)(P(x) — P(z)) — (V&)= (P(z) — P(z))].

Posledné uvedena formule neni dokazatelnd (dokonce neni pravdivd ve vhodné jedno-
prvkové struktute), procez axiom PP5 je nezavisly.
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KAPITOLA III
DOKAZATELNOST A NEDOKAZATELNOST

Cloveék je zjevné stvorveny k tomu,
aby myslel. 'V tom spocivd vSechna
jeho distojnost a celd jeho prednost;
a veskerou jeho povinnosti je,

aby myslel spravné.

Poslednim krokem rozumu je uznat,

Ze nekonecéné mnoho véct jej presahuje.
Jen slaby rozum nedospéje az

k tomuto pozndni.

B. Pascal Myslenky

§1

DOKAZATELNOST V ARITMETICE,
MODELY ARITMETIKY

Ucelem tohoto paragrafu je jednak predvést, jak se dokazuje v matematic-
kych teoriich, a jednak ukézat metody prokazujici nedokazatelnost toho kterého
tvrzeni v dané teorii. Jako vhodnou matematickou teorii k tomuto tcelu zvolime
aritmetiku vychézejice z predpokladu, ze kazdy ¢tenar se jiz s aritmetikou mno-
hokrat setkal, byt v jeji neformalizované podobé. Pro axiomatizaci aritmetiky
vybereme dva rtzné silné (a nejbéinéji uzivané) axiomatické systémy — Ro-
binsonovu a Peanovu aritmetiku®. Pravé srovnani dokazatelnosti v téchto dvou
teoriich pfinasi fadu prikladt tvrzeni dokazatelnych v teorii silnéjsi a nedokaza-
telnych v slabsi z nich.

Robinsonova aritmetika RA je teorie, jejiz jazyk neobsahuje kromé rovnosti
zaddny predikat, obsahuje vSak konstantu 0, unarni funkci nasledovnika G a dvé
binarni funkce + a -. Nasledovnika ¢isla x intuitivné mizeme chapat jako xz+1, ale

1) Nézev Peanova aritmetika odkazuje na Giuseppe Peana, ktery navrhl prvni axiomaticky
systém pro aritmetiku (viz [Pe]) i kdyz rozdilny od dnesni axiomatiky ,,Peanovy® aritme-
tiky. Informace o ptivodnim Peanové chapani aritmetiky lze najit nap¥. v praci P. Stépének,
Giuseppe Peano (1851-1632) Logika a teorie dimenze, Pokroky matematiky, fyziky a ast-
ronomie 27 (1982) 301-305, kterou cituji i s chybou v letopoétu (rok narozeni je spravneé).
Axiomatika Robinsonovy aritmetiky byla zavedena v préci [T-M-R]; od ptivodniho znaéeni
teorie znakem @ se odchylujeme pfipodobriujice znadeni RA béznému znaceni Peanovy
aritmetiky PA.
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konstantu 1 jsme do jazyka aritmetiky nepfijali (moznost zavedeni této konstanty
je popséna ve cviceni III-1.7 a uvedeny vztah &(z) = x + 1 je obsahem cvic¢eni
ITI-1.8). V celém textu jsme pro zvyraznéni odliSnosti mezi riznymi druhy objektt
pouzivali pro funkce gotickd pismena; ted tedy prosim c¢tenédre, aby se smifil
s gotickym S (od successor) pro funkci nésledovnika.

V aritmetice uzivame také predikat <, v nasem textu ho vSak budeme pokla-

dat za pojem definovany na zdkladé pojmi pivodniho jazyka (viz axiom-definici
RAS8 niZze a rozbor moznosti obohacovat jazyk pridavanim novych vyrazovych
prostfedki, jenz jsme piedvedli ve druhém paragrafu predchézejici kapitoly).
v Peanové aritmetice (a obecnéji v kazdé axiomaticky popsané teorii) jsou po-
psény axiomy. NemiiZzete obecné prijimat néjaky vztah s prostym zddvodnénim,
ze jste na néj zvykly nebo ze jste se to tak ucili ve skole. Jedinym prostied-
kem, jenz umoznuje ten ktery vztah pouzivat, je dokdzat ho z axiomt. Naptiklad
v axiomech nize sepsanych neni komutativita operaci + a - explicitné uvedena.
Pred pouzitim komutativity je proto tieba ji v Peanové aritmetice dokézat.

Za axiomy RA pfijmeme formule RA1-RAS8. Prvni z nich lze intuitivné
vyjadrit jako ,,0 nema predchtidce”, RA2 znamené ,,jsou-li si nasledovnici rovni,
jsou si rovna i puvodni ¢isla“, neboli ,x + 1 = y + 1 implikuje x = y*“ a dale
R A3 vyjadiuje, ze ,kazdé kladné pfirozené Cislo ma predchidce”. Axiomy RA4
a RAG6 snad vysvétleni nepotiebuji a RA5 a RAT pak vyjadiuji vztah
wZ+(y+1) = (z4+y)+1 (specidlni pfipad asociativity s¢itani, kde tieti pfirozené
¢islo je 1) a vztah ,x - (y+ 1) = (z - y) + “ (specidlni ptfipad distributivity, kde
tieti pfirozené ¢islo je 1). Posledni axiom definuje predikit < na zakladé rovnosti
a funkce sc¢itani.

RA1  (Vz)(&(z) # 0)

RA2  (Vz,9)(6(z) = 6(y) —» z =y)
RA3  (Va)[z # 0— (3y)(z = &(y))]
RA4 (Vz)(z+ 0=x)

RA5  (Va,y)(z+ S(y) = S(z +y))

RA6  (Vz)(z-0=0)

RA7  (Vx,y)(z-S(y) = (x - y) + x).
RA8

Vo, y)le <y = (Fu)(u+z=y)]. S

Peanova aritmetika PA je teorii, kterou dostaneme z aritmetiky Robinso-
novy RA, pfiddme-li vSechny pfipady (matematické) indukce. Pfed formulaci
indukce pfipomenime, Ze znakem ¢(x/t) oznac¢ujeme formuli vzniklou z formule ¢
nahrazenim proménné z termem t. Axiomem indukce pro formuli ¢ rozumime
formuli

(p(2/0) & (Vo)lp — ¢(x/8(2)]) = (Vo)o.  (F)
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Doufam, ze si uvédomujete, Ze jsme pouze forméalnéji zapsali vaim bézné zndmou
indukci: uvazujme néjakou formuli ¢ a jakoukoli proménnou x; ma-li konstanta 0
vlastnost ¢ (tj. pfedpokladame-li ¢(x/0)) a jestlize pro kazdé éislo = z predpo
kladu, ze ¢islo x ma vlastnost ¢, plyne, Ze tuto vlastnost mé i jeho nésledov:@
nik &(z) (tzn. predpokladame-li (Vz)[p — o(x/6(x))]), pak vlastnost ¢ maji
vSechna pfirozend cisla (tj. (Vx)p). V souvislosti s pouzitim indukce je zvykem
implikaci ¢ — p(z/6(z)) (nebo formuli (Vz)[p — ¢(z/S(z))]) nazyvat induké-
nim krokem a formuli ¢ indukénim predpokladem.

Polozim-li vAm nyni otazku, kolik axiomi maji teorie RA a PA, jisté budete
hledat ,chytak“; najdéte ho. — Uz ho mate? — RA ma skuteéné osm axiom,
tzn. osm konkrétnich formuli predikatového poc¢tu. Naproti tomu princip indukce
nepredstavuje jedinou formuli, ale celé schéma, pro kazdou konkrétni formuli ¢
dostavame jeden konkrétni pripad indukce; axiomatika PA tudiz obsahuje neko-
neéné mnoho axiomui (mé devét principt: osm axiomi a jedno schéma indukce).
Automaticky vzniké otazka, zda lze tuto teorii popsat koneénym poctem axiom,
tj. zda existuje kone¢né mnoho formuli jazyka teorie PA, ze kterych jsou dokaza-
telné presné vSechny formule dokazatelné v teorii PA. Takovyto koneény systém
axiomll vSak neexistuje — pfi uziti bézné terminologie fikdme, zZe Peanova arit-
metika neni kone¢né axiomatizovatelnd (viz [RN]).

*

Jako prvni kol jsme si vytkli predvést dokazovani v matematickych teoriich.
Nasi povinnosti je tedy predlozit dikazy, které se odvolavaji pouze na axiomy
teorie a principy logiky. Kazdé nase ,,je jasné, ze“ musime byt schopni na pozadéani
nahradit skute¢nym dikazem ve smyslu definice druhého paragrafu predchozi
kapitoly. Témér kazdy matematik si pti hledani diikazu kresli ,,obrazky“ a v nich
hleda inspiraci pro konstrukci dikazu, vysledkem prace vSak musi byt dukaz
opirajici se jen o axiomy a o odvozovaci pravidla.

Prokazeme nékolik zékladnich tvrzeni v aritmetice. Mnozné ¢islo ve slové
,prokazeme* je ted zcela na misté: ¢4st ditkazi pfedvede autor, ¢ast bude zadana
v tlohéch a o dikaz nékolika tvrzeni budete dokonce pozadan ve cvicenich. Obsa-
hem tvrzeni budou zakladni vlastnosti funkci jazyka aritmetiky a predikatu <; za
okamzik je shrneme do dvou seznamt a ukézeme jejich intuitivnost. Jesté jednou
vSak zddraznéme, Ze byste si mél zejména osvojit metodu dokazovani a konkrétni
dokazana tvrzeni jsou pouze ,tfeSinkou na dortu“. Je potieba si dikladné rozmys-
let uzivané metody v prikladech 1-4, pak se jiz bude jevit kazda jednotliva tloha
(pFip. cvifeni) pomérné jednoducha. Avsak i ,tfesinka na dortu® je velmi cenna
— ve svém souhrnu pravidla obsazena ve formulich (ral)—(rab) a (pal)—(pal3)
pokryvaji bézné uzivané aritmetické principy. Uvédomte si, Ze vSechna pravidla
(pal)—(pal3) slibujeme dokéazat indukeci pouze z axiomi RA1-RAS, jez predsta-
vuji tak jednoduché principy jako napf¥. z+ 0 = x; formule (ral)—(ra5) se dokonce
zavazujeme dokézat pouze z axiomtit RA1-RAS8, bez pouziti indukce.

200


duz48
Note
(x) ? Aha, už mi to došlo, promiň. Proto musí být v prvním konjunktu  ta substituce x/0. OK.


DOKAZATELNOST V ARITMETICE, MODELY ARITMETIKY 81

Za povsimnuti rovnéz stoji, Ze tvrzeni v Peanové aritmetice budeme dokazo-
vat v trochu jiném poradi, nez je vyslovime v intuitivné pojatém seznamu (mimo
jiné distributivitu pfed asociativitou nasobeni nebo moznost kraceni obou stran
nerovnosti pfed moznosti kraceni obou stran rovnosti). Matematik se snazi ne-
opakovat ideje v dtikazech, a vyuziva proto jiz dokézanych tvrzeni. Pokud je
ucelné v diikaze néjakého tvrzeni vyuzit jiné relevantni tvrzeni, snazi se nejprve
dokazat toto druhé tvrzeni a poté je opravnén ho skutecné v dikazu prvého vy-
uzit (srovnejte princip ,dokdzané lze pouzit k dokazovani“, formulovany v prvni
kapitole).

*

V RA je dokazatelné, ze soucet dvou ¢isel, z nichz alespor jedno je nenulové,
nikdy nemtze byt nulou. Nenulovost soucinu je zarucena, pokud jsou nenulovi oba
¢initelé. Ve vztahu < je 0 ,,mensi“ nebo rovna jakémukoli ¢islu a zddné ¢islo neni
(ostte) ,mensi“ nez 0. Slovicko ,mensi“ jsme dévali do uvozovek, protoze zatim
nevime, zda relace < mé bézné predpokladané vlastnosti usporadani. Cisla x,y
jsou ve vztahu <, pravé tehdy kdyz ve stejném vztahu jsou jejich nasledovnici.
Formule tvaru uvedeného niZe pod znakem (ra5) ndm naznacuji, Ze pfirozenych
C¢isel je nekonecné mnoho. Tyto vysledky jsou forméalnéji predstaveny formulemi
z nésledujici tabulky; posledni sloupec udava misto, kde je uveden dtikaz toho
kterého tvrzeni:

(ral) (Vz,y)lxr+y=0— (z=0& y = 0)], priklad 1,

(ra2) (Vz,y)lr-y=0— (x =0V y=D0), uloha 1,

(ra3) (Vx)(0<z) & (Vy)(y < 0—y=0), uloha 2 a cviceni I11-1.4,

(rad) (Vz,y)(6(z) < &(y) =z <y), cviéeni III-1.5 a III-1.6,

(rab) &(0) # 0, 5(6(0)) # 6(0), 5(6(6(0))) # 6(6(0)), atd. tloha 3.
Priklad 1. Dokazujme v Robinsonové aritmetice formuli

(ral) Vz,y)[t+y=0— (z=0& y = 0)].

Zvolme zcela libovolné dvé prirozena éisla x,y a pfedpokladejme x + y = 0. Pro
ziskani sporu predpokladejme y # 0; za tohoto pfedpokladu existuje dle RA3
¢islo u takové, ze y = S(u); uzivajice diikaz fixaci konstanty zvolme u s touto
vlastnosti. Pro toto u uvazme rovnosti

(7) Sx+u)=2+6(u)=x+y=0.

Prvni rovnost je diisledkem axiomu RAS5, druhé plyne z pfedpokladu uc¢inéného
pri fixaci konstanty wu, tfeti je predpokladem ucinénym pfi fixaci x,y. Dokazali
jsme tudiz &(x + u) = 0, naproti to erovnost S(z + u) # 0 plyne z axiomu
RA1. Obdrzeli jsme spor, takze dﬁk@%j; sporem nasledné dokazeme negaci na-
Seho druhého piedpokladu, tj. dokdze rovnost y = 0. Dokédzand rovnost spolu
s predpokladem x + y = 0 implikuje x + 0 = 0. Déle x + 0 = x dle RA4, a dvé
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posledné zminéné rovnosti spolu zarucuji x = 0. Pro libovolné z,y jsme dokazali
implikaci x +y = 0 — (z = 0 & y = 0), uziti generalizace dokon¢i dikaz (ral).

Predvedli jsme obvyklou podobu dtkazu v teorii, i kdyz nas dtkaz uvadi
hodné podrobnosti; skuteény dikaz v matematickém textu by mnoho podrob-
nosti zamlcel a ponechal jejich domysleni ¢tenéri. I v dalsim textu budou zpocatku
dtikazy o néco obsirnéjsi, postupné se budeme pribliZovat bézné formé. Nicméné
jsme jiz nékolikrat upozornili, Ze na zddost oponenta musi byt matematik schopen
prokazat, Ze jeho dikaz je preveditelny do dikazu podle definice z druhého para-
grafu predchézejici kapitoly; pfitom mtzeme vérit vysledkim logiky a odvolavat
se na odvozovaci principy uvedené v predchazejicim textu, o téch nam jiz logika
zarucuje, ze jejich pouziti je preveditelné na potfebnou posloupnost formuli. Nag
dikaz je sice dosti podrobny, presto zdaleka neni posloupnosti formuli pozadova-
nou v definici diikazu z predchozi kapitoly. Nyni proto rozeberme v péti bodech
predchozi ditkaz a pfipojme jesté podrobnéjsi komentaf (takto podrobny rozbor
jinych dtikazu jiz nebudeme opakovat a takto podrobné zdivodnéni ponechame
na Ctenafi). Kazdy z nésledujicich bodi bude uvozen citaci ¢asti predchoziho
dtikazu, kterou budeme komentovat.

(1) ,,Zvolme zcela libovolné dvé pfirozend ¢isla x,y a predpoklddejme
z+y=0~

Prvnim dotazem miize byt, pro¢ dikaz zacina slovy ,,Zvolme zcela libovolné
dvé pfirozena cisla z,y*“. Chceme na zavér pouzit generalizaci, a je proto nasim
ukolem dokazat vlastnost  +y = 0 — (x = 0 & y = 0) pro libovolné pfirozena
éisla. Necht jsou ndm tedy néjaka dvé ¢isla dana.

Pak cely dtkaz probihd pro tato pewvné zvolend cisla az do posledni véty, kde
dochézi ke zlomu. Jesté v jeji prvni ¢asti ,,Pro libovolné x,y jsme dokézali implikaci
z+y=0— (x =0& y = 0)“ se mluvi o dangch ¢islech x,y, aviak v zévéru pti slovech
,UZiti generalizace dokonéi dukaz (ral)“ jiz jsou znaky x,y minény jako symboly pro
proménné (jinak by je nebylo mozno kvantifikovat). V p¥islusné éasti diikazu bychom
sice mohli pro konstanty x,y pouZzivat jiné znaky (abychom zdtraznili, Ze se nejedna
o proménné), pokud jsme si vSak schopni, v pfipadé potieby, vybavit vyznam téchto
symboli, bylo by zbyteénym zesloziténim nové znaky zavadét.

Druha namitka se mize tykat naseho predpokladu z+y = 0: oponent se miize
ptat, jakym pravem c¢inime tento predpoklad. Podle dikazu neutralni formuli
k dokézani zadané implikace z +y = 0 — (z = 0 & y = 0) nam postacéi prokazat
v teorii RA s fixovanymi z,y dvé implikace:

x+y:0—>[m+y=0—>(%’=0&y=0)]
r+y=0—rx+y=0— (x=0&y = 0)].

Dokézat prvni z nich je totéz jako dokazat formuli z +y=0— (z = 0& y = 0)
v dusledku tvrzeni prikladu 4 §2 kap. I a v dusledku cviceni 1-2.25, a to pravé
v pfedvedeném dtikazu ¢inime. Druhou z nich dostaneme prostym nahrazenim
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proménnych vyrokového poctu v zdkonu Dunse Scota, tato formule je tudiz doka-
zatelnd v predikatovém poctu (pfi jedné varianté formulace axiomi predikatového
poctu jsme ji — jakozto formuli vzniklou nahrazenim z tautologie vyrokového po-
¢tu — dokonce brali jako axiom).

(2) ,,Pro ziskani sporu pfedpokladejme y # 0; za tohoto pfedpokladu existuje
dle RA3 ¢islo u takové, ze y = S(u); uzivajice dikaz fixaci konstanty zvolme u
s touto vlastnosti.”

Pokud se bude oponent dozadovat zdivodnéni predpokladu y # 0, budeme
argumentovat snahou uzit ditkaz sporem. Nasim cilem je dokazat rovnost y = 0,
takze staci z jeji negace, tzn. z pfedpokladu y # 0, vyvodit spor.

K predvedeni sporu se v diikazu uziva fixace konstanty u. Je tedy mozné, ze
budeme zadani o zdivodnéni moznosti potfebné fixace. K tomu, abychom mohli
uzit dikaz fixaci konstanty, musime védét, Ze existence objektu s uvazovanou
vlastnosti je dokazatelna; pred fixaci konstanty u s vlastnosti y = &(u) musime
mit tedy dokdzanou formuli (Ju)(y = S(u)). Dikaz této formule je vSak mozno
omezit na prosty poukaz na axiom RA3 (ve kterém nahradime proménnou z
¢islem y a proménnou y pieznacime na proménnou u).

Pii slovech ,Jestlize y # 0, existuje dle RA3 ¢islo u takové, ze y = &(u)“ mame
na mysli proménnou v (ve formuli (Fu)(y = &(u)) je dokonce existenéné kvantifiko-
véana); pfi slovech ,uzivajice dikaz fixaci konstanty zvolme u s touto vlastnosti* za¢ind
znak u oznacovat konstantu. Role ¢isla u kon¢i konstatovanim , Naproti tomu rovnost
S(z 4+ u) # 0 plyne z axiomu RA1. Obdrzeli jsme spor, ..., takZe znak u se jiz ani
nestacil zménit zpét na proménnou, jeho role skoncila ziskanim sporu.

(3) ,Pro toto u uvazme rovnosti
(@) Sz+u)=z+6@u)=x+y=0.

Prvni rovnost je disledkem axiomu RAS5, druha plyne z pfedpokladu uc¢inéného
pri fixaci konstanty u, tfeti je predpokladem ucinénym pfi fixaci x, y.“

V piipadé zadosti o podrobnéjsi odivodnéni prvni rovnosti v (i), tj. rov-
nosti &(z + u) = x + &(u) dodame, ze pii aplikaci axiomu RAS5 nahrazujeme
promeénnou y Cislem u.

Pfi podrobnéjsim zdivodnéni druhé rovnosti ve zkoumaném (4), tzn. rovnosti
x + 6(u) = = + y, pfipomeneme axiom rovnosti pro séitani, tzn. formuli

(i) (Va1 2, y1,92) (21 = 22 & y1 = y2) — 21 +y1 = 22 + Y.

Pri uziti této formule nahradime obé proménné xq,zs tymz ¢islem x, promén-
nou y; nahradime termem &(u) a proménnou ys nahradime ¢islem y. Tak ziskdme
(r =2 & 6(u) =y) - =+ S(u) = = + y. Prvni rovnost v antecedentu, tzn.
rovnost x = x, je disledkem axiomu R1 a druhé je pfedpokladem ucinénym pti
fixaci konstanty wu.
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(4) ,,Dokazali jsme tudiz &(z+wu) = 0, naproti tomu nerovnost &S(z + u) # 0
plyne z axiomu RA1. Obdrzeli jsme spor, takze dikazem sporem nésledné do-
kazeme negaci naseho druhého predpokladu, tj. dokaze rovnost y = 0.“

Rovnost &(x + u) = 0 odivodnime poukazem na rovnosti v (i) a na moz-
nost dvojnasobného pouziti tranzitivity rovnosti. Pii zadosti o jesté podrobnéjsi
oduvodnéni nerovnosti &(z + u) # 0 doporuéime nahradit v RA1 proménnou z
termem x + u. PFi dalsich dotazech jiz zbyva pouze odkazat tazatele na formulaci
dtikazu sporem obsaZenou v prvnim paragrafu celého textu.

(5) ,,Dokazana rovnost spolu s predpokladem x + y = 0 implikuje x + 0 = 0.
Dale = + 0 = = dle RA4, a dvé posledné zminéné rovnosti spolu zarucuji x = 0.
Pro libovolné z,y jsme dokazali implikaci x +y = 0 — (x = 0 & y = 0), uziti
generalizace dokon¢i dukaz (ral).“

Bude-li oponent pozadovat jesté dikladnéjsi popis odtvodnéni rovnosti
x = 0 po predvedeném dtkazu rovnosti y = 0, nabidneme soustavu rovnosti
r=x+ 0=z +y = 0. Postupné budeme dokazovat jednotlivé rovnosti v této
soustavé a zacneme druhou rovnosti. Tu ziskdme aplikaci axiomu rovnosti pro sci-
tani (i7), pfi niz nahrazujeme obé proménné xi,zs tymz ¢islem x, promén-
nou y; nahradime konstantou 0 a proménnou ys nahradime éislem y. Tak zis-
kime (r =2 & 0=1y) — x + 0= x + y. Prvni rovnost v antecedentu, tj. rovnost
x = x, je dlisledkem axiomu R1 a druhou rovnost ziskdme z jiz dokdzané formule
y = 0uzitim symetrie rovnosti. Posledni rovnost v soustavé rovnosti je predpokla-
dem ucinénym pii zavadéni konstant x, y; Ze prvni rovnost plyne z axiomu RA4,
snad jiz neni tfeba vyslovné uvadét. Rovnost = 0 pak ziskdme dvojnasobnym
uzitim tranzitivity rovnosti.

Snad se ndm podafilo vam ukazat, vazeny ctenafi, jak podrobnéjsim odi-
vodnovanim jednotlivych krokt bézného diikazu odrazet vSechny oponentovy na-
mitky prevedenim na vyvozovaci principy, které byly jako pripustné uvedeny
v druhém paragrafu druhé kapitoly. Zkuste sam takovéto podrobné;jsi predvedeni
jednotlivych krokd v nékteré z nasledujicich tloh, v textu budeme, jak jiz feceno,
v ulohéach a cvicenich predvadét stale méné podrobnosti a postupné se budeme
blizit bézné uzivané formé dikazt a budeme predpokladat, ze podrobnéjsi zdu-
vodnovani jednotlivych krokt je jiz mozno ponechat v pozadi. Pokud bychom
meéli shrnout principy, které bézné pouzivame v dtikazech bez podrobnéjsiho zdu-
vodnovani, jedna se zejména o pouziti symetrie a tranzitivity rovnosti, obecnéji
o vétsinu aplikaci diikazu rovnosti, dale o pouzivani dikazu sporem, dikazu ne-
utralni formuli (véetné uziti zdkona Dunse Scota), pfipadné obecnéji o aplikaci
dikazu rozborem pripadi a velmi ¢asto rovnéz o vyuziti dikazu fixaci konstanty.

Uloha 1. V teorii RA dokazte formuli
(ra2) (Vo,y)fz-y=0— (z=0Vy=0)
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Navod: Pro dtkaz sporem piedpokladejte x,y # 0, predpoklad uzijte k fixaci u, v
takovych, ze G(u) = = & &(v) = y; srdcem dikazu je pouziti axiomi RA7Y,
RA5 a RAL1.

Uloha 2. V Robinsonové aritmetice dokazte formuli (Vz)(0 < x). Névod:
uzijte axiom RAS.

Uloha 3.V RA dokaizte G(0) # 0, 5(6(0)) # &(0), G(6(6(0))) # &(6(0)),
atd. Navod: uzijte axiomy RA1 a RA2.

*

Druhy seznam shrnuje formule, které hodlame — opét s vasi pomoci, vazeny
¢tenafi — dokazat v Peanové aritmetice, tzn. za pomoci indukce. Ukazeme, ze
sc¢itani a nasobeni jsou asociativni (tvrzeni (pal) a (pa3)) a komutativni (tvrzeni
(pa2) a (pad)) a ze plati distributivni zdkon (tvrzeni (pab)).

V bodech (pa6)—(pa8) jsou shrnuty bézné kladené pozadavky na vlastnost
,byt mensi nebo roven“. Zcela urcité mé byt kazdy objekt mensi nebo roven sdm
sobé (tvrzeni (pa6), tzv. reflexivita), je také celkem piirozené pozadovat, aby
z predpokladu, ze prvni objekt je vétsi nebo roven druhému a soucasné druhy
objekt je vétsi nebo roven prvému plynulo, Ze se jednd o objekt jediny (tvr-
zeni (pa7), tzv. slaba antisymetrie) a aby z predpokladu, ze prvni objekt je
vétsi nebo roven druhému a soucasné druhy objekt je vétsi nebo roven tretimu
plynulo, Ze prvni objekt je vétsi nebo roven tfetimu (tvrzeni (pa8), tzv. tranziti-
vita). V PA je dokonce z kazdych dvou rtznych objektt jeden vétsi nebo roven
druhému (tvrzeni (pa9), tzv. trichotomie — nazev odvozen od ¢/ moznosti:
r<yVz=yVy<z).

ul) Predpokladejme = - y = 0. Jestlize =,y # 0, pak dle RA3 musi existovat u,v tak, ze
z = 6(u) & y = G(v); uzivajice dvojnasobné dikaz fixaci konstanty jsme schopni fixo-
vat u,v s uvedenymi vlastnostmi. Pro takto fixovana c¢isla dostavame

O0=z-y=06(u) &)= (6() v)+6(u)=6((6(u) - v)+u).

Prvni rovnost je predpokladem, druha jest prosté disledkem axiomu rovnosti pro nasobeni
uzivajictho rovnosti z = G(u) a y = S(v). Treti rovnost dostaneme z axiomu RAT
nahrazenim proménné z termem G (u) a nahrazenim proménné y ¢islem v a zavére¢nou
rovnost obdrzime z axiomu RA5 nahrazenim proménné x termem &(z) - v a proménné y
&islem u. Uvédomme si vSak, %e nerovnost G((&(u) - v) + u) # 0 je diisledkem axiomu
RA1, ve kterém nahradime proménnou z termem (&(u) - v) + u, takZe diikaz sporem
vylou¢i moznost, ze obé c¢isla x, y jsou rizna od nuly.

u2) V dasledku axiomu RAB8 potfebujeme pro zadané &slo @ dokazat existenci pfirozeného

¢isla u spliujiciho rovnost u + 0 = z. Podle RAA4 je z + 0 = x, takze za hledané u staci

zvolit pfimo cislo x.

43) Nerovnost &(0) # 0 je zarucena axiomem RA1. Disledkem rovnosti &(&(0)) = &(0) je
podle axiomu RA2 rovnost G(0) = 0. Pfed okamzikem jsme vSak v teorii RA dokazali
nerovnost G(0) # 0, procez uzitim ditkazu sporem dokazeme v Robinsonové aritmetice
nerovnost G(&(0)) # &(0). Zcela analogicky odvolanim na pravé dokazané dokazeme

tfeti nerovnost, atd.
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Autor priznava, ze vahal, zda prikladi na dokazovani tvrzeni indukci ne-
bude pro ¢tenéare prili§ mnoho. Nakonec se rozhodl i diikkazy tvrzeni o nerovnosti
obsazenych v bodech (pa6)—(pa9) do textu zahrnout, byt psané petitem, ktery na-
znacuje jejich nepovinnost. Jednim z divodi je, ze na konkrétnim (tfebaze velice
jednoduchém) pfipadu muze ¢tendf nahlédnout jeden ze specifickych ryst uzivani
matematickych teorii. Ve tfetim paragrafu uvidime, ze pravé formule (pa6)—(pa8)
jsou axiomy tzv. teorie usporddani. Matematik miize pochopitelné zkoumat teorii
uspofaddani samu o sobé a dokazovat v ni jednotliva tvrzeni. Pokud néjaké tvr-
zeni v teorii usporadani dokaze, miize si byt jist, Ze tvrzeni je dokazatelné v kazdé
teorii, ve které predikat < vyhovuje pozadavkim (pa6)—(pa8), specialné takovéto
tvrzeni je dokazatelné v Peanové aritmetice. Tak prokazanim dokazatelnosti tvr-
zeni v jedné teorii obdrzime dokazatelnost uvazovaného tvrzeni v mnoha dalsich
teoriich.

Tvrzeni (pal0) a (pall) zachycuji béZné znamé .k rovnosti a nerovnosti lze
na obou stranach pricist totéz prirozené ¢islo a lze od ni na obou stranach totéz
pfirozené ¢islo odecist“, analogicky tvrzeni (pal2) a (pal3) formalizuji ze skoly
dtvérné znamé ,rovnost a (neostrou) nerovnost lze na obou strandch nésobit
nebo délit tymz prirozenym ¢islem“ — pochopitelné za predpokladu, ze déleni
a odc¢itani mé smysl, tedy specidlné, ze nedélime nulou a ze vysledek po odecteni
nebo déleni je prirozenym cislem. Zavérecné tvrzeni zachycuje intuitivni fakt, ze
zadné prirozené ¢islo neni svym vlastnim nésledovnikem.

Tteti sloupec nasledujici tabulky uvadi, na kterém misté textu je to které
tvrzeni dokdzéno; vyznam c¢tvrtého sloupce bude objasnén pozdéji.

(pal) (Vz,y,2)[(x+y)+z=x+ (y+ 2)], priklad 2, priklad 9
(pa2) (Vz,y)(z+y=y+x), piiklad 4, priklad 9,
111-1.28
(pa3) (Vz,y)[(z-y)-z=x-(y-2)], cviceni ITI-1.13, priklad 9
(pad) (Vz,y)(z-y=y-x), uloha 5, priklad 9,
uloha 8
(pab) (Va,y,2)[z-(y+2)=(z-y)+ (z-2)], cviceni III-1.12, piiklad 9
(pa6) (Vz)(z < x), aloha 7, cvic. I1I-1.25
(pa7) (Vz,y)[(z<y&y<z)—z=1y, priklad 5, priklad 8
(pa8) (Vz,y,2)[(x <y &y<z) -z <z, cviceni III-1.14, cvi¢. 111-1.25
(pa9) (Vz,y)(x <yVy<uz), priklad 6, cvi¢. II1-1.27
(pal0) (Va,y,2)(za=y=z+z=y+2), uloha 6, cvi¢. I11-1.15, ptiklady 7, 8
(pall) (Vz,y,2)[z#0— (x=y=x-2=y-z)], cvic. III-1.19 a I11-1.20, piiklady 7, 8
(pal2) (Vz,y,2)(za<y=z+z<y+2), cvié. III-1.16, priklady 7, 8
(pal3) (Vz,y,2)[z#0—(x <y=x-z2<y-z)], cvic. III-1.17 a I11-1.18, piiklady 7, 8
(pald) (Vz)(z # 6(x)), cvi¢. I1I-1.11 priklady 7, 8.
Priiklad 2. V Peanové aritmetice dokazme asociativitu s¢iténi, tzn. formuli

(pal) (Vz,y,2)[(x +y) +z =2+ (y + 2)],

a to indukci podle proménné z. Zvolme objekty x, y libovolné, avsak pevné. Pokud
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jste pochopil vyznam indukce, je vam ziejmé, Ze k ditkazu formule
Va)l(z+y)+z=2+(y+2)]

indukei ndm staci jednak dokazat formuli (z + y) + z = z + (y + 2z) pro hodnotu
z = 0, tj. dokdzat formuli (x 4+ y) + 0= = + (y + 0), a jednak dokazat indukéni
krok, tzn. formuli

V)[(x+y)+z=a+y+2) = (+y)+6(:) =2+ (y+6(2))].

(Abychom nahlédli, ze uvedend formule je opravdu indukénim krokem, postaci
ovérit, ze jeji konsekvent vznikne z formule (z +y) + z = z + (y + 2z) nahrazenim
proménné z termem S(z).)

Pro diukaz prvni pozadované formule uvazujme rovnosti

(x+y)+0=z4+y=x+ (y+0).

Prvni rovnost je trividlnim disledkem axiomu RA4, ve kterém nahradime pro-
meénnou z termem x + y. Druhou rovnost ziskdme z axiomu rovnosti pro s¢itani
uzitim rovnosti y = y + 0 (kterdzto rovnost je dokazatelnd v RA, protoze ji
ziskdme z axiomu RA4 nahrazenim proménné z éislem y). Uzitim tranzitivity
rovnosti ziskdme zadanou rovnost (x +y) + 0=z + (y + 0).

Pro dikaz indukéniho kroku fixujme jesté objekt z splnujici rovnost
(x+y)+2z=x+ (y+ 2), jinak vSak vybrany zcela libovolné. Uvazme rovnosti

(111) (z+y)+6(2)=6((z+y)+2)=6(z+(y+2))=2+6(y+2) =2+ (y+6(2)).

Prvni rovnost je dusledkem axiomu RA5, ve kterém nahradime proménnou
r termem x + y a proménnou y Cislem z. Druhou rovnost obdrzime aplikaci
axiomu rovnosti pro unarni funkci & a uzitim nadmi pfedpoklddané rovnosti

(x +y) + 2z =x+ (y + 2); tfeti rovnost ziskdme uzitim axiomu RAS5, ve kterém
nahradime proménnou y termem y + z. Zavérecnou rovnost dostaneme aplikaci
axiomu rovnosti pro séitani vyuzivajice rovnost &S(y + z) = y + S(z), kterou
obdrzime z axiomu RA5 nahrazenim proménné z ¢islem y a nahrazenim pro-
ménné y ¢islem z. Prostym vyuzitim tranzitivity rovnosti obdrzime z (iii) rovnost
(x+y)+6(2) =2+ (y+ S(z)). Dokazali jsme tedy implikaci

(Tt+y)+z=a+y+2)—(@+y)+6(z) =z+(y+6(2))
a uzitim generalizace proto dostaneme
V)[(x+y)+z=a+y+2) = (+y)+6(2) =2+ (y+6(2))].

Axiom indukce pro formuli (z+y)+2z = 2+ (y+2) (vzhledem k proménné z)
je formule

(z4y)+0=2+(y+0) —(V2)[(z+y)+z =24+ (y+2) = (z4+y)+6(2) =2+ (y+&(2))]—
— (V2)[(xz +y) + 2=z + (y + 2)]).
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V Peanové aritmetice jsme dokézali jak antecedent celé posledni formule, tak
i antecedent jejiho konsekventu. Dvoji aplikace modus ponens tudiz dokaze kon-
sekvent konsekventu, tj. formuli (V2)[(z +y) + 2z =  + (y + z)]. Na zavér dikazu
pouzijeme dvojndsobné odvozovaci pravidlo generalizace (vzhledem k promén-
nym z,y) a ziskdme formuli (pal).

Pri dokazovani pouzivame Casto pomocnd tvrzeni, kterd se obvykle v ma-
tematickém textu nazyvaji lemmata. Pouzivaji se hlavné pro zprehlednéni di-
kazu nebo pokud se chceme na pomocné tvrzeni odvolat pozdéji znovu. Je-li
dtikaz piilis dlouhy nebo je-li nepfehledny, umozni totiz pouziti lemmat ¢tenafi
snazsi orientaci. V matematickém textu se nepoklada za slusné se prilis odvola-
vat dovnitt pfedchozich diikaz, nebot takova odvolani ztézuji ¢teni. Lemma byvéa
prehledné formulovano a odvolat se na néj (tj. aplikovat vysledek lemmatu znovu)
je zcela béznou praxi. Ukdzkami takovychto pomocnych tvrzeni budou v nasem
textu priklad 3 a dloha 4; obé ukazky pouzité z obou uvedenych divodi.

Priklad 3. V teorii PA dokazme pomocné tvrzeni
(i) (Vz,y)(&(z) +y = S(z +y)).

(Srovnejte dokazovanou rovnost s rovnosti z axiomu RAB5 — na levé strané rov-
nosti (iv) je funkce & aplikovdna na prvého sc¢itance a v axiomu RAB5 na dru-
hého). Dikaz provedeme indukci podle proménné y (pfi libovolné, avsak pevné
fixovaném z), procez sta¢i jednak dokazat formuli &(z)+y = &(x + y) pro hod-
notu y = 0, tzn. dokézat formuli &(z)+ 0= &(z + 0), a jednak dokéazat indukéni
krok, tzn. formuli

(Vy)[6(2) +y = 6(z +y) — 6(z) + 6(y) = &(z + &(y))]-

(Pro ovéfeni, ze posledni implikace je skuteéné indukénim krokem, posta¢i na-
hlédnout, Ze jeji konsekvent vznikne z formule &(z) + y = &(z + y) nahrazenim
proménné y termem S(y).)

K dokézani prvni rovnosti uvazme rovnosti

S(z)+0=6(z) = 6(x + 0).

Prvni rovnost ziskame aplikaci axiomu RA4, ve kterém proménnou z nahra-
dime termem &(x); druha rovnost je disledkem axiomu rovnosti pro funkci na-
sledovnika, protoze rovnost x = x + 0 je zaruCena axiomem RA4. K ziskani
S(z) + 0= S(z + 0) uzijeme na zavér tranzitivitu rovnosti.

Pro dtkaz indukéniho kroku predpokladejme pro libovolné, avSak pevné,
zvolené y rovnost &(x) +y = &(z + y) (indukéni pfedpoklad) a snazme se z ni
vyvodit rovnost &(z) + &(y) = &(z + &(y)). K tomu tcelu uvazme rovnosti

S(x) +6(y) = 6(6(x) +y) = 6(6(x +y)) = &(x + &(y)).
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Prvni rovnost ziskame aplikaci axiomu RAS5, ve kterém proménnou x nahra-
dime termem &(z). Druhd rovnost je trivialnim dusledkem axiomu rovnosti pro
funkci & a indukéniho predpokladu. Treti rovnost obdrzime opét aplikaci axiomu
rovnosti pro funkci nasledovnika, ve kterém tentokrat uzijeme rovnost zaruc¢enou
axiomem RAS5. Zadanou rovnost ziskdme dvojnidsobnym uZitim tranzitivity rov-
nosti. Protoze y bylo voleno pouze s pfedpokladem &(x)+y = S(x +y), dokazali
jsme pro libovolné y implikaci &(z)+y = S(z+y) — 6(2)+6(y) = S(z+6(y));
generalizaci dokézeme formuli

(Vy)[6(2) +y = 6(z +y) — &(x) + 6(y) = 6(z + &(y))]-

Axiom indukce pro formuli &(z) +y = &(z + y) (vzhledem k proménné y)
je formule

S(z)+0=6(x+0) —
— (VY)[6(2)+y=6(2+y) = 6(2)+6(y) =6 (a+6(y)]— (V) (& (2)+y =6 (2+y)).-

V Peanové aritmetice jsme dokazali jak antecedent celé posledni formule, tak i an-
tecedent jejiho konsekventu. Dvoji aplikace modus ponens tudiz dokéze konsek-
vent konsekventu, tj. formuli (Vy)(S(z) +y = &(z +y)). Na zavér pouzijeme od-
vozovaci pravidlo generalizace (vzhledem k proménné x) a dokdzeme formuli (iv).

N

Kdyz ho prekonate a budete mit k dalsim tloham a cviéenim dost trpélivosti,
zvladnete jiz dokazovani v celém paragrafu.

Priiklad 4. V Peanové aritmetice dokazme komutativitu séitdni, tzn. formuli

(pa2) (Vz,y)(z +y =y + ).

Duikaz provedeme indukci vzhledem k proménné y. Pred zapocetim uvedené in-
dukce vSak dokazeme formuli (Vz)(z + 0 = 0+ ), a to opét indukci, tentokrat
(pochopitelné) vzhledem k proménné . Cely dikaz tvrzeni (pa2) tudiz provadime
dvoji indukci (a kdybychom zapoéitali rovnéz indukei z ptredchoziho ptikladu,
ktery je pomocnym tvrzenim pro (pa2), jednalo by se docela o indukci troji).

Pro dikaz formule (Vz)(x+0 = 0+x) indukci podle proménné x potfebujeme
prokazat jednak formuli  + 0= 0+ x pro z = 0, tj. formuli 0+ 0= 0+ 0 (zde
vSak neni co dokazovat), a jednak indukéni krok, tzn. formuli

(Vz)(x+0=0+2x — &(x) + 0= 0+ &(x)).

Pro libovolné, avSak pevné zvolené x predpoklddejme rovnost x4+ 0= 0+ x
(indukéni pfedpoklad) a snazme se z ni vyvodit rovnost S(z) + 0 = 0+ &(x),
coz je formule vznikl4 z indukéniho predpokladu nahrazenim proménné z termem
S(z). K tomu tc¢elu uvazme rovnosti

S(z)+0=6(x)=6(x+0)=6(0+x) =0+ S(z).
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Prvni rovnost ziskdme z axiomu RA4 nahrazujice proménnou z termem &(x).
Druha rovnost je diisledkem axiomu rovnosti pro funkci nasledovnika, pti kterém
uzijeme rovnost x 4+ 0= x zarucCenou axiomem RA4. TYeti rovnost obdrzime
opét z axiomu rovnosti pro funkci &, tentokrat na zakladé rovnosti z + 0= 0+ =,
coz je indukéni pfedpoklad. Posledni rovnost ziskdme aplikaci RA5 (nahrazu-
jice proménnou x konstantou 0 a proménnou y ¢islem x). Trojndsobnou aplikaci
tranzitivity rovnosti dostaneme &(z) + 0 = 0+ &(x). Pro libovolné fixované z
jsme dokazali implikaci x + 0= 0+ z — &(z) + 0= 0+ S(z), generalizaci tudiz
obdrzime (Vz)(x + 0= 0+ 2z — S(z) + 0 = 0+ &(x)), coz je indukéni krok.
Procez indukce dokazuje formuli (Vz)(z + 0= 0+ x).

Pro indukci vzhledem k proménné y fixujme x zcela libovolné, avsak pevné.
Pro tuto indukci potfebuje prokazat jednak formuli x + y = y + x pro hod-
notu y = 0, tj. formuli x + 0 = 0+ z, a jednak indukéni krok, tzn. formuli
My)x+y=y+z— 2+ 6S(y) = &(y) + x). Pro nase zcela libovolné zvolené x
uzijme specifikaci jiz dokazané formule (Vz)(x+0= 0+x) a ziskdme x4+ 0= 0+z.

Pro indukci podle proménné y prikroéme nyni k dokazovani indukéniho
kroku, a k tomu ucelu fixujme y s vlastnosti x + y = y + x, avSak jinak zcela
libovolné. Uvazme rovnosti

r+6(y)=6(x+y)=6Hy+z)=06(y) + =

Prvni rovnost je zarucena axiomem RAS5; druha rovnost je disledkem axiomu
rovnosti pro funkci nasledovnika a indukéniho pfedpokladu x+y = y+xz. Posledni
rovnost je zarucena vysledkem predchoziho prikladu. Dvojnasobnym uzitim tran-
zitivity rovnosti ziskdme nasledné rovnost = + &(y) = S(y) + =. Objekt y byl
fixovan zcela libovolné pouze s predpokladem x + y = y + x, dokazali jsme tedy
pro zcela libovolny objekt y implikaci x+y = y+2 — 2+ 6(y) = S(y) +z. Gene-
ralizaci obdrzime (Vy)(z+y = y+z — z+6(y) = &(y)+x), coz je indukéni krok
pro pravé probihajici indukei. Takze indukce zarué¢i formuli (Vy)(z +y =y + )
pro zcela libovolné fixovany objekt x. Uzitim generalizace vzhledem k proménné
x ziskdme formuli (Vz)(Vy)(z +y =y + ).

Uloha 4. V PA dokazte pomocné tvrzeni
(v) (Va,y)(&(x) -y = (z-y) + ),

a to indukci podle proménné y. Navod: Pro libovolné fixované x potfebujeme
dokézat jednak rovnost &(x) - 0= (x - 0) + 0 a jednak formuli

(Vy)(&(z) y=(z-y) +y — &(z) - 6y) = (v-6(y)) + &(y)).

Pro sestrojeni dikazu druhého tvrzeni je vhodné uzit jiz dokadzané asociativity
a komutativity séitani, tzn. formuli (pal) a (pa2), a dvojnasobné axiomy RAS
a RAT.
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(Srovnejte dokazovanou rovnost s rovnosti z axiomu RA7 — na levé strané
rovnosti (v) je funkce & aplikovana na prvého ¢initele a v axiomu RA7 na dru-
hého).

Uloha 5. V Peanové aritmetice dokazte komutativitu nasobeni, tj. formuli

(pad) (Vo,y)(z -y =y- ).
Navod: Pii fix ém x potfebujete pro indukci podle proménné kazat jednak
rovnost 0-z =30 a jednak formuli (Vy)(z-y =y-z — 6(y)-x =5276(y)). Prvni

rovnost dokazte indukci podle proménné x, pro dikaz druhé formule pouzijte
vysledek predchozi tlohy.

Uloha 6. V. PA dokazte formuli
(Vz,y,2)[(x + 2=y +2) =z =1y],

ud) Pro fixované & uvazme rovnosti G(z) - 0= 0 = 0+ 0 = (z - 0) + 0. Prvni rovnost je
dtsledkem RAG6, ve kterém nahradime proménnou z termem &(z), druhou obdrzime
z axiomu RA4 (v némz nahradime proménnou z konstantou 0) a tfeti rovnost ziskdme
z axiomu rovnosti pro séitani, p¥i jehoz aplikaci vyuzijeme rovnost z - 0 = 0 (viz RAB).
Pro fixované y spliiujici indukéni piedpoklad &(x) -y = (z - y) + y prozkoumejme rovnosti

S(2) 6 (y)=(6(x)y)+6(z)= [(z-y) +y| + & () = (z-y)+ (y + E(2)) = (z-y) + S (y +2) =
=@y +6@x+y)=(z-9)+@@+6(y) =z y) +2]+6) =(z-6(y)) + &(y)-

Prva rovnost je dusledkem axiomu RA7, ve kterém nahradime proménnou x termem
G (z). Druhé rovnost je zarucena axiomem rovnosti pro séitdni uzivajicim indukéni pred-
poklad a tfeti rovnost plyne z jiz dokadzané asociativity séitani, tzn. z formule (pal).
Ctvrtou rovnost ziskdme z axiomu rovnosti pro s¢itani vyuzivajice axiom RA5 (ve kte-
rém nahradime proménnou z ¢éislem y a soucasné nahradime proménnou y éislem x). Dalsi
rovnost dostaneme z axiomd rovnosti pro s¢itani a pro nasledovnika uzivajice komutati-
vitu s¢itdni, tj. vlastnost (pa2), a Sestou rovnost z axiomu rovnosti pro séitani uzivajice
RAS5. Predposledni rovnost je znovu dusledkem asociativity s¢itani a posledni ziskdme
aplikaci axiomu rovnosti pro s¢itani uzivajictho RAT.

u5) Dokazme nejprve formuli (Vz)(0-z = x - 0) indukci podle x. Rovnost 0- 0= 0- 0 je zcela

evidentni. Nadto pro fixované x s vlastnosti 0- x = x - 0 uvazme rovnosti

0-6(z)=0-2)+0=(z-0)+0=0+0=0=6(x) - 0.

Prvni rovnost obdrzime uzitim RA7, ve kterém nahradime proménnou z konstantou 0
a proménnou y nahradime ¢islem x, druhou a tfeti rovnost ziskdme uzitim axiomu rovnosti
pro s¢itani a indukéniho predpokladu v prvém pripadé a axiomu RAG6 v pripadé druhém,
predposledni rovnost plyne z RA4 a posledni dostaneme podle axiomu RAG6, ve kterém
proménnou z nahradime termem &(z). Dokazali jsme indukéni krok, a proto indukce
dokoncéuje dikaz formule (Vz)(0-z =z - 0).

Navic jsme schopni trividlné dokazat indukéni krok (pro indukci podle proménné y)
potiebny pro ukazani (pad), nebot pro fixované y vyhovujici indukénimu piedpokladu
T -y =Yy T mame

Gy z=( z)+z=(z y +z=2 6(y).

Prvni rovnost ziskdme specifikaci tvrzeni (v), druhou v dusledku axiomu rovnosti pro
s¢itani vyuzivajiciho indukéni predpoklad a posledni rovnost je zarucena axiomem RAT.
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ktera je soucasti tvrzeni (pal0). Navod: Prokazujte indukei podle proménné z; pro
prokazani indukéniho kroku predpokladejte z+&(z) = y+6(z) a uzijte postupné
RA5, RA2 a indukéni pfedpoklad k dokazani potiebné rovnosti x = y.

Uloha 7. V teorii PA dokazte reflexivitu predikatu <, tj. formuli
(pab) (Vz)(z < z).

Navod: V dusledku RAS8 potifebujeme dokazat existenci u takového, ze u+x = x; uzijte
(pa2).

Priklad 5. V Peanové aritmetice dokazme slabou antisymetrii predikiatu <, tzn.
formuli

(pa7) (Vz,y)[(z <y&y<z)—z=y.

Jestlize predpokladame = < y & y < z, pak existuji (podle RA8) pfirozena ¢isla u,v
tak, Zze u + x = y & v + y = x, za pouziti asociativity s¢itani (pal) a axiomu rovnosti
pro s¢itani dostavame tedy

(v+u)+z=v+(ut+z)=v+y=u=z.

Na zakladé uz dokazané komutativity séitani a axiomu R A4 ziskdme za nasich predpo-
kladd déle 0+ z = = (u + v) + «, proéez v disledku tvrzeni z Glohy 6 je 0 = u + v.
Vyuzivajice dale tvrzeni (ral) z prvniho pf¥ikladu, obdrzime u = 0, a tudiz komutativita
s¢itani spolu s axiomem RA4 implikuji x = y.

Priklad 6. V teorii PA dokédZeme trichotomii predikatu <, tj. formuli

(pa9) (Vo,y)(x <yVy < z).

Druikaz provedeme indukci podle proménné y pro fixované z. Nejprve uzijeme specifikaci
na formuli (ra3) a trividlné ziskdme potfebné 0 < x. Dokazujme proto indukéni krok,
tzn. formuli
(Vy)lz <yvy<z) = (r<6(y) vE(y <)

K tomu tcelu fixujme zcela libovolné y. Chceme uzit dikaz rozborem pripadid, procez
nam postacuje dokdzat dvé implikace: implikaci y < z — (y < &(z) V 6(y) < x)
a implikaci z <y — (y < 6(z) V S(y) < ).

V prvém pripadé predpokladame y < z, neboli podle RA8 predpokladame exis-
tenci v s vlastnosti u + y = x. Pro toto u vSak nahlédneme rovnosti

Su)+y=6u+y) =6(2).

Prvni rovnost je specifikaci formule (iv) (viz pfiklad 3), druhou obdrzime z axiomu
rovnosti pro nasledovnika uzivajice rovnost u 4+ y = x. Na zavér aplikujeme RAS, ve
kterém ted za hledané u zvolime &(u), a ziskdme y < &(x).

u6) Pro fixovana z,y dokazte formuli (Vz)(x + 2z =y + 2z — = = y) indukci podle proménné z.
Pro 0 neni co dokazovat v dasledku RA4. Predpokladejme tedy zc + 2 =y+ 2 —x =1y
(indukéni predpoklad) a z + G(z) = y + &(z) (tato rovnost je antecedentem dokazované
implikace z + &(z) =y + 6(z) — z = y). Pak

Gz+2)=2+6(()=y+6(z) =6(y + 2)

v dusledku RA5; uziti RA2 tedy zaruci « + z = y + z, a prosta aplikace modus ponens
na induk¢ni predpoklad prinese tudiz x = y.
u7) Jest 0+ x = 2 + 0 = z podle (pa2) a RA4.
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Za predpokladu = < y muzeme (opét na zakladé RAS8) fixovat u tak, Ze u+x = y.
Je-li u = 0, je x = y na zakladé jiz dokdzané formule (pa2) a axiomu RAA4, takZe staci
prosté uzit (pa6) a jiz dokdzany prvni pfipad. Pfedpoklddejme tudiz navic u # 0. Pak
ndm axiom RAS3 dovoluje fixovat v s vlastnosti S(v) = u; po této fixaci dostavame
rovnosti

y=u+z=60w)+z=6(w+z)=v+ 6(z).

Pfitom prvni dvé rovnosti jsou zaruceny volbou u, v (pfi prokazovani druhé pouzijeme
navic axiom rovnosti pro s¢itdni). TT¥eti rovnost je disledkem jiz dokdzané formule (iv)
(proménnou x nahradme fixovanym pfirozenym dislem v a proménnou y nahradme
¢islem z) a posledni rovnost ziskdme z axiomu RA4 nahrazenim proménné x termem v
a proménné y Cislem x. Za naSeho predpokladu jsme dokazali nerovnost S(z) < y.
(Uvédomujete si, ze jsme implicitné vyuzivali diikaz neutralni formuli vzhledem k formuli
u = 07)

X % %k

Formule &(x) # x je navysost intuitivni a je tak jednoduché, Ze okamzité
vznikd otazka, proc jsme ji zaradili az do seznamu formuli dokazatelnych v Pea-
nove aritmetice a nikoli jiz do seznamu formuli dokazatelnych v aritmetice Robin-
sonové. Pravdépodobné kazdy, kdo pripousti, Zze kniha je trochu rozumné sesta-
vena, si odpovi, Ze v Robinsonové aritmetice autor neumél tuto formuli dokézat.
Odpovéd je vsak mnohem lepsi a silnéjsi?): v Robinsonové aritmetice formuli
S(x) # x vubec dokdzat nelze! Jak je mozno takto silnou vypovéd viibec ob-
hajit, ndm ukazi néasledujici stranky. Zachovejme vSak alesponl trochu historické
souvislosti a popiSme, jak matematici viibec k myslence prokazéni nedokazatel-
nosti dospéli.

Jiz pfi motivovani pojmu teorie v §2 pfedchézejici kapitoly jsme zminili ve-
liky vliv geometrie pro rozvoj deduktivniho pfistupu, a to zejména pii vytvareni
tohoto pojeti. Geometrie vS8ak i pozdéji ovliviiovala rozvoj logiky, a to zejména
v souvislosti s patym Eukleidovym postuldtem®. Tento postulat (dnes formu-
lovavany: ,Danym bodem lze vést pravé jednu rovnobézku s danou piimkou“.)
byl v jistém smyslu vyjime¢ny, nebof mnoho tvrzeni bylo moZno dokdzat bez
tohoto predpokladu, a navic paty postuldt vypovidd — na rozdil od ostatnich —
o ,vzdalenjch® bodech, tzn. o bodech na jakkoli velkém papiru®. Pravdépodobné
diky této vyjimecnosti se ho matematici zacali pokouset dokézat ze zbyvajicich
predpokladti a teprve po mnoha staletich netspésnych pokust pfijali moznost,
Ze takovy dikaz neexistuje (zejména N.I.Lobacevskij 1793-1856 a Janos Bo-
lyai 1802—-1860, ale jsou naznaky, Ze jiz pred nimi totéz ucinil Girolamo Saccheri
a velmi pravdépodobné — podle korespondence, avsak bez vyslovného zvefejnéni
— K.F. Gauss). Ukézat, ze takovyto dikaz opravdu neexistuje se podatilo jako

2) Pochopitelné za predpokladu, ze RA je teorii bezespornou.

3) Historie patého postuldtu je popsana podrobnéji nap¥. v praci [V2].

4) Rovnobézky jsou definovany jako ty p¥imky, které se nikdy — tedy ani ve ,,vzdalenych®
bodech — neprotnou.
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prvnimu Eugenisovi Beltramimu (viz [Be|), nize uvadéna konstrukce Felixe Kleina
je v nékterych aspektech ponékud jednodussi a pochézi rovnéz z r. 1868.
Predvedeme ideu konstrukce
modelu neeuklidovské geometrie
(tzn. euklidovské geometrie, ve které
je paty postuldt nahrazen svoji ne-
gaci) na zdkladé modelu geometrie A
euklidovské. V modelu euklidovské
geometrie zvolime libovolny kruh
(bez obvodové kruznice) a zakladni
predikaty geometrie ,byt bodem“
a byt pifimkou® ,prelozime* jakozto
»,byt bodem kruhu“ a ,byt tétivou
kruhu“. Nyni je tfeba ovérit v eukli-
dovské geometrii dokazatelnost vsech
,prekladi“ axiomt neeuklidovské
geometrie, my se omezime na zkou-
mani pouze ,,prekladu“ jediného axio-
mu jako prikladu: ,pfekladem“ postulatu ,kazdymi dvéma body lze vést pravé
jednu pfimku“ je ,kazdymi dvéma body v kruhu lze vést pravé jednu tétivu“,
coz je evidentné v euklidovské geometrii dokazatelné. Nadto ,preklad“ negace
patého postulatu plyne z tvrzeni, Ze existuje tétiva p a bod A v kruhu, kte-
rym prochéazeji alespon dvé ruzné tétivy, které se s puvodni tétivou neprotinaji
uvniti kruhu (viz diagram 1; ,nikdy neprotnou® totiz ,prekladame“: ,neprotnou
uvniti kruhu®). Je tedy mozno uzaviit (po prozkouméani dokazatelnosti ,pfe-
kladt“ ostatnich axiomu), ze je-li euklidovskad geometrie bezespornd, pak péty
postuldt neni dokazatelny ze zbyvajicich axiomu euklidovské geometrie (neboli
feCeno jinymi slovy, je-li euklidovska geometrie bezesporné, je bezesporna i neeu-
klidovskéa geometrie). Je vSak nutno upozornit, ze ovétovani dokazatelnosti ,,pre-

vvvvvv

Diagram 1

nelze ,prekladat* jednodusSe pomoci ,byti kruznici uvniti kruhu“.

*

Axiomy Peanovy aritmetiky jsou voleny tak, aby popisovaly nase predstavy
o prirozenych ¢islech; predpokladejme tedy, Ze systém intuitivnich prirozenych ¢i-
sel spolu s intuitivnimi funkcemi nasledovnika, s¢itani a nasobeni vytvaii model
Peanovy aritmetiky. Tento model je zvykem oznacovat N a nazyvat prirozeny
(nebo také standardni’) model; protoze Robinsonova aritmetika je slabsi nez Pea-
nova, je N také modelem RA. Piedpoklad, Ze N je modelem Peanovy aritmetiky,
zarucuje, ze Peanova aritmetika je bezesporna. (V bezespornost PA véfi témér
v8ichni matematici.)
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K prokazani nedokazatelnosti formule ¢ v néjaké teorii T' postacuje sestrojit
model teorie T, ve kterém neni pravdiva formule ¢ (viz tzv. korektnost popsa-
nou v §2 kap. IT). Velmi éasto budeme hledany model sestrojovat Gpravou néja-
kého predpokladaného modelu teorie T. Na pocatku naseho zkouméani se budeme
snazit vytvorit model Robinsonovy aritmetiky, ve kterém je pravdiva formule
(3x)(z = &(z)) (tj. neni pravdiva formule (pal4)). Doufam, ze znate odpovéd
na otazku, pro¢ se nesnazime sestrojit model Peanovy aritmetiky, ve kterém je
uvedend formule pravdivd. — Opravdu znite odpovéd? — V Peanové aritme-
tice je dokazatelna formule (pal4), ktera je negaci formule (3z)(x = &(z)), takze
Peanova aritmetika s dodateénym axiomem (Jz)(x = S(x)) je sporné, procez ne-
miize mit model. Vime proto, Ze nase snazeni o model Peanovy aritmetiky s negaci
(pald) jakozto dodateénym axiomem je jiz pfedem odsouzeno k nezdaru.

Zadat strukturu M pro jazyk aritmetiky znamend zadat jeji univerzum (které
budeme znacit M), zadat jedno individuum, které budeme chapat jako 0 ve
smyslu struktury (znak Oy) a zadat realizace aritmetickych funkei (tj. G, +m
a -yr). (Predikat < je definovan axiomem RAS8, procez je jeho realizace v jaké-
koli struktufe pro jazyk aritmetiky jednozna¢né uréena realizaci s¢itani.) V néa-
sledujicich tfech prikladech, dvou tlohach a osmi cvicenich se budeme zabyvat
tfinacti strukturami 0;—0;3 a pro zjednoduSeni zapisu budeme psat &;,+;,
misto &g, +0,, 0,; pro dalsi zjednoduSeni zapisu budeme predpokladat, ze ve
vsech strukturéch je individuum Oy ¢islem 0. Pii rozsifovani zadané struktury M
(speciélné pfi rozsitovani modelu N) do struktury O; zachovavame nejen ptivodni
realizace konstanty 0, avsak také ptivodni realizace funkci nésledovnika, s¢itani
a nasobeni — podrobnéji 0; = Oy = 0 a pro kazda ,stard individua“ x,y (prvky
mnoziny M) polozime &;(x) = Sy(x),x +; Y =X+uyy ax,yY=X-uy).

Vyse jsme uvedli tabulku formuli dokazatelnych v Peanové aritmetice a po-
nechali jsme otevieny vyznam posledniho sloupce v této tabulce. Do ného jsme
zaznamenali misto konstrukce struktury prokazujici nedokazatelnost té které for-
mule v Robinsonové aritmetice® .

Priklad 7. Rozsifme jakykoli vychozi model M Robinsonovy aritmetiky
pridanim jednoho individua a (neboli univerzum struktury 0; bude univerzum
struktury M s jednim nové pfidanym individuem a) a to tak, ze individuum a
bude svym vlastnim nasledovnikem (tj. polozime &;(a) = a). Budte x,y indivi-
dua vychoziho modelu M Robinsonovy aritmetiky.

Realizaci nasledovnika ve struktufe (J; budeme tedy definovat rovnostmi
Si(a) = a a 61(x) = Sum(x) a realizace souctu a souinu v této struktute

5) Do tabulky jsme vyznadili jen nékteré z nize vysetfovanych modeli RA, ve kterych neni ta
ktera formule z naseho seznamu splnéna; tzn. v nékterych modelech nejsou urcité formule
ze seznamu (pal)—(pal4) splnény, aniz je to v textu vyslovné zminéno.
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budeme definovat nejprve rovnostmi a ekvivalentné (snad prehlednéji) tabulkami

pod nimi:

X+tia=a+H;x=a+;a=a, 0Ora=a-10=0,

X+1Yy=X+uVy, X1a=a1X=0a-1a=a pro x # 0,
X1Yy=XMY;

+1|la y 1 a0 y#0

a |a a a a 0 a

X |a X+uy 0 0 O Ovy

x#0 |a xuy0 x\my.

Nasim prvnim tkolem je prokazat, ze struktura O; je skuteéné modelem Ro-
binsonovy aritmetiky, tzn. ukazat, Ze ve struktufe jsou pravdivé vSechny axiomy
RA. Necht b oznacuje jakékoli individuum struktury O, tj. je budto individuem
struktury M nebo individuem a. Provéfit pravdivost axiomi RA1-RA4 a RA6
bude ve vSech uvadénych strukturédch snadné; srdcem ovéfeni, ze skutecéné jde

o model

RA, bude provéfovani axiomi RA5 a RAT; pfipomenime, Ze axiom

R A8 je pouhou definici predikatu <. Ve strukturach O3—-05 budeme zdivodiio-
vat jen pravdivost axiomi RA5 a RA7, avsak v pfipadé prvnich dvou struktur
ztrafme par slov i o ostatnich axiomech.

RA1

RA2

RA3

RA4,6

V modelu M nema 0 pfedchidce, protoze M je modelem Robinsonovy
aritmetiky, takze pro kazdé x je &1(x) = Su(x) # 0. Nadto pred-
chtidcem 0 nemtize byt ani nové pridavané individuum v dtsledku volby
Si(a) = a.

Pro z4dné ,staré individuum® x nemutize nastat S;(x) = &1(a), nebot
S1(x) je prvkem M a a = &1(a) nikoli. Pro ,stara individua® je axiom
R A2 pravdivy ve struktutfe Oy v dusledku predpokladu jeho pravdivosti
ve strukture M (a v disledku &4 (x) = Gpy(x)).

Kazdé nenulové individuum x modelu M mé pfedchudce (tj. existuje y
tak, ze 61(y) = Su(y) = x) v disledku predpoklddané pravdivosti
axiomu RA3 ve strukture M. Pfedchiidcem individua a je ono samo
(nebot &1 (a) = a), procez je pravdivost RA3 ve struktufe Oy trividlni.
Axiomy RA4 a RAG6 pro individuum a nahlédneme pifimo ze zadéni,
nebot a+10 =aa a-;0 = 0; pro individua modelu M si staéi uvédomit,
%e M je modelem RA, v dtsledku ¢ehoz x +10 = x +y10 = x a soucasné

x10=x-y0=0.

Pro vysetreni pravdivosti axiomi RAS5,7 uvazme rovnosti

RA5 b+ 61((1) =b+ia=a= 61((1) = Gl(b +1 (1),
a+16:(x) =a=6;(a)=6;(a+;x),

RA7 0

161() 0qa=0-1a+10,
161((1)=b 1a=a=a+;b=b-1a+;b pro b # 0,
a16;(x)=a=a+;a=a-1x+;a
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a uvédomme si, ze posledni rovnost je v poradku i pro x = 0, protoze
at+;ja=a=0+;a=a-3x+1 Q.

Navic je tfeba nahlédnout, ze v piedchozich fadcich jsme prozkoumali vSechny po-
tfebné pripady, protoze pro individua modelu M plyne pravdivost axiomi RA5,7
ve struktufe (; z jejich pravdivosti ve struktute M.

Model Oy zachovdvd z vychoziho modelu M pravdivost komutativity, a to
jak scitani, tak i nasobeni. Uvedené plyne z konstrukce, protoze jak soucet, tak
i souéin, jehoz alespon jednim séitancem/¢initelem je nové pridavany prvek, je
komutativni.

Ve smyslu modelu ; jsme novy prvek pridali ,do- ) e
zadu® (viz diagram 2), coz je formalnéji vyjadieno vztahy: M a
(a) O = b <y a, protoze a +; b = a pro kazdé indivi- Diagram 2

duum b modelu O ;
(b) Oy E —a <5 x, nebot b +1 a # x pro kazdé individuum b modelu Oy,
takze diagram vpravo zaznamenava usporadani v modelu O .

V modelu Oy nejsou pravdivé formule:

(pald), tzn. (Vz)(&(x) # z), nebot a = &1(a);

(pal0), tj. (Vz,y,2)(x +2=y+ 2z — x =y), protoze 5;(0) +1a=a=0+; a
a soucasné formule &(0) # 0 je dokazatelna (viz (rab)) v Robinsonové
aritmetice, a néasledné je proto pravdiva v kazdém modelu RA;

(pal2), tzn. (Va,y,2)(x + 2 <y+ 2z — x < y), nebot

610)+1a=a<;a=0+;a

a soucasné ve struktufe neni pravdiva formule &(0) < 0 v disledku
dokazatelnosti formuli (ra3) a (rab) v RA (a nasledné jejich pravdivosti
v kazdém modelu teorie RA);
(pall), tzn. (Vz,y,2)[z # 0— (r =y=x-2=y-2)],nebot a-;a = a =&(0)1 a;
(pald), tj. (Vo,y,2)[z # 0— (x <y=x-z<y-z)] — stadl uzit stejna individua
jako v pfedchozim pfipadé a navic pouzit vyse uvedené body (a) a (b).

vvvvvv

Robinsonovy aritmetiky neni pravdiva naptiklad formule (Vz)(&(x) # x). Takze
tato formule neni dokazatelnd v Robinsonové aritmetice, na druhé strané jsme ji
zatadili do seznamu formuli dokazatelnych v aritmetice Peanové (a slibili dokazat
ve cviceni III-1.11). Nésledné v Peanové aritmetice jsme schopni dokazat urcité
vice formuli nez v RA.

Ve cvicenich ITI-1.21 a ITI-1.22 se jesté budeme zabyvat moznosti pfidani jednoho

nového individua. Navic ve cvicenich III-1.23, I11-1.25-111-1.28 ukazeme vice moznosti,
jak pfidat presné dve nova individua.
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Ted pfejdéme k popisu tii modelti vzniklych pfiddnim nekoneéné mnoha
individui. Prvni dva z nich umozni prokazat nedokazatelnost vétSiny z formuli
(pal)—(pal3) v Robinsonové aritmetice s dodateénym axiomem (pal4).

Prirozena cisla se bézné chapou jako ¢ast c¢isel celych Z. Strukturu intui-
tivnich celych ¢isel (pro jazyk obsahujici konstantu 0 a funkce séitani, ndsobeni
a nasledovnika) budeme znacit 7. V nasledujicich dvou pfikladech a tlohach po-
tfebujeme, aby zadné pfirozené c¢islo nebylo celym ¢islem, jisté si vSak dovedete
predstavit, jak by se vhodnym kédovanim tohoto dosdhlo. Nicméné kazdému pfi-
rozenému ¢islu n odpovida ziejmym zptsobem celé ¢islo, jez budeme znacit nyz.
Specialné 07 oznacuje nulu v celych ¢islech a znak 17 uzivame pro jednicku v ce-
lych ¢islech, atd. Pro scitani jak prirozenych, tak také celych ¢isel budeme pouzi-
vat stejny znak +, analogicky pro ndsobeni uzivame stejny znak - (zda pracujeme
v tom kterém okamziku v celych nebo prirozenych ¢islech pozna zvidavy ctenar
z druhu &isel, kterd znak funkce obklopuji).

Priklad 8. Univerzum naseho modelu O, se bude skladat jak z intuitivnich
pfirozenych ¢isel (znacenych n,m), tak z intuitivnich ¢isel celych (pro né budeme
uzivat znaky z,q). Pokud méme v sestrojované struktufe secist dvé pfirozend
¢isla, seéteme je tak, jak se secitaji pfirozend cisla. Mame-li seéist dvé celd ¢isla,
seCteme je jako celd Cisla. Jestlize s¢itdme jedno pfirozené cislo a jedno celé ¢islo
(v jakémkoli poradi), pfedstavime si pfirozené ¢islo jako ¢islo celé (neboli uvazu-
jeme jemu odpovidajici éislo, jez je individuem modelu celych éisel 7) a secteme
tato dvé cela ¢isla. Piesné stejné postupujeme pfi ndsobeni (specidlné soucin pii-
rozeného a celého ¢isla v jakémkoli pofadi je soucin tohoto celého cisla a celého
¢isla odpovidajiciho pfirozenému ¢islu) s jedinou vyjimkou: souéin jakéhokoli éisla
a v jakémkoli poradi s 0 je pfirozené ¢islo 0. Funkce nésledovnika je unérni, pro-
¢ez problém nevznikd — nasledovnik prirozeného ¢isla bude prosté nasledovnik
v pfirozenych ¢islech a nasledovnik celého cisla z bude jeho nasledovnik v celych
¢islech (tj. celé ¢islo z 4+ 17). Doufam, ze popis realizace funkci ve struktuie Oy je
zcela jasny, presto pripojuji formalni zapis definice, a to jak rovnostmi, tak také
tabulkami:

Ga(n) =n+1, n-om=mn-m,
62(2):Z+1Z, 22q==z2-¢4,
n+om =n+m, 0oz=2950=0,
Z4+9q=2z+q, Nwoz=n7 2 pro n # 0,
n+oz=ny7+z, Zwom=z-ny pron # 0;
z24+9n=z4+ny,
+2| m q ‘9 |0 m#0 ¢
n |n+m nz+q 0 0 0 0
z |z+mz z+4+q n#0|0 n-m nz-q

z 0 z-myz =z-q.
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Ovérme, ze struktura O je modelem Robinsonovy aritmetiky; pfitom po-
druhé (a naposledy) pfipojme odivodnéni pravdivosti ve struktufe i pro jiné
axiomy nez RAb5,7:

RA1 Z4dné celé ¢islo neni predchiidcem 0 podle zadani struktury a na intui-
tivnich pfirozenych ¢islech jsme hodnotu funkce nasledovnika neménili.
RA2 Nasledovnik prirozeného ¢isla neni nikdy ¢islem celym — na prirozenych
¢islech jsme hodnotu funkce nasledovnika neménili. Pfedchtidcem celého
éisla z je ¢islo z — 17 a implikace z # ¢ — z — 17 # q — 17 je trivialni.
RA3 Axiom plyne jednoduse z faktti uvedenych v predchozim bodé.

RA4,6 Zkoumané axiomy plynou zcela evidentné ze zadani struktury Os.

RA5 z2+262(n)=z+(n+1l)z=z2+nz+1z)=(2+nz)+ 1z =
= Ga(z +nz) = G2(z +2n),
n+26(2) =nz+ (2 +17) = (nz + 2) + 17 = &2(n +2 2),
q+262(2) = q+ (2 +17) = (¢ + 2) + 12 = G2(q +2 2),

RA7 24563(n)=z-(n+1)z=2-(nz+1z7)=(2-nz)+ 2= (2-2n) +2 2,
0-262(Z)=O:0+0:O-2Z+20,
no6Ga(z)=nz-(z+1z)=nz-z4+nz=n-=9z+an pro n # 0,
q262(2)=q-(2+17)=q-2+q=q22+2q

(Uvédomme si, ze posledni rovnost v prostfednim fadku vyse uvedeného seznamu
je v pofddku i pron =0, nebot (z-07) + 2=07+22=04+22=(220) +2 2.)
K prokdzani axiomt RAS5,7 je zapotiebi navic nahlédnout, ze jsme skutecné
prozkoumali vSechny potifebné pripady, v nichz alespon jedno individuum neni
prirozenym ¢islem — v piipadé, kdy jsou obé vySetfovana individua struktury O,
prirozenymi ¢isly, postaci uzit pravdivost obou axiomil v pfirozeném modelu.

V sestrojeném modelu je pravdivé formule (pal4), tj. formule (Vz)(&(x) # ).
Dale je pravdiva jak komutativita s¢itani, tak i nasobeni.

V modelu O je kazdé prirozené ¢islo mensi nez kazdé ¢islo celé (v symbolech
02 = n < z), nebot pro celé ¢islo (z —nz) jest (z —nz)+2n = z a zadné celé ¢islo
neni mensi nez zadné pfirozené ¢islo (pro zadné n,z neni pravda Oy | z < n),
protoze soucet dvou ¢isel z nichz alespon jedno je celé, je vidy ¢islo celé. Naproti
tomu v modelu je kazdé celé ¢islo mensi nebo rovno kterémukoli celému c¢islu
(v symbolech Oy = z < q), nebot (z — q) + ¢ = z. Zcela ziejmé tedy v modelu Oy
neni pravdiva slabd antisymetrie, tj. tvrzeni (pa7).
Uvedena fakta o realizaci predikatu < se snazime
zaznamenat na diagramu vpravo tim, Ze model N U
klademe pred model 7, druhy z modeld vsak nezné- N z
zornujeme useckou, abychom naznacili, Ze usporada- Diagram 3
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ni individui modelu Oy, jez odpovidaji celym ¢isltim, se lisi od bézného usporadani
celych cisel.

V modelu Oy nent pravdivych dokonce mnohem vic tvrzeni ze seznamu for-
muli dokazatelnych v Peanové aritmetice nez pouze formule (pa7):

(pal0), nebot 17 +2 07 = 17 + 07 = 1 43 07 a soucasné neni 17 = 1, protoze 1
chapeme jako ¢islo prirozené a 17 jako cislo celé;

(pal2), protoze 17 +2 07 = 17 < 17 = 17 + 07 = 1 +2 07 a protoZe neni
O E17 < 1

(pall), protoze 07 2 07 = 07 -07 = 07 = 17-07 = 13 07 a protoze jest
02 F0z#0& 07 # 1;

(pal3), nebot 07 2 07 = 07 -07 = 07 < 07 = 17-07 = 12 07 a protoze je
Oy = 07 # 0, avSak neni Oy = 07 < 1.

Nepravdivost formuli (pal0)—(pal3) jsme prokazali jak ve struktuie Oy, tak
i ve struktuie Os. Procez kterakoli z téchto struktur zarucuje nedokazatelnost
formuli (pal0)—(pal3) v Robinsonové aritmetice. Prvni struktura je vSak docela
modelem RA, —(pal4) a druhd je dokonce modelem RA, (pal4). Takze for-
mule (pal0)—(pal3) nejsou dokazatelné ani v teorii RA, —(pald) a ani v teorii
RA, (pald).

Priiklad 9. Univerzum naSeho dalsiho modelu O3 se bude opét skladat presné
ze vSech intuitivnich pfirozenych ¢isel a vSech intuitivnich celych ¢isel. Funkce
nasledovnika zachovdme z minulého piikladu, tzn. nésledovnik pfirozeného ¢isla
bude prosté nasledovnik v prirozenych ¢islech a néasledovnik celého ¢isla bude
jeho nésledovnik v celjch ¢islech. V nékterych pfipadech vSak zménime vyznam
s¢itani a nasobeni. Mame-li v sestrojované struktufe seCist dvé prirozena cisla,
seCteme je opét tak, jak se seitaji prirozend cisla; jestlize mame secist dvé celd
Cisla, seCteme je zase jako cela ¢isla. Pricitame-li k celému c¢islu ¢islo pfirozené,
opét si predstavime prirozené Cislo jako Cislo celé a seCteme tato dvé cela Cisla.
Avsak v pripadé, ze mame secist prirozené cislo s ¢islem celym, postupujeme od-
lisné od pfedchoziho prikladu. Opét si predstavime pfirozené cislo jako ¢islo celé
a secteme tato dvé ¢isla, nyni vSak navic pricteme celé c¢islo 17. 1 v pripadé na-
sobeni provedeme jednu zménu. Nésobeni dvou celych ¢isel (a rovnéz nasobeni
dvou prirozenych ¢isel) ponechdme beze zmény, dokonce nebudeme ani ménit
vyznam soucinu, ve kterém je prvnim c¢initelem prirozené ¢islo nebo druhym ci-
nitelem pfirozené ¢islo 0. Mame-li vSak zndasobit celé ¢islo nenulovym prirozenym
¢islem predstavime si prirozené ¢islo jako ¢islo celé, obé cela cisla vynasobime
a pricteme celé ¢islo 17. Takto definované s¢itani a nasobeni shrnuji néasledujici
rovnosti a jinou formou rovnéz nasledujici tabulky:

220



DOKAZATELNOST V ARITMETICE, MODELY ARITMETIKY 81

n-—+sm=mn-+m, n-3m=mn-m,
Z4+3q=2+4q, £34==%2"4¢,
n4+sz3z=ny7+z+ 1y, 032=2-30=0,
Z+3n=z+ny, n-3z=n7-2 pro n # 0,
z3n=z-nz+1z pron#0;
3 | m q 3 |0 m#0 q
n |n+m nz+q+1yz 0 0 0 0
z |z+myg z+q n#0 |0 n - m nz-q
z 0 z-mz+1z z-q.

Provéime, Ze struktura O3 je modelem Robinsonovy aritmetiky (pfipady,
které jsou stejné jako v predchozim piikladu jiz neopakujeme):

RA5 n+35635(z2)=nz+(z+172)+1lz7=Mnz+2)+174+1z7=(n+32)+ 17 =
= G3(n +3 2)
RA7 25650)=231=2-17+17=2+4+17=074+2+17=0+32z =
:Z'30+3Z
2363(n)=z3Mn+1)=z-(n+1)z7+1lz=2-(nz+17)+ 17 =
=(z-nz)+1lz+2z=(2-3n)+32z pron#0.

Jiz podle zadani je jasné, ze v modelu O3 neni ani séitani ani nasobeni
komutativni (tj. jsou pravdivé formule —(pa2) a —(pa4)). V modelu O3 vSak neni
pravdiva ani asociativita pro s¢itani, ani asociativita pro nasobeni a dokonce ani
distributivita, tzn. nejsou pravdivé formule:

(pal), nebot (0+30)+32=04+32=07+z2+17#07+2z+17+17=
=07+0z7+2+17+17=0+3 (0 +3 2);

(pa3), protoze z3(l-3l)=z-31=z-17+17#z- 17+ 17+ 17 =
=(z-1z+172)- 17+ 17=(231) 34

(pab), protoze z 3 (l+31)=232=2-274+17#2-27+ 17+ 17 =
=z-17+2z- 17+ 1724+17=(2-174+12)+(2- 174+ 17) =
=(z-1z+17)+3(2- 174+ 17) =2 317 +3 23 17.

a nadto neni ani O3 |= z- &(0) = z, nebot z-31 =2+ 17.

Otazek tykajicich se vztahu teorie a néjakych danych formuli jejiho jazyka je
vSak mozno formulovat mnohem vice nez pouhé otazky po bezespornosti teorie
s kazdou jednotlivou danou formuli. Mtzeme se napf. ptat zda ve zkoumané
teorii jedna dand formule implikuje druhou z uvazované skupiny. Nejevi se vam
smysluplnou piiklad otazka zda v Robinsonové aritmetice komutativita s¢itani
implikuje komutativitu nasobeni? Pfimo na tuto otazku si v nasledujici tloze
a ve cviceni III-1.22 odpovite zaporné, sam si vSak muzete postavit takovychto
otézek celou radu.

Otéazky tohoto typu zddaji rozhodnout, zda jista implikace je dokazatelnad v dané
teorii. K prokéazani zaporné odpovédi se obvykle sestroji model zkoumané teorie, ve kte-
rém je antecedent implikace pravdivy a konsekvent nikoli. K prokazani kladné odpovédi
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je zapottebi predvést dikaz implikace v uvazované teorii. Naptiklad si uvédomte, ze
v tloze 7 jsme jako vedlejsi diisledek dokazali, ze komutativita séitani (pa2) implikuje
v Robinsonové aritmetice reflexivitu relace <, tj. formuli (pa6).

Uloha 8. Uvazujte strukturu zadanou v piikladu 8, vypustte vSak vyjimku
pro nésobeni zleva individuem 0 (tj. polozme 0-4 ¢ = 07 # 0), neboli prozkouma-
vejte vlastnosti struktury zadané tabulkami:

+4| m q -4|0 m#0 ¢
n |n+m nz+gq n |0 n-m nz-q
z |z2+mz z-+gq z |0 z-mz z-q.

Prokazte, ze struktura je modelem Robinsonovy aritmetiky, ve kterém je
sc¢itani komutativni, avSak nésobeni komutativni neni (a nadto je pravdiva for-
mule (Vz)(S(z) # x)). Tim nahlédnéte, ze v Robinsonové aritmetice (a dokonce
ani v teorii RA, (Vz)(6(z) # x)) komutativita séitani neimplikuje komutativitu
nasobeni.

Uloha 9. Nyni bude vasim tikolem prozkoumat strukturu O vzniklou kom-

binaci séitani z prikladu 9 a nasobeni z ptikladu 8, tzn. strukturu zadanou tabul-
kami:

+5| m q ‘5 |0 m#0 ¢

n |n+m nz+q+1z 0 0 0 0

z |z+mz 2z + ¢ n#0|0 n-m nz-q
z 0 z-mz z-q.

Ukazte, ze tato struktura neni modelem Robinsonovy aritmetiky.

Zatim jsme pfedvadéli jen formule nedokazatelné v Robinsonové aritmetice
(a dokazatelné v aritmetice Peanové). Mohl by tedy vzniknout zcela falesny do-
jem, ze kazda formule aritmetiky je v Peanové aritmetice budto dokazatelna nebo
vyvratitelna. V nasledujicim paragrafu se budeme tomuto problému podrobné vé-
novat a sestrojime formule, jeZ nejsou v Peanové aritmetice ani dokazatelné, ani
vyvratitelné. Tyto formule jsou vysoce zajimavé z hlediska logiky, naproti tomu
z hlediska Peanovy aritmetiky samotné jsou tyto formule zcela umélé. Prirozené se
proto matematici zacali v sedmdesatych letech minulého stoleti zajimat o to, zda

u8) Musime se zabyvat pouze pfipadem nasobeni pfirozeného ¢isla 0 celym ¢islem, tzn. musime
prozkoumat jenom potfebnou rovnost pro 0 - &(z), ve vSech ostatnich pfipadech pouze
upravime vypocty z prikladu 8 nahrazenim indexu 2 indexem 4. Relevantni vypocet je
vsak velice jednoduchy:

0:464(2) =07-64(2) =07=07+4+07=07-24+07=0-42+40.
Nésobeni neni komutativni, nebot 24 0=0#£07=07-2=0-4 2.

) 2. 585(0)=2-17=2=074+2#07+2+17=0452=2-50+52
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existuji formule zajimavé z hlediska aritmetiky, které nejsou v . PA ani dokaza-
telné, ani vyvratitelné. Pozadavek pravdivosti indukce ¢ini konstrukci potfebnych

vvvvvv

vvvvvv

v naSem paragrafu, avSak jejich aritmeticky vyznam je prehledny (viz [Pa] a
zejména [K-P], s druhym vysledkem je mozno se podrobnéji seznamit v dodatku
k Sesté kapitole [So]).

CVICENI

ITI-1.1 Zjistéte, zda lze dokazatelnost formule (ra2) v Robinsonové aritmetice
zesilit na dokazatelnost formule (Vz,y)[z -y =0— (x = 0& y = 0)].

ITI-1.2 Je v Peanové nebo dokonce v Robinsonové aritmetice dokazatelné
obréceni implikace ve formuli (ral), tzn. formule

Vz,y)[(zx=0& y=0) - z+y=0]?

I11-1.3 Je v PA nebo dokonce v RA dokazatelné obraceni implikace ve
formuli (ra2), tzn. formule (Vz,y)[(z = 0Vy=0) -z -y =0]?

ITI-1.4 V Robinsonové aritmetice dokazte (Vy)(y < 0 — y = 0). Navod:
uzijte (ral).

ITI-1.5 V teorii RA dokazte formuli (Vz,y)(6(z) < 6(y) — = < y). Navod:
uzijte RA5, a RA2.

III-1.6 V RA dokazte formuli (Vz,y)(z <y — S(z) < S(y)), a uzivajice
vysledek predchoziho cviceni dokazte tak formuli (ra4) v Robinsonové aritmetice.
Navod: uzijte RAS5.

ITI-1.7 Dokazte, ze rovnosti z = &(0) mizeme v Robinsonové aritmetice
definovat konstantu 1. Navod: podle §2 kap. II potfebujeme v teorii RA dokazat
formuli (3!2)(z = &(0)).

III-1.8 V teorii RA obohacené o konstantu I podle predchoziho cviceni dokazte
formuli (Vz)(z + 1 = &(x)). Navod: uzijte RA4 a RAS5.

III-1.9 V Peanové aritmetice obohacené o konstantu 1 podle cviceni III-1.7 do-
kazte rovnost z - 1=z a implikaci x < I — (x = 0V x = I). Jsou zkoumané formule
dokazatelné v RA?

III-1.10 V Peanové aritmetice obohacené o konstantu I podle cviceni ITI-1.7 dokazte
implikaci z-y=1— (z=1& y=1).

I1I-1.11 V PA dokazte (pal4), tj. formuli (Vx)(S(z) # x). Navod: dokazte
S(0) + x = 0+ &(x); predpokladejte x = S(z) a vyvodte spor uzivajice jeden
axiom a tvrzeni (pal0), které jiz bylo dokdzano v tloze 6.

III-1.12 V Peanové aritmetice dokazte distributivitu, tzn. formuli

(pab) - (yt+z)=(x-y +z-z
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Navod: dtikaz indukci; pro ditkaz indukéniho kroku uzijte asociativitu séitani, tj.
jiz dokdzanou formuli (pal) a axiomy RA5 a RAT.
III-1.13 V teorii PA dokazte asociativitu nasobeni, tj. formuli

(pa3) (-y)-z=x-(y-2)
Navod: uzijte nékolikanasobné jak axiom RAG6, tak i axiom RAT7 a navic také

distributivitu dokézanou v pfedchozim cviceni.
I11-1.14 V teorii PA dokazte tranzitivitu predikatu <, tzn. formuli

(pa8) (Vr,y,2)[(r <y &y<z) —a <2
Néavod: uzijte (pal).
II1-1.15 V Peanové aritmetice dokazte formuli

Ve ,y,2)(x =y —x+z2z=y+2)

zarucujici z formule (pal0) opa¢nou implikaci k té, jiz zabezpecuje tloha 6.

IT1-1.16 V PA dokazte (pal2), tzn. formuli (Vz,y,z)(x <y=x+z < y+2).
Névod: uzijte asociativitu séitani, formuli (pal0) a axiom RAS.

ITI-1.17 V teorii PA dokazte formuli (Vz,y,2)[z # 0— (z <y—z-z <y-z)],
ktera spoluvytvafi formuli (pal3). Navod: uzijte distributivitu zprava, pochopi-
telné potrebujete také axiom RAS.

ITI-1.18 V PA dokazte formuli (Vz,y,2)[(z #0& -2 <y-z) — x < y],
ktera spolu s vysledkem piedchoziho cvi¢eni implikuje formuli (pal3). Néavod je
dikaz sporem predpokladejte z # 0& x - z < y - z & —x < y, uvazte dusledek po-
sledniho konjunktu a formule (pa9), dokazané v ptrikladu 6, dvojnasobné aplikujte
RAS8 a uzijte distributivitu pro nasobeni ¢islem z zprava. Ziskate existenci u,v
takovych, ze v+ (u-2)+(y-z) = y-z & u+y = x. Dokazte rovnost 0+ (y-z) = y-z.
Srdcem dikazu je vSak nasledné uziti formuli (pal0), (ral) a (ra2). Z rovnosti
x =y a formule (pa6) ziskdme kyZeny spor.

IT1-1.19 V teorii PA dokazte (pall), tzn. formuli

(Vz,y,2)z#0— (zr=y=z-2=y-2)],
Navod: formule je trivialnim dusledkem nékterych z jiz dokézanych bodu
(pal)—(pal0), (pal2) a (pal3) — urcete kterych.

ITI-1.20 Ve formuli (pall) se nachazi formule z # 0 jako antecedent impli-

kace. Je mozno v Peanové aritmetice dokazat formuli
Vo, y,2)(z =y —ax-2=y-2),

tj. lze tento antecedent pro jednu implikaci z ekvivalence vynechat? Lze tento
antecedent vynechat pro obricenou implikaci, tzn. dokadzat v PA formuli
Ve,y,2)(x-z2=y-z—ax=1y)?

Je mozno predpoklad z # 0 vypustit v implikacich ze cviceni I1I-1.17 a IT1-1.187
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I11-1.21 V prikladu 7 jsme predvedli jednu konkrétni konstrukci modelu Robinso-
novy aritmetiky vznikajiciho pridanim jednoho nového individua k zadanému modelu
Robinsonovy aritmetiky. Uvazujme obecné model O Robinsonovy aritmetiky vznikly
pfidanim jediného individuum a k pirozenému modelu N. Rada vztaht realizaci arit-
metickych funkci v takovémto modelu je vynucena pozadavkem, Ze Og je modelem RA
(napf. rovnost a-0 = 0 je plyne z pozadavku pravdivosti axiomu RA6 ve struktuie G ).
Prokazte, Ze realizace nasledovnika a scitani jsou jiz jednoznacéné uréeny uvedenymi
vlastnostmi struktury Og. Pro nasobeni méate urcit vSechny hodnoty maximalné s jed-
nou vyjimkou. Navod: Pro prokdzani jednozna¢nosti hodnoty Gg(a) pouZijte pozadavek
pravdivosti axiom® RA1, RA2 v sestrojované strukture; hodnotu a+gn urcete indukci;
pro libovolné individuum b sestrojovaného modelu prokazte b +¢ a = Sg(b 44 a) a na-
sledné ukazte b +¢ a = a; pro libovolné nenulové individuum b sestrojovaného modelu
prokazte b-g a = b -4 a +¢ b a na zdkladé této rovnosti uréete hodnotu b -g a.

IT1-1.22 Ovétte, ze rovnéz vztahy (oproti tabulkdm z ptikladu 7 je zménéna
pouze hodnota 0 - a, divod malé obmény objasiiuje piedchazejici cviceni)

+7 la y 7 la 0 y#o0
a |a a a a 0 a
X |a X+mYy 0 a 0 0my

x#£0 |a xum0 xvy

spolu s pozadavkem &7(a) = a popisuji rozsifeni modelu M Robinsonovy arit-
metiky do modelu O; téze teorie, ve kterém je pravé jedno individuum navic.
Provérte pravdivost komutativity séitani a nepravdivost komutativity nasobeni.

IT1-1.23 Dvojnasobnym pouzitim konstrukce z piikladu 7 pfidame k zada-
nému modelu M Robinsonovy aritmetiky nejprve nové individuum ag a za néj
dalsi individuum a;.

Popiste explicitné definice realizace aritmetickych funkci v uvazované struk-
tufe. Najdéte (naprosto jednoduché) zdivodnéni, Ze se jednd o model Robinso-
novy aritmetiky.

Popisuje diagram vpravo realizaci relace < v se- M a; as
strojeného modelu? Je v takto ziskané struktute Og
pravdivd komutativita séitani a/nebo komutativita
nasobeni za predpokladu, ze vychozim modelem M je prirozeny model?

ITI-1.24 Strukturu Oy popiSeme vztahy So(ag) = a;, Sgo(a;) = ap a tabul-
kami, které jste ziskal v pfedchozim cviceni (tzn. zachovavame séitani i nasobeni
z predchoziho cviceni a ménime pouze realizaci funkce nasledovnika). Je tato
struktura modelem Robinsonovy aritmetiky?

Diagram 4

V nasledujicich ¢tytrech strukturach Op9—013 budeme opét pridavat dva nové prv-
ky agp,a; za prirozeny model N. Ukézat, tyto struktury jsou modely Robinsonovy
aritmetiky probiranim kazdého jednotlivého pripadu je znac¢né zdlouhavé, doporucuji
vam proto nalézt algoritmy, které umozni vysetfit fadu pripadt najednou (napi. soudet
a; +6(a;) lze vysetiovat v prvni struktufe pro vSechny mozné dvojice 7, j nul a jednicek
jednim vypoc¢tem). Ve strukturach Oy2 a O3 je navic pravdiva formule (Vz)(&(z) # x)),
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tento fakt si vSak vynuti rozdilnost souc¢tu individui ag, a; s pfirozenym c¢islem sudym
a s ¢islem lichym (nebot pozadujeme napft. a; +12 G12(n) = G12(a; + n)).

IT1-1.25 Prokazte, ze struktura Oy, jez vznikne pfidanim dvou novych prv-
ki ag, a; k prirozenému modelu N a ve které se realizace nasledovnika definuje vztahy
Si10(ap)=ap a S1p(a1) = a; a realizaci s¢itani a nasobeni popisuji tabulky

+10 a0 a3 m 0 @0 @ 0 m#0 “«
ap |ar aqg ap a |a; a3 O a;
a; a; ai aj ajp a; ai 0 aj N
n a; a; n+m n a; a; 0 n-m,
ai

Diagram 5

je modelem Robinsonovy aritmetiky. Diagram vpravo od zadavacich tabulek ma vy-
jadrovat, ze v modelu Oyg je kazdé intuitivni prirozené ¢islo jak pred individuem ag,
tak také pred individuem a; a soucasné ze individua ag a aj jsou jedno pred dru-
hym — av8ak neni ag <jg9 Qag; provérte tato tvrzeni. Na jejich zakladé nahlédnéte,
Ze ve struktufe neni pravdivd ani reflexivita (pa6), ani slabd antisymetrie (pa7) a
dokonce ani tranzitivita relace < (pa8), tj. Ze jedna kazdd z formuli (3z)(—z < x),
Cry)r <y&y<z&az#y) a@Gryz)(r<y&y<z& -2 < 2) je pravdiva
v modelu Oy .

Ovérte nepravdivost komutativity jak s¢itani, tak i ndsobeni. Nadto prokazte, ze
v modelu je pravdivé formule (3z)(&(z) = z), tj. ~(pald).

I11-1.26 Strukturu OQy; ziskdme tpravou struktury z predchozi tlohy zménou defi-
nice nasobeni nulou zleva:

+11 |ag a1 m 41 |ag a1 0 m#0
ap |ar ag ag ag a; a; O a
ap a; ap aq aq a; a; O aq
n a; a3y n+m 0 0 0 O 0

n#0 |a; a; 0 n-m.

Ukazte, ze struktura Op; je modelem Robinsonovy aritmetiky, ve kterém je prav-
diva komutativita ndsobeni, neni vSak pravdiva komutativita s¢itani. Nahlédnéte prav-
divost formule (3x)(&(z) = ), tj. ~(pald).

I11-1.27 Ovéite, ze struktura Oy vznikla pridanim dvou novych objektt ag, a;
k pfirozenému modelu N a zadand vztahy G12(ag) = a1 a G12(a1) = ag a vztahy

+12 | ap ap 2m 2m +1 ‘12 | ap a; O m # 0

ap |ap a1 Qg a Qg ap ag O ag

ap ap ap aq Qg aq a; a; O aq

n a a; n+2m n+2m+1 2n ap ap O 2n-m

2n+1 |jag a; 0 (2n+1)-m,

je modelem Robinsonovy aritmetiky, ve kterém neni pravdiva v a
trichotomie relace <, tj. formule (pa9). Jsou v modelu pravdivé S 0
formule (pa6)—(pa8) (tzn. je relace < usporadanim ve smyslu N *a
83 této kapitoly)? Diagramem vpravo se snazime popsat, ze
kazdé intuitivni pfirozené ¢islo je jak pred individuem ag, tak Diagram 6

také pred individuem a; a soucasné ze individua ag a aj jsou
nesrovnatelnd; prokazte tato tvrzeni.
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Vztah komutativity sc¢itani a komutativity ndsobeni v Robinsonové aritmetice byl
dosud vysetfovan v nékolika modelech. Shriime dosud dosazené vysledky: moznost
soucasné pravdivosti komutativity séitani i nasobeni ukazuji jednak pfirozeny model
a jednak vhodné rozsifeni pfirozeného modelu o jedno individuum (viz konstrukce Q;
v prikladu 7, v niz za vychozi model M vezmeme pfirozeny model); moznost nepravdi-
vosti komutativity jak s¢itani, tak i nasobeni predvadéji modely O3 a Opg z ptikladu 9
a ze cviCeni III-1.25; modely RA, ve kterych je sc¢itani komutativni a nasobeni ni-
koli reprezentuji struktury Oy a O; z tlohy 8 a ze cviCeni III-1.22; ve struktufe Or;
zadané ve cviceni I1I-1.26 je pravdiva komutativita ndsobeni a neni pravdiva komutati-
vita scitani. V pfipadech, kdy jsou uvedeny dva odkazy, je v prvnim modelu pravdiva
formule (Vz)(&(x) # z), tj. formule (pal4) a ve druhém modelu je pravdivd negace
formule (pal4). Specidlné model Oy prokazuje, Ze v teorii RA, (pal4) neni dokaza-
telné, Ze komutativita s¢itani implikuje komutativitu nasobeni a struktura O; ukazuje
Ze uvedena implikace neni dokazatelna ani v teorii RA, —(pal4). Ve struktuie O
je pravdivd negace formule (pald). Aby byl obraz Gplny, potfebujeme jesté sestrojit
model teorie RA, (pal4), ve kterém je pravdivd komutativita nasobeni a nikoli s¢i-
tani. Pak budeme védét, ze komutativita nasobeni neimplikuje komutativitu sc¢itani ani
v teorii RA, (pal4).

I11-1.28 Prokazte, ze struktura Q3 vznikla pridanim dvou novych objektt ag, a;
k pfirozenému modelu N a zadana vztahy S13(ag) = a1 a &13(a;) = ap a vztahy

+13 | ap ag 2m 2m + 1
Qo ap ap Qo aj
aj ap Qo a ap

n ap a; n+2m n+2m+1

‘13 | ap a; O 2m # 0 2m +1
Qap a ag O ag ag
a; ap aip 0 Qo ajp
0 0 0 O 0 0
2n#0 |agp ap 0 2n-2m 2n- (2m+1)
2n+1 |ap a1 0 (2n+1)-2m (2n+1)-(2m+1),

je modelem Robinsonovy aritmetiky, ve kterém jsou pravdivé formule (pal4) a komu-
tativita nasobeni a neni pravdiva komutativita s¢itani. Ovéite reflexivitu a tranzitivitu
predikdtu < a ukazte, ze ve zkoumané strukture tento predikat neni slabé antisymet-
ricky.

ITI-1.29 Ukazte, ze v RA neni dokazatelnd implikace ¢ < y — = < &(z). Na-
vod: mezi sestrojenymi modely Robinsonovy aritmetiky najdéte strukturu, v niz neni
implikace splnéna.
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V prvni kapitole jsme se zabyvali otdzkou, zda miize stroj nahradit matema-
tika pfi dokazovani ve vyrokovém poctu — podrobnéji feceno: jestli clovék muiize
napsat program, na jehoZ zdkladé nasledné bude stroj schopen zastoupit mate-
matika pri rozhodovani o dokazatelnosti formuli vyrokového poc¢tu. Na zdkladé
véty o uplnosti vyrokového poctu jsme tuto otazku zodpovédéli kladné, nazna-
¢ili jsme algoritmus, ktery o kazdé konkrétni formuli vyrokového poc¢tu umozni
rozhodnout, zda je, ¢ neni dokazatelné ve vyrokovém poétul). Pro p¥ipad predi-
katového poctu jsme ve druhé kapitole pouze ukazali diivod, pro¢ kladnd odpovéd
na poloZenou otézku neni disledkem Gplnosti predikatového podétu. Vratme se tu-
diz k tomuto problému a zabyvejme se jim podrobnéji.

Zkoumejme nejprve, zda stroj umi rozhodnout, je-li predlozena konecné po-
sloupnost formuli predikatového poctu dikazem v urcité teorii. Podle definice
dikazu z §2 predchozi kapitoly k prokazani, ze se jedna o dikaz v teorii T, staci
krok za krokem ovérit, ze kazda formule v dikazu je axiomem predikatového
poctu nebo uvazované teorie T nebo vznikla podle nékterého z odvozovacich pra-
videl aplikovaného na formule, které se vyskytuji v posloupnosti diive. Takze
k feSeni tlohy, jestli se jedné dtikaz v teorii T postac¢i koneénékrat rozhodovat tii
typy ,,jednodussich® tloh — potifebujeme umét rozhodnout, je-li zadana formule
axiomem predikatového poctu, je-li ji mozno vyvodit z néjakého konecného pocétu
formuli podle nékterého z odvozovacich pravidel a je-li axiomem teorie T.

V tomto okamziku snad zcela jasné vynikne, pro¢ jsme pfi formulaci vyvo-
zovacich principt tolik dbali o prehlednost a intuitivnost miniméalni verze. Ke
zjisténi, jestli zadana formule je axiomem predikatového poctu, totiz staci vy-
Setfovat osm pfipadil, protoze v minimalni verzi jsme pfijali osm typt axiomu
predikatového poctu. Napiiklad jisté uvérite, Ze stroj je schopen provést nasle-
dujici vypocty, aby zjistil zda zadana formule je typu axiomu PP1, tzn. jestli
je tvaru ¢ — (¢ — ¢) pro né&jaké formule ¢, 1. Nejprve stroj rozhodne, je-li
dana formule implikaci, pokud neni, jiz automaticky vyhodnoti, Ze zkoumana
formule neni axiomem typu PP1. Pak stroj vysetiuje konsekvent implikace; po-
kud konsekvent neni implikaci, opét stroj vyhodnoti, Ze zkoumana formule neni
axiomem typu PP1. Pokud konsekvent dané formule je implikaci, za¢ne stroj
krok za krokem srovnavat znaky v antecedentu zadané formule a v konsekventu
jejiho konsekventu ve snaze rozhodnout, jsou-li tyto dvé formule totozné. Jestlize

1) Rozpracovanim ideji §1 kap. I jsme dokonce schopni sestrojit algoritmus, jenz ke kazdé
formuli dokazatelné ve vyrokovém poctu sestroji jeji dikaz. Je tedy vyloucena moznost,
ze bychom sice védéli, ze formule je ve vyrokovém poctu dokazatelnd, presto vsak nebyli
schopni nalézt jeji dikaz.

228



VETY O NEUPLNOSTI §2

se formule v nékterém znaku lisi, stroj opétovné vyhodnoti, Zze dané formule neni
typu axiomu PP1. Antecedent zadané formule je zase formuli, tady konecnou
posloupnosti; v diisledku toho musi stroj po koneéné dobé ukoncit své srovnavani
a pokud nenalezne zZadny rozdil mezi antecedentem dané formule a konsekventem
jejiho konsekventu, vyhodnoti, Ze zadana formule je typu axiomu PP1. Velice
podobné lze uvazovat i ve zbyvajicich sedmi piipadech. Presvédéte se o tom na
vami zvoleném typu axiomu predikatového poctu.

Podobné jednoduse miize stroj postupovat pti vyhodnocovéani, zda je mozno
zadanou formuli ¢ vyvodit napf. pomoci modus ponens ze zadaného konecného
souboru formuli. Pro kazdou jednotlivou formuli ze zadaného kone¢ného souboru
stroj totiz nejprve prozkoumad, je-li implikaci, jejiz konsekvent je formuli ¢. Po-
kud u nékteré formule ze zadaného souboru je odpovéd ,,ano®, prozkoumé stroj
jesté antecedent ¢ této formule a porovna ho postupné s formulemi ze zadaného
konecného souboru formuli. Nachézi-li se antecedent ¥ v souboru, ubezpedi se
stroj, ze formuli ¢ lze vyvodit pomoci modus ponens ze zadaného konec¢ného
souboru formuli; pokud byla dfive odpovéd ,ne“ nebo pokud antecedent ¥ neni
totozny se zaddnou formuli ze zadaného souboru, vyhodnoti stroj, ze formuli ¢
neni mozno vyvodit pomoci modus ponens ze zadaného kone¢ného souboru for-
muli. Presvédcte se jiz sami analogickou tivahou, Ze stroj je schopen rozhodovat,
je-li mozno vyvodit danou formuli pomoci generalizace ze zadaného konecného
souboru formuli.

A ted se dostavame ke klicovému mistu. Ukézali jsme, Ze stroj jednoduse
vyhodnoti, zda ta kterd formule v zadané posloupnosti je axiomem logiky nebo
zda je ji mozno vyvodit pomoci nékterého odvozovaciho pravidla z konecného
systému formuli, které vysetfovanou formuli predchézeji v zadané posloupnosti.
Takze stroj je schopen vyhodnotit, zda zadana posloupnost formuli je dikazem
v néjaké teorii T, presné tehdy, kdyz je schopen o libovolné formuli rozhodnout
jestli je, ¢i neni axiomem teorie T' Jinymi slovy schopnost stroje vyhodnotit, je-
li posloupnost diikazem v teorii T, zavisi na tom, zda existuje algoritmus, ktery
umozni stroji rozhodnout o libovolné formuli, jestli je axiomem teorie T. Teorie T,
pro kterou takovy algoritmus existuje, se nazyva rekurzivni. UZivajice tuto ter-
minologii konstatujme, Ze stroj umi rozhodnout o kazdé posloupnosti formuli,
zda je, ¢i neni dikazem v teorii T, pravé kdyz teorie T je rekurzivni.

VSechny bézné uzivané matematické teorie jsou rekurzivni. PTi sezndmeni
s pojmem teorie jsme v §2 predchozi kapitoly uvedli, Ze tviréi praci teoretického
matematika miizeme popsat jako hledani dokazatelnych tvrzeni v matematic-
kych teoriich. Kdyby se matematik zabyval teorii, kterd neni rekurzivni, nemohl
by nikdo rozhodnout ve vSech pripadech, jestli jeho diikaz je, ¢i neni v poradku,
a v dusledku toho by si nikdo jeho prace prilis necenil. Matematické teorie mivaji
kone¢né mnoho axiomi (pfikladem je Robinsonova aritmetika), nebo maximalné
maji koneéné mnoho jednotlivych axiomt a koneéné mnoho schémat (napi. Pea-
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nova aritmetika ma kone¢né mnoho axiomt a jediné schéma, totiz indukci); teorie
s takto popsanym systémem axiomu jsou rekurzivni.
*

V predchozi ¢asti jsme poznali jednu z podstatnych (a zaddoucich) vlastnosti
teorii. Shriime a motivujme jesté dvé jiné (opét vitané) vlastnosti teorii.

Jednim z prvoradych pozadavkil na teorii je pozadavek bezespornosti teo-
rie formulovany v predchozi kapitole, jenz je analogicky bezespornosti ve vyroko-
vém poctu a znamend, ze v takovéto teorii nesmime byt schopni dokézat ,,cokoli“
(tzn. i jakykoli nesmysl). Jestlize o né&jaké teorii ukdzeme, Ze je spornd, muze
to byt velice zajimavy a prekvapujici vysledek, ale urcité mé za nasledek, ze jiz
v takovéto teorii nebudeme dale pracovat — nema prece cenu dokazovat specialni
vétu, kdyz jiz vime, Ze lze dokazat jakékoli tvrzeni formulovatelné ve zkoumané
teorii. Nechceme tedy byt schopni dokézat v teorii ,.cokoli“, ale naproti tomu
v prevazné vétsiné pripadli matematik voli teorii, ktera je dost ,silna“, aby v ni
bylo mozno dokazat netrivialni véty.

Aby matematicka teorie popisovala jistou oblast idedlnim zptsobem, museli
bychom byt schopni kazdé tvrzeni, které v uvedené oblasti plati, dokazat z axiomu
této teorie. Bé&Znou piedstavou je déle, Ze jakékoli tvrzeni budto plati, nebo plati
jeho negace (srovnej pojem vyroku z prvni kapitoly a také zdkon vylouéeného
tfetiho). ProceZ predstava idealniho popisu vymezené oblasti néjakou teorii vede
k pozadavku, aby v piislusné teorii jakdkoli uzaviena® formule byla budto doka-
zatelnd, nebo vyvratitelnd, a tato predstava je matematizovana pojmem aplné
teorie. Matematictéji: bezespornou teorii T nazyvame tuplnou, jestlize pro kazdou
uzavienou formuli ¢ jejiho jazyka je budto T' F ¢, nebo T' F —p. (Pozadavek
bezespornosti zabezpecuje, ze nemize bft soucasné T F o a T + —p.)

Ve svych prednéskach z let 1921-22 formuloval David Hilbert myslenky, které
byvaji nazgvany Hilbertovym programem?® . Hilberttv program mizeme v dnesni
terminologii chapat jako hledani rekurzivnich a tiplngch®) teorif (v té dobé se pied-
pokladalo, Ze se podafi tyto vlastnosti prokazat témeér pro vSechny matematické

2) Jen uzaviené formule jsou vyroky.

3) Citovat lze zejména praci [Hi2], kde D.Hilbert mimo jiné formuluje axiomy a odvozo-
vaci pravidla. Dle mého néazoru je vSak mozno vysledovat zdkladni myslenky Hilbertova
programu jiz v praci [Hil].

4) D.Hilbert pige v praci [Hil] (druhy problém): ,Jestlize se zabyvame zkouméanim zakladt

néjaké védy, musime sestavit systém axiomt, ktery obsahuje presny a uplng popis vztahi

mezi zékladnimi pojmy této védy. Axiomy takto stanovené jsou soucasné definicemi téchto
zakladnich pojmu; zadné tvrzeni uvnitt oblasti té védy, jejiz zdklady zkouméame, neni pova-

ZOVano za spravné, pokud nemuize byt odvozeno z onéch axiomu koneéné mnoha logickymi

kroky“.

Pii matematizaci pojmu tuplné teorie pripoustime jakozto tiplné teorie pouze teorie beze-

sporné. Z rozsahlého Hilbertova programu je mozno zduraznovat ruzné aspekty; napriklad

v [D-M] 4.2 jsou citovany stejné aspekty jako vyse, v knize [Sv] 4.5.5 je zdiiraziiovana

snaha o vnitfni prokdzani konzistence (viz druhou vétu o netplnosti).
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teorie anebo alesponl se zdafi matematické teorie zesilit do teorii s uvedenymi
vlastnostmi).

Jednou z nejdilezitéjsich matematickych teorii je aritmetika®. V ptedcho-
zim paragrafu jsme uvedli dvé jeji mozné axiomatizace a nahlédli jsme snad
dost dikladné, Ze je mnoho formuli, které nejsou dokazatelné ve slabsi Robin-
sonové aritmetice a jsou dokazatelné v Peanové aritmetice. Podobné se situace
opakuje i pro Peanovu aritmetiku, zase néjaka formule nemusi byt v ni dokaza-
,vhodné silnéjsi bezesporna teorie“ mtze byt teorie pridavajici néjaky intuitivni
princip (tak jako dodateénym principem zesilujicim Robinsonovu aritmetiku byla
indukce) nebo prosté pridavajici pfimo tu formuli, kterou jsme sice nebyli schopni
dokazat, kterou vsak poklddame intuitivné za spravnou. Jsme tedy ochotni po-
stupné Peanovu aritmetiku zesilovat pfidavanim vhodnych dodatecnych axiomd.
Problém spociva v otazce, zda takovymto priddvanim axiomd, ¢i ptipadné celych
schémat najednou, miizeme dojit k iplné teorii po konecném poctu krokti. Takze
vztahneme-li Hilbertiv program na aritmetiku, potfebujeme k uspokojivému re-
Seni nalézt konecné mnoho axiomt nebo schémat tak, abychom jejich pfidanim
k Peanové aritmetice ziskali aplnou teorii.

K naplnéni Hilbertova programu pro aritmetiku by tedy bylo zapotiebi ,,jen“
ukézat plnost Peanovy aritmetiky nebo alespon nalézt vhodné tiplné rekurzivni
rozsifeni Peanovy aritmetiky. V tomto sméru dochazi koncem dvacatych let minu-
1ého stoleti k obrovskému pokroku, zejména kdyz M. Presburger ukazuje (1929),
Ze aritmetika s operacemi séitani a nasledovnika a s béznymi axiomy (podrob-
néji: s axiomy Peanovy aritmetiky, ve kterych se nevyskytuje ndsobeni) je iplna
teorie (viz [Pr]; pfedvedeni Presburgerova vysledku lze nalézt také napt. v §1
kap. VI [So]; uvedme vyslovné, Ze k systému axiomii Peanovy aritmetiky, ve kte-
rych se nevyskytuje nasobeni, jiz neni potfeba pridavat dodatecné axiomy, teorie
je uplna sama o sobé). Ve své dobé byl tento vysledek nedocenén, protoze vsichni
ocekavali, ze se musi co nejdfive podarit udélat posledni ,kricek“ a dokézat ana-
logické tvrzeni pro aritmetiku i s operaci nasobeni. Tim vétsi Sok zpusobuje ma-
tematiktim za dva roky slavny Godelav vysledek o netplnosti (1931, v ptivodnim
znéni viz [G2]), prokazujici, ze tento ,krficek“ jiz neni mozno uéinit®. Hilber-
tiv program se tedy ukézal jako nerealizovatelny — ale presto prispél obrovskou
meérou k rozvoji matematické logiky.

5) Aritmetika byva pokladéana za ,nejslabsi“ teorii nekone¢na.

6) Propastnost rozdilu mezi aritmetikou s nasledovnikem, souctem a soucinem a aritmetikou
s pouhym nasledovnikem a souctem spociva v tom, ze v prvé teorii jsme schopni kédo-
vat konecné posloupnosti a ve druhé nikoli (jakkoli se tento fakt jevi na prvni pohled
mali¢kosti).
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K. Gédel a jeho nasledovnici ukazali, ze neexistuje vibec Zddné rekurzivni roz-
§ireni Peanovy”) aritmetiky, které by bylo uplné. Tento vysledek je zvykem nazj-
vat prvni vétou o neuplnosti a jinymi slovy tvrdi, Ze je-li teorie T bezesporné
a rekurzivni rozsifeni Peanovy aritmetiky, pak vzdy existuje (v jazyce teorie T
formulovatelnd) uzaviend formule, kterd v T neni ani dokazatelnd ani vyvra-
titelna.

Pred malou chvili jsme poukézali na potfebnost rekurzivity a rovnéz jsme
odtvodnovali pfirozenost pozadavku tplnosti aritmetiky. V obou ptipadech jsme
vSak zkoumali tu kterou vlastnost samu o sobé. Prvni véta o netplnosti ukazuje,
7e pro rozsifeni aritmetiky nemohou platit vlastnosti rekurzivity a tplnosti na-
jednou®) . P¥i podrobné&jsim rozboru skuteéné musime piiznat, ze predpoklad, zZe
presné popsané pojeti aritmetiky méa obé tyto vlastnosti, je neodivodnény.

Bylo by obtizné néco namitat proti predpokladu tplnosti aritmetiky intui-
tivnich prirozenych cisel, neboli teorie axiomatizované systémem formuli, které
jsou pravdivé v pfirozeném modelu (nebotf v kazdé struktufe je jakdkoli uza-
viend formule bud pravdiva, nebo nepravdivd). AvSak na zdkladé nekontrolova-
nych a hloubéji nezdivodnénych intuitivnich pfedstav se s tim nespokojime, ale
navic predpokladame, ze cely systém takovychto ,spravnych aritmetickych vlast-
nosti“ jsme my schopni poznat naraz. Tato poznatelnost celého systému najednou
by pochopitelné znamenala, Ze jsme schopni cely systém ,spréavnych aritmetic-
kych vlastnosti“ vydélit, tzn. popsat algoritmem, neboli Ze systém ,spravnych
aritmetickych vlastnosti“ je rekurzivni.

Na druhé strané, pri pohledu popisujicim praci matematika, musime vyzado-
vat soucasné bezespornost a rekurzivitu matematické teorie popisujici aritmetiku
— opakuji, ze bez pfedpokladu rekurzivity nejsme schopni ovéfovat, zda pred-
lozend posloupnost formuli je dikazem v uvaZované teorii. AvSak i pfi tomto
pristupu nas nepodlozené sebevédomi vede k pfehnané optimistickému piedpo-
kladu — tentokrat k predpokladu, Ze takovato teorie je schopna popsat celou
aritmetiku intuitivnich prirozenych ¢isel.

Prvni véta o netplnosti zarucuje v kazdé bezesporné rekurzivni teorii, ze-
silujici aritmetiku, existenci formule aritmetiky, kterd neni ani dokazatelnda, ani

vy

7) Vétu je mozno vyslovit podstatng silnéji — pro rekurzivni rozsifeni Robinsonovy aritme-
tiky. Pozdéji uvedeme druhou vétu o netplnosti, pro ni je jiz potieba néjaka forma indukce,
ale zdaleka ne tak silnd, jako je pozadovana ve formulaci Peanovy aritmetiky. Tato mozna
zesileni zcela pomineme v nasem textu (je mozné je nalézt napt. v [So]), protoze vyzaduji
podstatné podrobnéjsi zkoumani a zejména mnohem vétsi opatrnost a predstavivost pri
formulacich.

8) Trochu to ptipomina nékolik desitek let stary vtip: Svaty Vaclav prosi Boha o né&jaky dalsi

dar pro Cechy a dostane se mu t¥{ vlastnosti: éestnosti, inteligence a viry v komunismus.

Jiz spokojen odchazi, kdyz slysi Bozi prikaz: ,,Vyminuji si vsak, ze tyto tii vlastnosti nikdy

nesmis dat jednomu c¢lovéku soucasné.“.

232



VETY O NEUPLNOSTI §2

vyvratitelna® . Jestlize ve snaze po zaplnéni piiddme tuto formuli jako doda-
teény axiom, opét bude existovat (tentokrat jind) formule, ktera neni ani doka-
zatelnd, ani vyvratitelnd v obohacené teorii (protoze obohacend teorie by opét
byla bezesporné a rekurzivni). Prvni véta o netplnosti tvrdi, Ze takovéto postupné
zesilovani Peanovy aritmetiky nemtize byt po konecném poctu krokd ukonceno
dosazenim uplné teorie.

*

Nastrojem pro prokazani netplnosti aritmetiky se kupodivu stalo to, co lo-
giky po mnoho stoleti trapilo — logické paradoxy. V nasi ne-pfedmluvé jsme
uvedli paradox holice a paradox Sancho Panzy, avsak logické paradoxy jsou znamy
uz od antiky (a vés, mily ¢tenafi, pfipravovaly na uvahy, které budou jadrem to-
hoto paragrafu, jiz tlohy o bratfich pravdomluvnych a lharich v prvni kapitole
naseho textu).

Nejznaméjsi je paradox lhaie (chapaného jako ¢lovéka, ktery nikdy nemluvi
pravdu) piipisovany!®) Eubtlidu z Milétu (4. stol. pt. Kr.). Paradox je tradovan
ve dvou verzich: ,V tomto okamZiku [Zu.“ nebo ,Krétan Epimenidés Tekl, Ze
vsichni Krétané jsou lhdri.“ — prvni verze je citovana Ciceronem (106-43 pf. Kr):
»Jestlize po pravdé feknes, ze 1zes, 12eS7“; ozvénou druhé verze je pravdépodobné
ivers 1,12 listu apostola Pavla Titovi: ,Jeden z nich, jejich vlastni prorok, fekl:
JKrétané jsou sami lhafi. .. “.

Ukazme podrobné, ze v prvni verzi se v kazdém piipadé dostaneme do nefe-
Sitelnych rozporti. Jestlize mluvim pravdu, kdyz rikdm ,V tomto okamziku 1zu.“,
pak je pravda, ze v tomto okamziku 1zu. Nemohu soucasné mluvit pravdu i lhat,
takZe neni mozné, abych pri vyfcéeni zkoumané véty mluvil pravdu. Procez ne-
zbyva nez, ze 1zu v okamziku, kdyz fikdm ,V tomto okamziku 1zu.“. Protoze 1zu,
musi byt vyrok ,V tomto okamziku 1zu.“ nepravdivy, tedy vyrok ,V tomto oka-
mziku mluvim pravdu.” je pravdivy. V takovém pripadé vSak opét 1zu a soucasné
mluvim pravdu, coz je vylouceno. Jak predpoklad, ze mluvim pravdu pi#i prona-
Seni vysetfované véty, tak i predpoklad, ze 1Zu, jsou zcela vylouCeny. Avsak ale-
spoii jedno z toho musi nastat (podle zékona vylouc¢eného t¥etiho — polopravdy

9) Pro Peanovu aritmetiku samu zarucuje prvni véta o neuplnosti sice existenci nedokazatelné
a nevyvratitelné formule, ale tato formule je z hlediska aritmetiky dosti uméla. Jsou vsak
znadmy ,,prirozené“ formule nedokazatelné a nevyvratitelné v Peanové aritmetice. Proka-
zani nedokazatelnosti jedné takové formule je mozno nalézt v dodatku k Sesté kapitole [So]
popisujicim vysledek [P-K], nedokazatelnost jiné formule viz [P-H].

10) Pripsani se déje podle zpravy Diogéna Laértia (3.stol. po Kr.). Podobny paradoxu lhafe
je také stoicky paradox krokodyla (pfipisovany Chrysippovi ze Soloi; asi 281-208 pt. Kr.),
ktery je obsahem cviceni III-2.2. Do souvislosti s antickymi paradoxy se slusi zasadit
rovnéz znamy Sékrativ vyrok ,Vim, Ze nic nevim.“. Radu dalsich paradoxd je mozno
nalézt v roztomilé knize [Sml]. Snaha o feSeni se vyrazné objevuje jiz v antice, napft.
Aristotelés uvazuje nékteré véty jako pravdivé, ale 1zivé v néjakych aspektech. Filitas
z Kou (340-285) se pry paradoxem tak zabyval, az ,1haf ho zabil“.

233



KAPITOLA III  DOKAZATELNOST A NEDOKAZATELNOST

ted nepfipoustime). V prvé verzi se tedy dostdvame do nefeSitelnych rozporu
v obou pripadech zcela stejné, jako se do sporii dostali holi¢ a Sancho Panza
v ne-predmluvé.

Uvédomme si naproti tomu, ze druha verze neni nefeSitelnym paradoxem:
pokud Epimenidés mluvi pravdu, pak kazdy Krétan (a tedy i on sdm) lze — spor;
jestlize vSak Epimenidés lZe, pak neplati, Ze vSichni Krétané jsou lhafi; za negaci
vyroku ,V8ichni Krétané jsou lhafi.“ vSak povazujeme vyrok, Zze existuje alespon
jeden Kréfan, ktery mluvi pravdu (alespon nékdy), a tedy spor nedostéavame.

Paradox lhare i paradoxy z ne-pfedmluvy jsou zaloZeny na tom, Ze vypovéd
se vztahuje sama na sebe — napt. fakt, ze 1zu, aplikujeme na vétu ,V tomto oka-
mziku 1Zu.“ a z toho vyvozujeme nepravdivost faktu, ze 1zu, tj. vyvozujeme, Ze
mluvim pravdu. Analogicky fakt, Ze mluvim pravdu, aplikujeme na vétu ..V tomto
okamziku 17u.“ a z toho vyvozujeme, ze 1zu. Jinak feceno: ve vypovédi o pravdi-
vosti vyroku ,,V tomto okamziku 1zu.“ se vztahuji k vyznamu samotného vyroku;
a jesté jednou totéz jinymi slovy: fakt, Ze 1zu, konfrontuji s obsahem vyroku,
kterym je oznameni, ze 1zu.

Z novéjsich paradoxtt uvedme jesté Berryho paradox!'!), a to zejména z di-
vodu, ze by vam, mily ¢tenaii, mohl napomoci k pochopeni tvrzeni, ze v para-
doxech se vyuziva aplikace vyroku na sebe sama: Urcité existuje pfirozené cislo,
které nelze v ¢eStiné popsat pomoci méné nez t¥iceti slabik, nebot vsech slabik,
a tedy i vSech jejich (uspofadanych) tticetic je jen koneéné mnoho. Naproti tomu
popis Cisla Nejmensi prirozené cislo, které nelze popsat pomoci méne nez triceti
slabik, je vyjadien dokonce méné nez dvaceti sedmi slabikami. Cislo, které nemé
mit popis uvazovaného tvaru, ho zcela urcité ma — spor. V cestiné se nadto
podstata Berryho paradoxu krasné projevuje jiz pri jeho formulaci, protoze na
strané jedné je uvazované ¢islo popsano 26 slabikami, na druhé strané kdybychom
v popisu ¢isla nahradili slovo ,tficeti“ slovy ,dvaceti sedmi“, tak by pocet slabik
v popisu vzrostl na 28, bylo by tfeba tedy slova ,dvaceti sedmi“ nahradit slovy
ndvaceti deviti“, ale pTi tomto popisu pocet slabik opét vzroste — na 29.

Ve snaze odstranit paradoxy navrhl Bertrand Russell (1872-1970) rozdélovat
usuzovani do ruznych hladin (viz [Ru] a [W-R]), nebot tak se vylouci vlastnosti,
které lze aplikovat na sebe. Popisovat vypovédi z néjaké hladiny a rozhodovat
o jejich pravdivosti je totiz v Russellové pojeti povoleno pouze z hladiny ,,vyssi“.
Bézné neni zapotiebi uvazovat mnoho hladin mysleni, k odstranéni paradoxt
obvykle vystac¢ime se dvéma hladinami.

Na hladiné ,vyssi“, kterou nazyvame metamatematikou, provadime intui-
tivni ivahy a pouzivame bézného jazyka. Z této hladiny pfesné definujeme pojmy
,0iZ81“ — matematické — hladiny (hladiny predikatového poctu a matematic-
kych teorii), napf. syntaktické pojmy jazyka, formule, dikazu a dokazatelnosti
a sémantické pojmy modelu, pravdivosti a splnitelnosti. RozliSovani hladin umoz-

11) Paradox byl publikovan v knize [W-R].
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nuje myslet o mysleni, pfesnéji fe¢eno usuzovat o matematicky popsané predstave
o usuzovani. Podstatné je, Ze obé hladiny by mély zachycovat nas zpisob usuzo-
vani, kazda ale v jiné podobé: intuitivni usuzovani na metamatematické hladiné
je pouzito pro zkouméani piredstavy o nasem usuzovani. Pravé matematicky presny
popis usuzovani na matematické hladiné umoznuje formulovat a ukazovat hluboké
véty o takto vymezeném usuzovani. Tézko bychom mohli takové véty prokazovat
0 nepfesné vymezeném intuitivnim usuzovani. Zejména je obtizné predstavitelné,
ze by nékdo mohl prokazat tvrzeni o nemoznosti dokazat urcité tvrzeni, pokud
by nemél podrobnou a presnou predstavu o tom, co se diikazem rozumi.

Rozdéleni usuzovani do dvou hladin zamezuje aplikacim vyrokt na sebe samé
— ve formuli je znemoznéno vyjadfovat se napiiklad o jeji pravdivosti, protoze
zkoumani pravdivosti formule patii do metamatematické hladiny a sama formule
nalezi do hladiny predikatového poctu. Takze idea rozliSeni hladin usuzovani od-
strafiuje paradoxy vise uvedeného typu'?. V mnoha piipadech skuteéného zivota
se nékdo snazi vyuzit ne dost presnou formulaci néjakého zakona a ziskat pro-
spéch ¢inem lezicim na hranici zdkona. Je pochopitelné velice obtizné (ve skuteé-
ném svété je to casto spiSe nemozné) nalézt formulaci zakona, ktera by doptedu
zamezovala vSem pokusim o jeho obejiti. Ukézalo se, ze ani rozdéleni usuzovani
do dvou hladin zcela nezamezi uplatnéni ideje aplikace vlastnosti na sebe samu
— misto aplikace na sebe samu lze vlastnost aplikovat na néco ji samé velmi po-
dobného. AvSak zbytky mozZnosti aplikovat vlastnost na sebe samu jiz v zadném
pripadé — nastésti — nevedly (a pravdépodobné nikdy nepovedou) k paradoxtim.
Navic se pravé tyto zbytky moznosti aplikovat vlastnost na sebe samu staly kli-
¢em k prokazovani vét o netplnosti a tak zkoumani ,na hrané zdkona“ neprineslo
zlo, ale matematicky objev.

*

12) Néktefi autofi uvadéji jako priklad paradoxu neodstranéného zakazem aplikovat vlastnost
na sebe samu paradox, ve kterém si predstavime dvé tabulky — modrou a ¢ervenou. Na
modré je napsano ,,Napis na Cervené tabulce je nepravdivy.“ a na Cervené tabulce je napis
»INapis na modré je pravdivy.“.

O paradox se jedné zcela evidentné: (a) Je-li ndpis na modré tabulce znéjici ,Napis na
Cervené tabulce je nepravdivy.“ pravdivy, je pravdivy vyrok ,Napis na modré tabulce
je nepravdivy.“, coz je ve sporu s nasim predpokladem, Ze napis na modré tabulce je
pravdivy. (b) Jestlize napis na modré tabulce vypovidajici ,Napis na Cervené tabulce
je nepravdivy.“ je nepravdivy, musi byt pravdivy vyrok ,Népis na cCervené tabulce je
pravdivy.“, na cervené tabulce vSak stoji ,,Napis na modré tabulce je pravdivy.“ a protoze
jsme zacinali s pfedpokladem, Ze napis na modré tabulce je nepravdivy, dostavame se opét
do sporu.

Z4dny ze zapisu se sice nevztahuje na sebe sama, tzn. paradox skuteéné neni odstranén
zakazem aplikovat vlastnost na sebe samu, avSak presto Russellovo kriterium tuto dvojici
zapisi vyluéuje. Kdyby totiz obsah jedné libovolné zvolené tabulky (napf. modré) se na-
chéazel na né&jaké hladiné mysleni, musel by se napis zbyvajici tabulky (&ervené) nachazet
na hladiné ,,vyssi“, protoze vypovida o pravdivosti modré tabulky. OvSem népis na modré
tabulce rovnéz pojednava o pravdivosti obsahu zbyvajici (Cervené) tabulky a musi se proto

i

nalézat na jesté ,vyssi“ hladin€, coz je absurdni.
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YN v,

ale také to nejkrasnéjsi z celého textu. Pokuste se, moc vas prosim, tyto stranky
pochopit i za cenu, ze nékteré odstavce (pravdépodobné zejména ty zavérecéné)
budete muset &ist vicekrat. Uvahy, které na pocatku t¥icatfch let minulého stoleti
zaskocily cely matematicky svét, se mi uz nepodarilo vyjadrit jednoduseji.

Ukolem nésledujiciho textu neni podat pfesné prokazani vét o netplnosti,
podrobné zdtvodnéni vyzaduje provedeni fady netrividlnich avah'®. Budeme
se vSak snazit naznacit vSechny zékladni ideje plného a piesného prokazani vét
o neuplnosti — v tomto ohledu se nas text podstatné lisi od béznych popularizaci
Godelovych vysledki, které se vétsinou ani nepokusi o presnéjsi formulaci vét
o neuplnosti, o naznaku prokazovani ani nemluve.

Ve snaze text zpfehlednit a vyzvednout jednotlivé ideje rozdélime nas vy-
klad do nékolika bodfi, z nichz kazdy vyzdvihuje jednu myslenku. Rozsah bodt
bude zcela rozdilny a zavisi také na mire hloubky popisu myslenky, o kterou jde
pomeérné kratky, myslenku mdzeme pouze zformulovat, jeji podrobnéjsi predve-
deni naprosto presahuje moznosti naseho textu. Prvni ¢tyfi body jsou pripravné,
podstatu ideji o netplnosti pfinasi az posledni ¢tvefice:

1) kédovani posloupnosti pfirozenych ¢isel pfirozenymi éisly;

2) formalizace metamatematickych pfirozenych ¢isel;

3) formalni logika;

4) aritmetizace logiky;

5) diagonalizace jako zbytek moznosti aplikovat formuli na sebe samu;
6) netplnost a Godelova formule;

7) neuplnost a Rosserova formule;

8) nedokazatelnost formalni bezespornosti.

1) kédovani posloupnosti prirozenych éisel pfirozenymi &isly

Uvedli jsme, ze si klademe za cil pouze ukazat na milniky v prokazovani vét
o neuplnosti a naznacit cesty, které vedou k jejich prokazani. Konkrétné nyni bu-
deme jen konstatovat, Ze je mozno najednou pfirozenymi ¢isly zakédovat vsechny
posloupnosti prirozenych ¢isel, které maji kone¢nou délku, a podrobné;jsi prokazo-
vani omezime jen na ukazani kédovani dvojic prirozenych ¢isel. Kédovani dvojic
prirozenych ¢isel byva totiz prvnim postupnym cilem pro kédovani posloupnosti
konecéné délky a jiz na tomto jednodussim ptipadu jsme si schopni ukézat, jak ke
kédovani napomiize souhra funkci séitani a nasobeni.

Zpusobu kédovani dvojic prirozenych ¢isel je pochopitelné mnoho; dale pro-
birany zptisob je volen tak, aby byl pomérné jednoduse vyjadiitelny pomoci ,,pou-

13) Prokazat vSechny potiebné kroky, tzn. ukazat, ze viechny avahy v tomto paragrafu jsou
korektni, vyzaduje pomérné tvrdou praci a zabralo by fadu hodin vysokoskolské prednasky.

236



VETY O NEUPLNOSTI §2

hého* séitani a nasobeni'®.
Dvojici pfirozenych ¢isel m,n hodlame kédovat prirozenym ¢islem
(m+n)-(m+n+1) m
2

Nejprve je vSak potieba si uvédomit, ze uvedeny vyraz ma smysl, tzn. ze cislo
(m+n)-(m+n+1) je sudé. Pfipomenme proto ptiklad 14 z prvniho paragrafu
prvni kapitoly, ve kterém jsme podali ideu dtikazu tvrzeni, Ze pro kazdé pfirozené
¢islo m' je m’ - (m/ 4+ 1) sudé.

Dvojici ¢isel z nasledujiciho horniho diagramu kéduje to ¢islo, které je v dol-
nim diagramu na odpovidajicim misté.

n
0 1 2 3 4 i
m 0 1(0,0) (0,1) (0,2)  (0,3) (0,4 (0,4)
1 (170) (171) (1a2) (173) (17i_1)
2 (2,00 (1) (22 ... (2i-2) ...
3 (30 31 ..
4 (4,0 ... (i—2,2)
o (11,1 .
| (4,0) .
n
0 1 2 3 4 i
mo | 0 1 3 6 10 BRG]
1| 2 1 ... D,
2 | 5 8 12 Lo BG4
3] 9 13
4| 14 LOED 4 (i—2)
U e S S )
i)

V trojuhelniku“ uréeném dvojicemi (0,0), (¢,0) a (0,%) se nachdzeji pravé vsechny
dvojice pfirozenych ¢isel, pro které je m—+mn mensi nejvyse rovno ¢. Specidlné ta ¢isla, pro
néz je n + m = 4, jsou pfesné na ,pfeponé* popsané dvojicemi (7,0) a (0,4). UkdZeme,
7e dvé rtizné dvojice m,n a m/,n’ na této ,pfeponé musi mit rizné kédy. Pro ziskani
sporu predpokladejme rovnost

/ / !/ /
(m+n) (m—l—n+1)+m (m'+n')-(m +n —|—1)+m,

2 2

14) Casto se navrhuje kédovat dvojici m, n &slem 27 - 3™; bohuzel timto zdanlivé snadnym
kédovanim se problem podstatné nezjednodusi, protoze samo zavedeni mocnéni na zakladé
scitani a nasobeni opét vyzaduje rekurzi.
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a soucasné rovnost m+n = i = m’ +n’. Za nagich pfedpokladii po vynasobeni ¢islem 2
(a pii uziti distributivity) dostaneme

i@+ +2 m=i-(i+1)+2-m,

a nasledné po odecteni &isla i - (i + 1) od obou stran rovnosti ziskdme 2 - m = 2 - m/.
Kazdy nahlédne, ze nyni je vhodné zkratit ¢islem 2 obé strany posledni rovnice, protoze
tak ziskdme m = m’. Néasledné z rovnosti m +n =i = m +n’ vyvodime n = n’ znovu
prostym odeétenim ¢&isla m od obou stran rovnosti; rovnosti m = m’ a n = n’ vsak
odporuji predpokladu rtiznosti zkoumanych dvojic.

K prokdzani, ze kazdy kéd odpovida jediné dvojici (tj. Ze jsme schopni z kédu
dvojice tuto dvojici odkédovat), je jiz nutné uvazovat pouze dvojice, jejichz soudty jsou
rizné. Cislo

i-(i41)

2
je nejvétsi prirozené Cislo kédujici nékterou z dvojic nachéazejicich se na ,preponé“ ur-
Gené dvojicemi (i,0) a (0,4). Nejmensi ¢islo kédujici nékterou dvojici nalézajici se na

+1

,breponé“ zadané dvojicemi (i + 1,0) a (0, + 1) je ¢islo %, k riznosti kédu
proto postacuje (pfi uziti béznych vlastnosti vztahu ,mensi nez*) ukdzat nerovnost
1) 1) (+2)

> ST 2

Pozadovand nerovnost pfechézi ekvivalentné na nerovnost ¢ - (i+1)+2-i <(i+1)- (i +2)
prostym uzitim distributivity a neménnosti nerovnosti p¥i nasobeni nenulovym ptiroze-
nym ¢islem (nésobime éislem 2). Abychom ukézali, Ze posledné zminénd nerovnost je
v poradku, uvazme soustavu jedné nerovnosti a t¥i rovnosti

i-(i41) 424 < i (i+1) 4242 = (i+1)-i+2-i4+2 = (i+1)-i+(+1)-2 = (i+1)-(i+2).

Nerovnost ziskdme na zakladé nerovnosti 0 < 2 a na zakladé moznosti pri¢ist k obéma
strandm nerovnosti totéz Cislo beze zmény nerovnosti, rovnosti jsou disledkem distri-
butivity a komutativity nasobeni.

2) formalizace metamatematickych prirozenych ¢isel
Zacnéme se zabyvat vztahem metamatematickych prirozenych cisel a magJ
tematickych prirozenych cisel jakozto objektti néjaké teorie zesilujici Peanovu
aritmetiku. Soucasné mi dovolte tyto myslenky ponékud odleh¢it tim, ze budu
uvazovat ,hobity“, ktefi ziji na matematické hladiné, tzn. pro které je metamate-
matickou hladinou ta hladina, ktera je z naseho pohledu hladinou matematickou.
Budeme si pfedstavovat, ze pfirozend cisla kazdého hobita splnuji Peanovu
aritmetiku, tzn. Ze prirozend Cisla, jeZ jsou metamatematickd z pohledu hobita,
tvori z naseho pohledu model Peanovy aritmetiky. Takze kazda formule dokaza-
telnd v Peanové aritmetice je splnéna i pro metamatematickd cisla kteréhokoli @
hobita (korektnost Peanovy aritmetiky). Na druhé strané budeme také pfedpo-
kladat, Ze kazdy model Peanovy aritmetiky vytvari metamatematicka prirozena
¢isla nékterého hobita. Nasledné formule, kterd bude pravdiva pro metamatema-
tickd ¢isla kteréhokoli hobita, bude dokazatelnd v Peanové aritmetice (plnost
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predikatového poétu, viz druhy paragraf kap. II). Takze néjaka formule je doka-
zatelna v Peanové aritmetice, pravé kdyz se na ni shodnu s kazdjym hobitem.

Kazdému jednotlivému metamatematickému piirozenému ¢islu mizeme pti-
fazovat jemu odpovidajici uzavieny term, ktery je n-nasobnym nasledovnikem
konstanty nula. Term pfifazeny metamatematickému cislu n byva nazyvan FOR-
MALIZACI &isla n a znaden 7; jeho definici mtizeme podrobnéji popsat metama-
tematickou indukci: metamatematickému ¢islu 0 pfitadime konstantu 0 jazyka
aritmetiky a je-li metamatematickému ¢islu n prirazen term 7, pak prirozenému
¢islu n + 1 prifadime term &(m). Pro kazdé metamatematické n je m uzavieny
term jazyka Robinsonovy aritmetiky; napt. 2 je termem &(S(0)).

Z hlediska kazdého hobita popisuje term 7 pfesné uréeny objekt, nebot rea-
lizace termu 7 je individuem v kazdém modelu PA, tedy néjakym metamatema-
tickym pfirozenym c¢islem z hobitova pohledu; pfi vypravéni pribéhu o hobitech
budeme mluvit 0 PREKLADU ¢&isla n misto o realizaci FORMALIZACE tohoto
¢isla.

Milovniky Tolkienovych knih zarazi, Ze vibec uvazujeme o nutnosti pre-
kladu lidské feci do fec¢i hobiti. Béhem naseho zkoumani skute¢né ukazeme, ze
v jednotlivych pripadech jsou bézna slova natolik jasna, Ze ¢lovék s hobitem si
opravdu rozuméji v jednoduchych pripadech. Hrdinové Tolkienovych knih jsou
natolik zaméstnani bojem proti konkrétnimu zlu, zZe jim nezbyva ¢as na hlubo-
komyslné filozofické rozbory, napt. o tom, co je zlo. Pri takovych rozhovorech by
se mohla ukézat rtiznost pohledid a potfeba prekladu z jedné fe¢i do druhé mini-
malné ve smyslu vysvétlovani lidskych a hobitich zkusenosti a chapani skutec¢nosti
odrazejici prozitky ulozené v podvédomi té nebo oné skupiny.

Jako ilustraci pfedchoziho tvrzeni, Ze bézna slova jsou dostatecné jasna si
zkusme uvédomit, co je prekladem metamatematickych pfirozenych cisel 0 a 2.
Cislu 0 je pfifazena konstanta 0 a podle dohody ué¢inéné v §1 kazdy model (Ro-
binsonovy) aritmetiky ,za¢ind“ metamatematickymi pfirozenymi ¢isly; realizaci
konstanty 0 je tedy metamatematické pfirozené ¢islo 0. Zcela analogicky meta-
matematickému pfirozenému ¢islu 2 je pfifazen tem &(G(0)) a tento term je
v modelu aritmetiky podle uvedené dohody realizovan metamatematickym ¢is-
lem 2. ,Pieklady* metamatematickych pfirozenych ¢isel 0 a 2 jsou tedy tato ¢isla
sama.

Nage rozmluva s hobitem o PREKLADU ¢isla bude zcela smysluplnd, mtiZeme
si naptiklad vymeénovat nazory, zda tento objekt ma tu nebo onu vlastnost. Jestli
se shodneme na vlastnosti pfipisované metamatematickému pfirozenému ¢islu n,
bude v mnoha ptipadech velmi zalezet na povaze té vlastnosti.

V dalsim textu bude popsana fada vlastnosti, o nichz bude panovat shoda,
nyni zkoumejme jednu vlastnost predikatu < jako priklad a pouzijme jiz trochu
matematic¢téjsi formulace. Prirozené ¢islo 0 je nejmensim metamatematickym p¥i-
rozenym c¢islem; vlastnost FORMALIZACE pfirozeného ¢isla 0 byt nejmensim pfi-
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rozenym Cislem* vyjadiime formuli (Vx)(0 < x). S kaZdgm hobitem se shodneme
na zkoumané vlastnosti ¢isla 0 (neboli zkoumand vlastnost je pravdiva v kazdém
modelu PA) pfesné tehdy, kdyz v Peanové aritmetice je dokazatelné, ze 0 je
nejmensi pfirozené ¢islo (symbolicky PA  (Vz)(0 < z)). Formuli (Vz)(0 < z)
jsme dokézali dokonce jiz v Robinsonové aritmetice (viz formuli (ra3) predcha-
zejicitho paragrafu), odpovéd je tudiz kladna: s kazdym hobitem se dohodneme,
Ze nejmensim ¢islem je 0 (pro pfesnost uvedme, Ze s hobitem mluvime o ¢slu 0
jakozto realizaci konstanty 0 v pfislusném modelu).

Na podobé 0...n...m. s

systému vSech i — ) metamatematicka
7 L, 5 : ; prirozené cisla
prirozenych ¢i- i i i
sel vSak nebude NN ) prirozeny model N
s kazdym hobi- 0 in im
tem shoda. Ne- ; . .
- N N . ) nestandardni model M

lze totiz vylou- 0...mn...m... \ J
Cit, Ze uvniti Pea- nestanda¥dni prirozend ¢isla modelu M

novy aritmetiky
(pFesnéji v néja-
kém jejim modelu) existuji pfirozena ¢isla, ktera nerealizuji zadnou FORMALIZA-
CI naseho metamatematického prirozeného ¢isla. Situace je dokonce mnohem vy-

vevs

Diagram 1

vechny realizace FORMALIZACI nagich metamatematickych piirozenych ¢isel,
v kazdém jiném modelu PA existuje individuum, jez neni realizaci FORMALIZA-
CE naseho metamatematického pfirozeného cisla. Modely Peanovy aritmetiky
ruzné od prirozeného modelu nazveme nestandardni. Za okamzik ukaZeme exis-
tenci nestandardniho modelu Peanovy aritmetiky, jenz je od pfirozeného modelu
vnitiné k nerozeznani (v obou modelech jsou pravdivé tytéz uzaviené formule).
Nadto jako dtisledek vét o netplnosti dostaneme existenci modelti Peanovy arit-
metiky, které se dokonce rozchazeji s prirozenym modelem v pravdivosti néjaké
uzaviené formule.

Protoze myslenka z predchoziho odstavce je pro dalsi vypravéni zcela kli-
tamatematické prirozené &islo, pak jeho PREKLAD pfijme vZdy hobit jako své
metamatematické cislo. Pokud vSak hobit chce rozpravét o néjakém svém me-
tamatematickém d¢isle, pak budto je toto ¢islo PREKLADEM néjakého naseho
metamatematického cisla a pak se o tomto cisle miizeme s hobitem smysluplné
bavit, nebo neni hobitovo metamatematické ¢islo Zddnym PREKLADEM naseho
metamatematického ¢isla a pak ndm nezbude nez rozhovor o ném — slusné, ale
dirazné — odmitnout. Hobit bude nespokojen a bude tvrdit, Ze je to metamate-
matické ¢islo jako kazdé jiné. My vsak musime stat pevné na svém: neumime ti
sice vysvétlit proc¢, avSsak my toto ¢islo nepovazujeme za vhodné a diskusi o ném
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prosté odmitame.

Protoze metamatematicka pfirozend cisla néjakého hobita mohou byt ,delsi“
nez nase lidska!'®), mize se stat, Ze mezi nimi je ¢slo, které ma odlisnou vlast-
nost od vSech nasich metamatematickych pfirozenych ¢isel. Pak ovSem vlastnost
,Existuje metamatematické prirozené ¢islo s touto vlastnosti.“ bude z hlediska
hobita, o némz je tec, pravdiva a z lidského pohledu pravdiva nebude. Nésle-
dujici ptiklad si vSak naopak klade za cil sestrojit nestandardni model, ktery
takova ,divna“ prirozena ¢isla nema: jestliZe existuje hobitovo metamatematické
prirozené cislo s néjakou vlastnosti, pak vzdy existuje i lidské metamatematické
prirozené ¢islo s tou samou vlastnosti.

Priklad 1. Pro sestrojeni modelu Peanovy aritmetiky rtizného od pfirozeného
modelu aritmetiky, avSak vnitiné co nejvice podobného pfirozenému modelu, je vhodné
uvazovat dveé teorie S a T. Jazyk teorie S budiz normalni jazyk aritmetiky a za axiomy
prijméme vSechny uzaviené formule pravdivé v pfirozeném modelu. Je velmi jednodu-
ché ukazat, ze v kazdém modelu M teorie S jsou pravdivé praveé tytéz uzaviené formule
jako v pfirozeném modelu aritmetiky: je-li uzaviena formule ¢ pravdivd v pFirozeném
modelu, je axiomem teorie S, a proto musi byt ¢ pravdiva v kazdém modelu teorie S,
takZe i v modelu M; pfedpokladejme naopak, ze uzaviena formule ¢ neni pravdiva v prFi-
rozeném modelu, pak je v pFirozeném modelu pravdiva jeji negace =y (pfimo z definice
splnovani ve strukturach plyne, Ze neni-li pravdiva uzavrend formule, musi byt pravdiva
jeji negace), ta musi byt pravdivd v kazdém modelu teorie S, proéez nemize byt v mo-
delu M pravdiva formule ¢ (v Zaddné struktufe nemohou byt souc¢asné pravdiva uzaviend
formule i jeji negace prosté v disledku definice spliiovani negace formule ve struktufe).
Jesté jednodussi je nahlédnout, ze S je rozsifenim Peanovy aritmetiky, protoze o pfiro-
zeném modelu aritmetiky predpokladame, Ze je modelem Peanovy aritmetiky.

Jako teorii T' zvolime rozs§ifeni teorie S vzniklé obohacenim jazyka o novou kon-
stantu c a pfidanim vSech axiomu tvaru @ < c, kde n je metamatematickym prirozenym
¢islem. Chceme sestrojit alesponi jeden model teorie T. To se zda byt pomérné obtizny
ukol, uvidime v8ak, Ze to neni tak tézké (pokud jsme pfijali vysledky shrnuté v druhém
paragrafu pfedchézejici kapitoly). Kazd4 bezesporna teorie mé model, proc¢ez postaci
prokazat bezespornost teorie T. V tomto okamziku si musime uvédomit, Ze teorie je
sporné, pravé kdyz je spornd jakasi jeji koneénd Gast (viz druhy paragraf piedchozi
kapitoly — pfipomenime, Ze toto je disledkem faktu, Ze v kazdém dukazu je pouzito
jen kone¢né mnoho axiomi). Neni docela zapotfebi vynechdvat né&jaké axiomy teorie S,
jsme schopni ukézat, ze S a konecné mnoho axiomtl tvaru m < ¢ je bezespornou teorii.
Zapisme si téchto konec¢né mnoho axiomu: ny < c,...,n; < c. Z kone¢né mnoha me-
tamatematickych ¢isel ny,...,n; je jedno nejvétsi, budiz to ¢islo n;. Uvazme pfirozeny
model a realizujme v ném konstantu c ¢islem n; + 1. Vznikd ndm struktura 0’ pro ja-
zyk aritmetiky s dodanou konstantou c. Zanedbame-li konstantu c, je model O’ totozny
s pfirozenym modelem, model O’ je proto modelem teorie S. Volba realizace konstanty ¢
zajistuje, Ze pro libovolné ¢islo n < n; +1 je O’ =7 < ¢ (nebot n je realizaci termu 7,
takze O’ |= 7 < m, pravé kdyz n je mensi nez m). Procez ve struktuie O’ jsou pravdivé
viechny formule 717 < c,...,7; < c; zjistili jsme, ze O’ je modelem teorie S a rovnéz

15) Pro jednoduchost se vyjadiujeme, jako by metamatematicka pFirozena ¢isla viech lidi byla
stejné, avsak i tento pohled by bylo mozno podrobit diskusi.
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axiominy < c,...,n; < c.V disledku toho pro libovolny kone¢ny systém metamatema-
tickych prirozenych ¢isel ny,...,n; je teorie S s dodateénymi axiomy ny < c,...,n; < C
bezesporné; nasledné je tudiz bezesporna celd teorie T, a mé proto néjaky model Q.

Kazdé individuum pfirozeného modelu je metamatematickym prirozenym cislem.
Naproti tomu realizace konstanty ¢ nemize byt realizaci zadného termu tvaru 7, protoze
ve struktufe O je pravdiva kazda z formuli @ < ¢ (coz jsou axiomy teorie T'). Procez
individui struktury O je vice nez individui pfirozeného modelu N (pfesnéji: realizace
termil tvaru m tvoki pouze ¢ast univerza modelu 0). Necht model M vznikne z modelu O
vypusténim realizace konstanty ¢ (tzn. model M je totozny s modelem O, jen pfestaneme
uvadét predpis, jak realizovat konstantu c); pak je M modelem pro jazyk aritmetiky
a protoze jsme realizace aritmetickych funkci neménili, je modelem teorie S piesné
stejné jako modelem této teorie byl model O.

Individua, kterad nejsou realizacemi termu tvaru n pro zadné metamatematické pii-
rozené ¢islo n, je zvykem nazyvat nestandardni; zopakujme, Ze strukturu, ktera obsahuje
nestandardni pfirozena cisla, nazyvame nestandardni. Uzivajice tuto terminologii kon-
statujme, Ze v prvnim prikladu jsme sestrojili nestandardni model Peanovy aritmetiky,
ve kterém jsou pravdivé piesné tytéz uzaviené formule jako v pfirozeném modelu.

V predchozim ptikladu jsme nahlédli, Ze metamatematickd pfirozené d¢isla
hobita mohou byt ,delsi“ nez nase. Pti zduraznéni nékterych aspekti je na tom
lépe hobit, protoze umi rozeznat i vzdalenosti 1/n, kde n je hobitovo metamate-
matické pFirozené ¢islo. Pokud n neni PREKLADEM lidského metamatematického
¢isla, nejsme my schopni tuto vzdélenost rozliSit — je pro nés ,nekonecné mald‘“.
7 hlediska myslenek tohoto paragrafu vSak budeme davat prednost ,kratsim“
metamatematickym ¢islim a fakt, ze hobitova metamatematicka prirozena éisla
mohou byt ,delsi“, budeme interpretovat jako jeho neschopnost uvidét moznost
jejich zkréaceni. (Pokud ptjdeme v pfibéhu inspirovaném Tolkienem jesté o krok
dale, musime pripustit, Ze elfové nahlizeji moznost dalsiho zkraceni metamatema-
tickych prirozenych cisel a se shovivavosti se divaji na lidskou neschopnost uvidét
tuto moznost.)

Miru shody mezi nasimi a hobitovymi metamatematickymi pfirozenymi ¢isly
si ukdzeme jesté na prikladu kédovani dvojic ptirozenych ¢isel. Shriime principy
vyslovné uzité v predchozim bodu pii kédovani dvojic pfirozenych ¢isel a sou-
casné ke kazdému z nich uvedme formuli, kterd zachycuje ten ktery princip: dis-
tributivita (pab), moznost pfi¢ist nebo odecist od kazdé strany nerovnosti totéz
¢islo beze zmény nerovnosti (pall), moZnost nasobit nebo kratit kazdou stranu
nerovnosti tymz nenulovym ¢islem beze zmény nerovnosti (pal2), komutativita
nasobeni (pad); navic jsme uvedli, Ze uzivime bézné vlastnosti nerovnosti, ty
jsou zachyceny formulemi (pa6)—(pa8). Formule uvedené v pfedchozim seznamu
jsou vSechny dokazatelné v Peanové aritmetice (viz pfedchozi paragraf). Préavé
dokazatelnost prislusnych formuli v Peanové aritmetice zajistuje, ze hobit muze
provadét presné stejné ivahy na své metamatematické hladiné, jako provadime
my na své. Takze speciadlné hobit miize kédovat dvojice svych metamatematic-
kych prirozenych ¢isel na zédkladé téch principti, na jejichz zakladé jsme kédovani
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dvojic nasich metamatematickych prirozenych ¢isel provedli v prvnim bodé my.

Pokracujme vsak jesté dale v popisu vztahu kédovani prirozenych cisel na
metamatematické a matematické hladiné rozvijenim piibéhu o hobitech. Pted-
stavme si, Ze vezmeme dvojici metamatematickych prirozenych cisel a zakddu-
jeme ji. V tom okamziku méme tii metamatematickéd prirozena cisla; kazdé z nich
jednotlivé PRELOZIME, a tak hobitovi ddme t¥i PREKLADY ¢&isel s dotazem, zda
posledni ¢islo je kédem dvojice téch prvnich dvou. Hobit se na tyto preklady
podivd a za okamzik uz se usméje a fekne: ,No to je jasné, samoziejmé je.”
(Uvédomte si, ze kdyby ve zpusobu kédovani nebyla mezi nami a hobity shoda,
nesouhlasil by kaZdy hobit, Ze posledni éislo je kédem dvojice téch predchozich.)

Predstavme si vS8ak opacnou situaci. Hobit zakdduje dvojici svgjch metama-
tematickych cisel a pak nam vSechna tfi ¢isla nabidne. Nyni jsou dvé moznosti.
Jsou-li vSechna tii ¢isla PREKLADY metamatematickych ¢isel, potésime hobita
sdélenim, ze i pro néas kéduje posledni ¢islo dvojici ¢isel predchozich. Jestlize
naopak alespori jedno z hobitovych ¢isel neni PREKLADEM metamatematického
ptirozeného ¢isla, zklameme hobita a dalsi debatu o téchto ¢islech odmitneme.

Hobitovu nespokojenost, Ze se o nékterych jeho metamatematickych ptriro-
zenych ¢islech odmitdme bavit, nemtzeme odstranit (viz Pfiklad 1). Mtzeme se
ji vSak snazit ponékud zmirnit zavazkem, Ze budeme-li ochotni se bavit o néja-
kém jeho ¢isle, budeme ochotni jiz debatovat i o vSech mensich. (Prohlasujeme,
Ze Cislo mensi nez PREKLAD n&jakého metamatematického ¢isla je samo také
PREKLADEM; pfesnd formulace spolu s navodem dtkazu je podéna ve cviceni
I11-2.22.) Muzeme také hobita uklidiiovat slibem, Zze pokud pfijmeme rozpravu
o dvou ¢islech, budeme se také ochotni bavit o jejich kédu a naopak pristoupime-li
na diskusi o kédu dvojice ¢isel, budeme urcité souhlasit také s debatou o kazdém
z nich'®).

3) formalni logika

Vystavbu formuli predikatového poctu, kterou jsme predvedli v predchozi ka-
pitole na metamatematické hladiné, mtzeme doslova zopakovat na matematické
hlading, tzn. uvnit¥ uvazované aritmetické teorie (jinak feceno mizeme pfirozena
¢isla pivodné chédpana pouze jako pfirozend cisla aritmetické teorie zacit pova-
zovat za metamatematickd prirozena Cisla a vzhledem k nim — uvnitf teorie —
vybudovat logiku). Jesté jinymi slovy: hobit mtze vybudovat predikédtovy pocet
presné stejné, jako jsme ho vybudovali v pfedchozi kapitole my. Takto dosta-
neme objekty, které se bézné nazyvaji formalnimi formulemi, formalnimi dtkazy,

16) Kéd dvojice je pFirozené ¢islo vétsi nebo rovno obéma &islim z dvojice. Je-li tedy kéd
PREKLADEM metamatematického pfirozeného ¢isla, musi byt jedno kazdé ¢&islo z dvojice
také PREKLADEM né&jakého metamatematického ptirozeného éisla. Na druhé strané jsou-li
obé &isla z dvojice PREKLADEM metamatematickych pfirozenych &isel, existuje metamate-
matické prirozené Cislo, které je kédem této dvojice metamatematickych prirozenych cisel
a nésledné PREKLAD tohoto kédu je (hobitim) kédem dvojice vychozich ptirozenych &isel.
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atd.; pfi vypravéni pfibéhu o hobitovi budeme pouzivat nazva hobitovy formule,
hobitovy dukazy, atd.

Vérnost shody lidské a hobitovy logiky zavisi na mife shody nasich a hobito-
vych prirozenych ¢isel. Predpoklad, ze hobitova metamatematicka prirozena c¢isla
spliiuji Peanovu aritmetiku (pro Godelovy véty az zbyte¢né silny), zabezpedi, ze
shoda bude pomérné dobra. Popis této shody vSak bude projednan az v pris-
tim bodé, nebot napfed se musime dohodnout na zptisobu PREKLADU formuli
predikatového poctu.

4) aritmetizace logiky
Konstrukce formuli probiha rekurzi popsanou ve druhém paragrafu predché-
zejici kapitoly. Jinak feCeno: probiha v krocich, které odpovidaji metamatema-
tickym pfirozenym ¢islim. Procez nase pojeti formuli zavisi na pojeti metamate-
matickych prirozenych ¢isel. Je dokonce mozné zakédovat jednu kazdou formuli
metamatematickym p¥irozenym ¢islem!”.
Chceme-li zakédovat formule pfirozenymi ¢isly, musime se nejprve dohodnout, jak

zakédujeme zékladni stavebni kameny pro tvorbu formuli. Zopakujme z §2 kap. II, ze
zékladnimi stavebnimi kameny pro vystavbu formuli jazyka aritmetiky jsou

(a) proménné, napf. xg,z1, ..., které budeme kédovat napf. sudymi pfirozenymi éisly
0,2,...;
(b) predikét rovnosti, ktery budeme kédovat napf. éislem 1;

)
) konstanta 0, jiz budeme kédovat napt. ¢islem 3;
) funkce nésledovnika, s¢itani a ndsobeni, které zakédujeme napt. ¢isly 5,7 a 9;
(e) logické spojky, tj. znaky —, —, &,V a =, jez zakédujeme po Fadé napf. ¢isly 11, 13,
15, 17 a 19;
) kvantifikitory V,3 budeme po fadé kédovat nap¥. ¢isly 21, 23;

) pomocnymi stavebnimi kameny jsou zavorky ( a ), jez budeme kédovat napt. éisly
25 a 27.
Formule (3z1)(z1 = &(x1)) bude kédovana posloupnosti 25, 23, 2, 27, 25, 2, 1, 5,
25, 2, 27, 27. V prvnim bodé jsme naznacili, jak je mozno posloupnost prirozenych cisel
zakédovat jedinym prirozenym ¢islem n, takze nasi posloupnosti odpovida presné jedno
prirozené ¢islo, které mtizeme chapat jako kéd formule (Jz1)(x1=6(z1)).

Konec koncti, kdybychom maéli popsat znak zdvorky (, bylo by to pro nés obtiz-
néjsi nez prosté konstatovat, ze leva zavorka je ¢islem 25. Analogicky i ostatni stavebni
kameny pro vytvareni formuli miZeme prosté ztotoznit s uréitymi pfirozenymi Cisly,
v kone¢ném dusledku nam to umozni ztotoznit formuli (3z1)(x1 = &(x1)) s &islem n.

Ukazali jsme, ze kazdou formuli mtizeme zakédovat prirozenym cislem, do-
konce si vSak muzeme predstavovat, ze tento kéd je formuli, tzn. mizeme chapat
formuli jako urcité prirozené ¢islo. Tento myslenkovy posun zjednodusi vyjad-
feni ideji vedoucich k vétam o nedplnosti; pokud tento posun odmitnete, budete
muset pozdéji misto jednoduchého vyjadieni Godelovy formule ,MA FORMALI-

N 24

ZACE neni . .. “ pouzit slozit&jsi ,FORMALIZACE MEHO KODU je kédem formalni

17) V dalsim budeme ukazovat zpisob kédovani formuli jazyka aritmetiky, nevyzadovalo by
v8ak zaddnou podstatnou myslenkovou zménu, kdybychom se rozhodli kédovat formule
jiného jazyka.
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formule, jez neni ... *. TakZe snad uznate, ze je jednodussi prijmout pohled, Ze
formule jsou jista prirozena cisla.

Autor vas, mily ¢tenari, 14ké ke zméné pohledu a zada, abyste formule nepo-
klddal pouze za zakédovatelné piirozenymi ¢isly, avSsak dokonce pifimo za priro-
zend ¢isla. Snad dal$i argument vés jiz presvédéi. O tom, jak pro hobita PRELO-
ZIT znak zavorky ( dosud nepadlo jediné slovo, a to zcela pravem. Pokud za¢neme
znak ( chapat jako pfirozené ¢islo 25, budeme pochopitelné PREKLADEM znaku
( rozumét PREKLAD ¢isla 25. Jak PRELOZIT metamatematické ¢islo 25 jsme se
jiz dohodli ve druhém bodé&, proc¢ez s PREKLADEM znaku zdvorky — chépané
jako metamatematické prirozené ¢islo — neni viitbec zadny problém. Presné stejné
je to vSak také s PREKLADY formuli. Jakmile za¢neme chépat formule jako né-
jaka metamatematickd prirozena d¢isla, zcela automaticky mame popsany rovnéz
JEJICH PREKLADY. Tim kazdé formuli na metamatematické hladiné pfifadime
JEJI FORMALIZACI, kter4 reprezentuje pfirozené ¢islo uvnitt jakékoli rozumné
aritmetiky; v pribéhu o hobitovi kazdou formuli na metamatematické hladiné
umime PRELOZIT.

V logice nepojednavame pouze o jednotlivych formulich, velmi Casto nas
zajimaji také konec¢né posloupnosti formuli (napf. dikazy nebo konecné sys-
témy axiomut néjakych teorii). Napfiklad Robinsonova aritmetika méa osm axiomu
RA1-RAS8. Hobitova Robinsonova aritmetika bude mit také presné osm axiomt;
tyto axiomy budou hobitovy formule, které jsou PREKLADY nasich axiomti
RA1-RAS8'%.

Zvazujme nyni pripad, Ze existuji nestandardni matematicka pfirozena cisla,
tj.individua modelu aritmetiky (feknéme Robinsonovy), kterd nejsou FORMALI-
ZACEMI metamatematickych pfirozenych cisel. V takovém ptipadé urcité exis-
tuji i formélni formule jazyka Robinsonovy aritmetiky a formalni dikazy v Ro-
binsonové aritmetice, které nejsou Zddnou FORMALIZACI (metamatematickych)
formuli a Z4dnou FORMALIZACI dtikazt Robinsonovy aritmetiky. Je proto pied-
stavitelné, ze ve zkoumaném modelu aritmetiky existuje napf. individuum, které
je formdlnim dikazem sporu v Robinsonové aritmetice, avSak toto individuum
neni FORMALIZACI Zadného skuteéného metamatematického dtikazu, a proto
na metamatematické hladiné odpovidajici ditkaz sporu nemusi viibec existovat.
Pozdéji ukézeme dokonce, e existuji bezesporna!? rozsifeni Peanovy aritmetiky,
ve kterych je dokazatelnd existence takovychto objektii.

Tak jesté jednou myslenky pfedchoziho odstavce pomoci naseho pribéhu
o hobitech. O trochu vyse jsme se dohodli, jak vypadaji hobitovy axiomy Ro-

18) Protoze vSak nase zakédovani koneéné posloupnosti prirozenych cisel presné odpovida ho-
bitovu zakdédovani, mizeme axiomy hobitovy Robinsonovy aritmetiky popsat také jako
posloupnost hobitovych formuli, jejiz hobiti kéd je PREKLADEM naSeho kédu koneéné po-
sloupnosti axiom® Robinsonovy aritmetiky.

19) pochopitelné za predpokladu, ze sama Peanova aritmetika je bezesporna
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binsonovy aritmetiky a popsali jsme vztah mezi nasimi a hobitovymi axiomy
této teorie; ted zkoumejme hobitovy diukazy v Robinsonové aritmetice (podobné
by se dalo pojednat i hobitovych formulich). Jestlize zakédujeme dikaz (ktery
je kone¢nou posloupnosti formuli) a pak PREKLAD tohoto kédu dame hobitovi,
tak hobit bude postupné konstatovat: ,,Opravdu je to kéd kone¢né posloupnosti,
a hele, ¢leny té posloupnosti jsou formule aritmetiky, ale to neni vSechno: vypada
to jako dikaz, na nékolika mistech jsou axiomy logiky a n€kde se uzivaji odvo-
zovaci pravidla; hm, tak jaké formule nam to zbyvaji na axiomy teorie, no jasné:
vSechny ty zbyvajici formule jsou axiomy Robinsonovy aritmetiky.“ A hobit bude
konstatovat, ze jsme mu dali diikaz v Robinsonové aritmetice.

Ted zkusme rozebrat, co se stane, kdyZ nam hobit nabidne sviij kéd di-
kazu v (jeho) Robinsonové aritmetice. Je-li tento k6d PREKLADEM metamate-
matického ¢isla, pak o tomto ¢isle budeme zase my konstatovat pfesné totéz,
co je uvedeno v uvozovkach v predchozim odstavci a na zavér také prohlasime,
ze ndm hobit dal nadvod na ditkaz v Robinsonové aritmetice. Pokud nam vsak
hobit dal kéd diikazu, ktery neni PREKLADEM metamatematického ¢isla, pak
diskusi o tomto hobitové dikazu musime odmitnout. A trvat na tom, i kdyz
nam to treba da praci, protoze hobit nas bude napiiklad lakat, ze je to dikaz
spornosti Robinsonovy aritmetiky. AvSak z toho, Ze ma hobit dikaz spornosti
hobitovy Robinsonovy aritmetiky, naprosto neplyne, ze podobny diikaz existuje
i na metamatematické hladiné (plynulo by to pouze tehdy, kdyby ten ditkaz byl
PREKLADEM dtikazu na metamatematické hladiné nebo kdybychom ucinili jesté
dodate¢né predpoklady napi. typu, o kterém bude fe¢ v Sestém bodé).

Probrali jsme metodu, jak FORMALIZOVAT konecnou posloupnost formuli,
avsak v logice pojednavame také o nekonecngch systémech. Napriklad axiomi
Peanovy aritmetiky je — diky indukci — nekone¢né mnoho a jiz diive jsme kon-
statovali, Ze neni mozno vybrat koneény podsystém stejné sily. Z podstaty véci
se tudiz musime zabyvat rovnéz FORMALIZACEMI nekonecnych posloupnosti.
Do této chvile jsme motivovali pozadavek rekurzivnosti teorii moznosti mecha-
nicky rozpoznat o dané posloupnosti formuli, zda je, ¢i neni dikazem v dané
teorii. Nyni je mozno podat i dalsi motivaci: predpoklad rekurzivnosti umozni
PRELOZIT axiomaticky systém vySetfované teorie do hobitovy feci. Naptiklad
PREKLADEM axiomatického systému Peanovy aritmetiky budou PREKLADY ko-
neéné mnoha axiomi Robinsonovy aritmetiky a vsechny hobitovy formule, které
jsou tvaru axiomu indukce. Obecnéji: rekurzivni teorie T je zadéna néjakym al-
goritmem; tento algoritmus vybird za axiomy teorie T nékteré formule na me-
tamatematické hladiné. FORMALIZACI teorie T' budou piesné vSechny formalni
formule, které tgz algoritmus vybere z formalnich formuli.

Uvédomme si, ze nemuzZeme hobitovi zadat jako axiomy jeho Peanovy aritmetiky

pravé vsechny PREKLADY nasich axiomu Peanovy aritmetiky. Hobit by pfibéhl s néjakou
svoji formuli (kterd neni PREkLADEM nasi formule) a ptal by se: , Tvrzeni ,kdyZz vezmu
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tuto formuli, a ona bude platit pro nulu a bude pro ni splnén indukéni pfedpoklad,
pak plati pro vSechna prirozend c¢isla‘ se mi libi jako axiom Peanovy aritmetiky a ty
mi ji jako axiom nezadavas. Pro¢?“ My nejsme schopni pro hobita vydélit PREKLADY
nasich formuli, a tak mu nebudeme umét na jeho otazku odpovédét. Jesté jinak receno:
Kdybychom byli schopni vnutit hobitovi PREkLADY axiom® Peanovy aritmetiky jako
jeho axiomaticky systém Peanovy aritmetiky, umél by hobit nasledné rozpoznat systém
v8ech PREKLADU nasich formuli, a tak byl by schopen vydélit PREKLADY nasich metama-
tematickych pfirozenych Cisel jako ¢ast svych metamatematickych cisel, a tim by zjistil,
7e jeho metamatematickd prirozena Cisla nevytvari ten nejmensi mozny systém s vhod-
nymi vlastnostmi, coz je vSak v rozporu s pojetim metamatematickych ptirozenych cisel
(v tomto pfipadé hobitovych metamatematickych pfirozenych éisel).

5) diagonalizace jako zbytek mozZnosti aplikovat formuli na sebe samu
Zdtraznili jsme, ze pii akceptaci Russellovy koncepce odstranéni paradoxt
musime zachovavat rozliseni hladin matematiky a metamatematiky. Nicméné nyni
se priblizime az k samé hranici piestoupeni tohoto prikazu. Ukazeme totiz, zZe
formule pojednavajici o SVE FORMALIZACI jsou povoleny. Zdtraznéme, Ze tyto
formule nemluvi o sobé, nybrz o urcitém uzavieném termu, ktery je FORMALI-
ZACI FORMULE — napinani moZnosti spo¢iva v tom, Ze je povoleno zabudovat do
znéni formule vhodnym zpiisobem vztah formule a JEJI FORMALIZACE. (Nézev
y,diagonalizace® reflektuje, Ze se nejedné o vztah formule a obecného pfirozeného
¢isla, aviak o vztah formule a piirozeného éisla, jez je JEJI FORMALIZACT). Pii-
blizime se tedy k hranici, za kterou vznikaji paradoxy, ale pokud ji nepiekrocime,
paradoxy nevznikaji (pfesnéji: pies velmi podrobné zkoumani se nepodatilo zadny
nalézt, takze véfime, ze se nikdy Zadny neobjevi). Aplikace formule na ni samu
byl ,zly pan“, ktery zptisoboval paradoxy, aplikace formule na JEJI FORMALI-
ZACI je ,,pokorny sluha“, ktery je nejdtlezitéjsim nastrojem pro demonstraci vét
o neuplnosti a mnohych dalsich tvrzeni.

V tomto okamziku se dostavame k ohlasenému vrcholu jak krasy, tak také
obtiznosti naseho textu. Pii prokazovani prvni véty o netplnosti se pouzivaji
zejména puvodni Godelova formule (kterou budeme znadit ) a Rosserova for-
mule (znak p). Pro usnadnéni ¢teni budeme kli¢ové myslenky popisovat dvakrat.
Nejprve je budeme predkladat jako vypravéni o hobitovi, podruhé ve verzi ptija-
telnéjsi z hlediska matematického vyjadiovani.

6) neuplnost a Gédelova formule

Predpokladejme, Ze je pevné dana bezesporna rekurzivni teorie T zesilujici
Peanovu aritmetiku, budiz T' jeji FORMALIZACE. Podle diagonalizace je mozno
vytvofit formuli ~, kterd mé vyznam

~MA FORMALIZACE je formdiné nedokazatelnd ve FORMALIZACI teorie T*.

Tuto formuli je zvykem nazyvat podle jejiho tvirce G6delovou formuli.
Méjme tedy danu bezespornou rekurzivni teorii 7' zesilujici Peanovu arit-
metiku. Nejprve konstatujme, Ze hobit m4 teorii T', kterd je PREKLADEM nasi
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teorie T. Hobit si uvédomuje, Ze (jeho) teorie T' je rozsifenim (jeho) Peanovy
aritmetiky.

Predstavme si, ze T -+, tzn. Ze na nasi metamatematické hladiné existuje
dtikaz formule «y v teorii T. Zakédujme tento diikaz a podle druhého bodu sestro-
jme PREKLAD ziskaného kédu a predejme ho hobitovi spolu s doporuc¢enim, aby
se na toto Cislo dival jako na kéd posloupnosti formuli. Hobit rozpozna, ze dostal
kéd posloupnosti (svych) formuli, kterdzto posloupnost je (v jeho pojeti) dika-
zem v teorii T'. Posledni ¢len této posloupnosti je z hobitova pohledu dokazatelny
v teorii T'; my navic vime, Ze tento posledni ¢len je hobitovou formuli, ktera je
PREKLADEM formule ~. TakZe mtiZeme shrnout, Ze hobit zjistil pravdivost tvr-
zeni ,FORMALIZACE formule 7 je dokazatelnd ve FORMALIZACI teorie T'“ pro
svd metamatematicka prirozend ¢isla. Nyni se podivejme na znéni Goédelovy for-
mule a prosté konstatujme, Ze hobit nahlédl pravdivost negace Gédelovy formule.

Vysli jsme z predpokladu T -~ a zjistili, Ze kaZdy hobit nahlizi pravdivost
tvrzeni —y. Tedy v teorii PA je dokazatelnd formule —y, tim spiSe je formule
—v dokazatelnd v teorii T, nebot T je rozsifenim Peanovy aritmetiky. Protoze
predpokladame, ze teorie T je bezespornd, nemuze v ni byt dokazatelna soucasné
formule v i formule —, a jsme tedy nuceni odmitnout predpoklad T ++.
bitech. Predstavme si, ze T' -, tzn. Ze na metamatematické hladiné existuje di-
kaz formule v v teorii T. Pfedpokladana podobnost vztahti na metamatematické
hladiné a na hladiné matematiky zajisti, Ze v PA je dokazatelné, ze FORMALI-
ZACE kédu tohoto ditkazu je kddem formalniho ditkazu FORMALIZACE formule
ve FORMALIZACT teorie T. Tedy v teorii PA a tim spiSe v teorii T je dokazatelna
formule ,existuje formélni dikaz FORMALIZACE formule v ve FORMALIZACI
teorie T“. Srovnate-li tvrzeni v uvozovkach se znénim formule v, nahlédnete, Ze
jsme prokazali T' - —v. Piedpoklad bezespornosti teorie T' zamezuje soucasné
dokazatelnosti formule v i formule —y, procez jsme nuceni odmitnout predpoklad
T .

Pro vyvraceni moznosti T' F —y potiebujeme jesté dodateény piredpoklad
(¢asteéné) shody teorie T s nasi intuici o existenci pfirozenych ¢isel. Shoda mé
spocivat v tom, ze pokud prokizeme v teorii T existenci néjakého objektu s urci-
tou?? vlastnosti 1, pak chceme, aby dokonce existovalo metamatematické p¥iro-
zené ¢islo, o némz je v prirozeném modelu N pravdivé, Ze ma vlastnost ¢ (v sym-
bolech: jestlize T (Jx)1), pak existuje metamatematické pfirozené ¢islo n tak,
ze N = (x/n)).

Uvaha je tentokrat natolik snadné, Ze ji vyslovime okamzité v matematické
verzi: pfedpoklddejme, Ze v teorii T je dokazatelnd negace formule y (v symbo-

20) Bézné se vznasi pozadavek o shodé nikoli na jednu specidlni formuli 1, aviak na vSechny
»,dostatecné jednoduché“ formule a nésledné se prokaze, ze formule, pro kterou shodu
skutecné potfebujeme je ,dostatecné jednoduchd®.

248



VETY O NEUPLNOSTI §2

lech T + —). Pak v teorii T je — v dusledku znéni Gédelovy formule — doka-
zatelnd formule ,MA FORMALIZACE je formalné dokazateln4 ve FORMALIZACI
teorie T'“, tzn. v T je dokazatelna formule ,existuje formalni dikaz FORMALI-
ZACE formule v ve FORMALIZACI teorie T“. Nasledné musi existovat (formalni)
kéd takového formalniho dikazu (lohu formule ¢ hraje ,,x je kédem formélniho
dikazu FORMALIZACE formule v ve FORMALIZACI teorie T“). Podle dodatec-
ného predpokladu o ¢astecné shodé teorie T' s nasi intuici o existenci pfirozenych
¢isel musi existovat metamatematicky objekt n, o némz je v pfirozeném modelu N
pravdivé, Ze je ,kédem formalniho diikazu FORMALIZACE formule v ve FORMA-
LIZACT teorie T“. OvSem ,formalni dikaz v modelu N“ je prosté dikaz, realizaci
»2FORMALIZACE formule v v N je prosté formule v sama a nakonec realizaci
»2FORMALIZACE teorie T“ v modelu N je opét teorie T' sama. Takze o nasem
metamatematickém prirozeném c¢islu n je v prirozeném modelu N pravdivé, ze
je ,kédem dikazu formule v v teorii T“. Posledné vyslovené tvrzeni je vSak jen
jinym vyjadienim faktu, Ze existuje dikaz formule v v teorii T' na metamatema-
tické hladiné — prokézali jsme tudiz T F ~. Procez nas predpoklad bezespornosti
teorie T nuti zavrhnout i moznost T' - —y.

Ukazali jsme, ze Godelova formule nemtze byt ani dokazatelnd, ani vyvrati-
telna v teorii T.

Predchozi tvahy prokazuji prvni vétu o netplnosti, maji vSak vadu krasy
v tom, ze pro vyvraceni moznosti T' -— jsme uzili dodatecny predpoklad castec-
né shody teorie T' s nasi intuici o existenci pfirozenych ¢isel. Pfi uziti Rosserovy
formule nebude tfeba ¢init zadny dodatecny predpoklad, sama uvazovana formule

vvvvvv

7) neuplnost a Rosserova formule

Jak jiz bylo fe¢eno, Rosserova formule umozni demonstrovat (viz [Ros]) prvni
vétu o netplnosti bez dodateéného predpokladu castecné shody teorie T' s nasi
intuici o existenci prirozenych ¢isel. Dosahuje toho tim, ze formule postuluje exis-
tenci meze, pod niz se by se mélo nachazet ¢i nenachazet vSe, na co se dale
odvolévame.

Jesté jednou vas musim, vazeny Ctenari, varovat, ze Rosserova formule je
vyklad). Pokud vam vibec nevadi dodateény predpoklad ¢asteéné shody vyset-
fované teorie s nasi intuici o existenci pfirozenych ¢isel uzity v predchozim bodé
nebo pokud se vam bude zdat namaha vynaloZend na porozumeéni elegantnich
ideji souvisejicich s Rosserovou formuli prilisSné, je mozno tento bod preskocit
a ptikrocit rovnou ke ¢teni nasledujiciho osmého bodu.
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Rosserova formule ¢ ma vyznam
yezristuje kod formalniho dikazu FORMALIZACE mé negace ve FORMALIZACI
teorie T, jenz je mensi ne? kazdy kdd formdlniho dikazu ME FORMALIZACE
ve FORMALIZACI teorie T“.

P1i prokazovani prvni véty o netplnosti pomoci Rosserovy formule budeme
opét zacinat pfibéhem o hobitech. PREKLAD teorie T' ozna¢me znakem 7. Po-
kud je vam, mily ¢tenafi, formulace Rosserovy formule kiigtalové jasnd, prosim,
preskocte zbytek tohoto odstavce. Zni-li vam formulace Rosserovy formule jako
fe¢ ve zcela nezndmém a nesrozumitelném jazyce, sledujte ted rozbor tohoto
zdanlivé nesmyslného spojeni slov uzivajici podobenstvi o hobitech. Pravdivost
Rosserovy formule ve smyslu metamatematickych prirozenych ¢isel kteréhokoli
hobita je tvrzeni ,existuje kod hobitiho dikazu PREKLADU mé negace v PRE-
KLADU teorie T, jenz je mensi ne# kazdy kdd hobitiho dikazu MEHO PRE-
KLADU v PREKLADU teorie T“. Rosserova formule tedy vyhlasuje, Ze existuje
hobittv dtkaz, ktery mé dveé vlastnosti:

(a) Uvédomme si, ze o kazdém dikazu ma smysl vypovédét, jakd formule je do-
kazovana a v jaké teorii diikaz probiha. V ptipadé hobitova dikazu bude
dokazovana hobitova formule a hobit bude dokazovat ve své teorii. Ros-
serova formule vyzaduje od zkoumaného hobitova dikazu, aby dokazoval
PREKLAD negace Rosserovy formule a aby probihal v hobitové teorii T, tj.
v PREKLADU teorie T.

(b) Uvedli jsme, ze vySetfovany hobittiv dikkaz dokazuje PREKLAD negace Ros-
serovy formule. Kromé tohoto hobitova dikazu muzeme také zkoumat hobi-
tovy dtkazy jiné (hobitovy) formule, omezime se vSak na dukazy v teorii 7.
Tou jinou hobitovou formuli budiz PREKLAD Rosserovy formule (nikoli PRE-
KLAD jeji negace!). Pozadame hobita, aby vytvoril vSechny své mozné diukazy
PREKLADU Rosserovy formule ve své teorii T a (pokud existuji) vSechny je
zakédoval. Rosserova formule tvrdi, Ze pokud takovéto hobitovy dikazy vii-
bec existuji, pak kédy vsech takovychto hobitovych dikazi musi byt vétsi
neZ na pocatku zvoleny kéd hobitova ditkazu PREKLADU negace Rosserovy
formule v hobitové teorii 7T'.

Uvedli jsme, ze Rosserova formule postuluje existenci meze. Kdyz sledujeme
znéni Rosserovy formule formulované pomoci podobenstvi o hobitech, nahléd-
neme, 7e touto mezi je kéd hobitiho diikazu PREKLADU negace Rosserovy for-
mule v PREKLADU teorie T'— dal3i objekt, o kterém Rosserova formule vypovida,
totiz (mozna existujici) kéd hobitiho dikazu JEJIHO PREKLADU v PREKLADU
teorie T, se jiz nikdy nesmi nachézet pod touto mezi. Zapojeni ideje meze je pro
nase uvahy prinosem vzhledem k vyse vyslovenému faktu, ze kazdé matematické
piirozené ¢islo mensi nez PREKLAD metamatematického piirozeného &isla je uz
samo PREKLADEM né&jakého (jiného) metamatematického ¢isla.

Pistupme ted k prokazovani prvni véty o netiplnosti vyuzivajice Rosserovu formuli.

Predpokladejme nejprve, ze T+ g, tzn. ptijméme predpoklad, Ze na metamatema-
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tické hladiné existuje dikaz formule ¢ v teorii T. Po zakédovani posloupnosti formuli
vytvarejicich tento dikaz dostaneme néjaké metamatematické prirozené ¢islo, oznaéme
ho d,. Predejme toto ¢islo hobitovi spolu s doporucenim, aby ho chapal jako kéd po-
sloupnosti svych formuli. V disledku principu rozumného vztahu naseho metamatema-
tického prirozeného ¢isla a JEHO PREKLADU musi hobit nahlédnout, ze dostal kéd svého
dikazu v teorii T. My vime, Ze poslednim ¢lenem tohoto dikazu je PREkLAD formule o
a ze hobitova teorie T je PREKLADEM teorie T. Ukazali jsme, Zze popsana situace nastava
u kazdého hobita, tzn. ze pro kazdého hobita je d, kédem ditkkazu pREkLADU formule o
Vv PREKLADU teorie T.

Ted ptijde kliGové misto prvni ¢asti prokazovani. Rosserova formule tvrdi, ze exis-
tuje kéd hobitova dikazu PREKLADU negace formule o v PREKLADU teorie T, jenz je mensi
nez kazdy kéd hobitova dikazu pREkLADU formule ¢ v PREKLADU teorie T'; jelikoz kéd
postulovaného hobitova dikazu ma byt mensi nez kazdy kéd hobitova diikazu PREKLADU
formule ¢ v PREKLADU teorie T, musi byt kéd postulovaného hobitova diikazu PREKLADU
negace formule p specialné mensi nez hobitovo metamatematické cislo d,. Zde je to
misto, kde se poprvé uplatni tvar Rosserovy formule, a ¢tenai by mél ocenit Rosserovu
formulaci pres jeji pomérnou slozZitost.

Protoze kéd postulovaného hobitova diikazu je mensi nez PREKLAD naseho meta-
matematického ¢isla dp, musi byt rovnéz PREKLADEM néjakého naseho metamatematic-
kého pfirozeného ¢isla m (jakékoli hobitovo metamatematické ¢islo mensi nez PREKLAD
néjakého naseho metamatematického ¢isla je samo PREKLADEM naSeho metamatematic-
kého pfirozeného ¢isla). Na zakladé principu rozumného vztahu metamatematického
prirozeného ¢isla a JEHO PREKLADU nahlédneme, Zze metamatematicky dukaz kédovany
Cislem m je dikazem negace formule o v teorii T. Z piedpokladu T F ¢ jsme tedy od-
vodili T'+ —p, coz je pro bezespornou teorii T' vylouceno. Jsme tedy nuceni odmitnout
predpoklad T+ .

Zopakujme predchozi tivahy v fec¢i matematiky. V této prvni ¢asti naseho prokazo-
vani predpoklddame, ze T + o, tzn. Ze existuje dikaz formule g v teorii T'; zvolme takovy
dikaz, jeho kéd budiz metamatematické cislo d,. Predpokladand podobnost vztaht na
metamatematické hladiné a na hladiné matematiky zajisti, ze v PA je dokazatelné, ze
FORMALIZACE d, fixovaného kédu je kédem formalniho dikazu rFormALIZACE formule p

ve FORMALIZACI teorie T. Nésledné rovnéz v teorii T' je dokazatelna formule ,,d, je ké-
dem forméalniho diikazu ForMALIZACE formule o ve FOrRMALIZACT teorie T, nebot T je
rozsifenim Peanovy aritmetiky. Podle znéni Rosserovy formule pak musi byt v teorii T'
dokazatelnd formule ,existuje kéd formélniho ditkazu ForMALIZACE negace formule o
ve FORMALIZACI teorie T, ktery je mensi nez d,“. Protoze kéd tohoto formalniho ditkazu
je mensi nez term d,p, musi byt ForMALIZACT n&jakého metamatematického piirozeného
¢isla (viz cviceni II1-2.22), a to (podle principu rozumného vztahu objektu a JjEHO FOR-
MALIZACE) dokonce kédem diikazu negace formule o v teorii T. Z ptredpokladu T + o
jsme tedy vyvodili T - —p, coz je pro bezespornou teorii T' absurdni. Musime proto
odmitnout predpoklad T+ p.

Predpokladejme proto druhou moznost, tj. T' + —p. Predpoklad umoziuje fixo-
vat dikaz negace formule ¢ v teorii T. Zakdédujme fixovany dikaz, ozna¢me tento kéd
znakem d-,, PRELOZME ho a dejme ho hobitovi s doporucenim chépat cislo, které mu
predavame, jako kéd posloupnosti jeho metamatematickych prfirozenych cisel. Na za-
kladé principu rozumného vztahu objektu a JEHO FORMALIZACE si mlzZeme byt jisti, ze
hobit odhali, Ze jsme mu zadali kéd jeho dukazu v jeho teorii 7. My vime, Ze poslednim
¢lenem tohoto dikazu je PREKLAD negace formule p a Ze hobitova teorie T je PREKLA-
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pEM teorie T. Analogicky jako v prvni ¢asti si uvédomme, ze popsana situace nastava
u kazdého hobita, tzn. ze kazdy hobit nahlizi pravdivost tvrzeni ,,d—-, je kédem dikazu
PREKLADU formule —p v PREKLADU teorie T pro svd metamatematickd pFirozend éisla.

V této chvili je vhodné rozebrat (a opétovné ocenit) znéni negace Rosserovy for-
mule, tj. negace formule vyjadfujici ,existuje kéd hobitova dikazu PREKLADU negace
formule p v PREKLADU teorie T, jenZ je mensi nez kazdy kéd hobitova dikazu PREKLADU
formule p v PREKLADU teorie T'“. Nahlédneme, Ze negace Rosserovy formule vyjadiuje
»bro kazdy kéd hobitova ditkazu PREKLADU negace formule ¢ v PREKLADU teorie T musi
existovat mensi Cislo, jenz je kédem hobitova dikazu PREKLADU formule ¢ v hobitové
teorii T'%; specidlné tedy musi existovat hobitiv dikaz pREkLADU formule o v hobitové
teorii T, jehoz kéd je mensi nez d-,. Kéd hobitova dikazu, jehoz existenci jsme pravé
zdtvodnili, musi byt opétovné PREKLADEM néjakého metamatematického piirozeného
¢isla (protoze je mensi nez d-, a libovolné hobitovo metamatematické ¢islo mensi nez
PREKLAD néjakého naseho metamatematického ¢isla je samo PREKLADEM naseho metama-
tematického pfirozeného ¢isla). Znovu z principu rozumného vztahu metamatematického
prirozeného ¢isla a JEHO PREKLADU je zminéné metamatematické pfirozené ¢islo kédem
dtkazu formule p v teorii T'; ted se muzeme prestat bavit o kédech a prosté konstatovat,
ze mame dukaz formule o v teorii T. Vysli jsme z predpokladu T+ —p a prokazali T F o.
Predpoklad bezespornosti teorie T nas tedy nuti zavrhnout i moznost T+ —p.

Tak znovu a bez hobitt. Ve druhé ¢asti naseho prokazovani predpokladame T+ —p,
tj. pfedpokladame existenci dikazu formule —p v teorii T fixujme takovy dukaz, jeho
kéd oznacme d—,. V dusledku principu rozumného vztahu objektu a JEHO FORMALIZACE
nahlédneme, Ze FORMALIZACE d-, fixovaného kdédu je kédem formdalniho dikazu ror-
MALIZACE formule —p ve FOrRMALIZACI teorie T. Procez v Peanové aritmetice a tim spise
v teorii T je dokazatelnd formule ,,d-, je kédem formalniho diikazu FORMALIZACE negace
formule ¢ ve ForMALIZACT teorie T'“. Podle znéni negace Rosserovy formule vsak ,pro
kazdy kéd forméalniho diukazu FORMALIZACE negace formule ¢ musi existovat mensi kéd
formalniho ditkazu rorMALIZACE formule ¢ ve FORMALIZACT teorie T, a specialné tedy
musi existovat formélni dikaz ForMALIZACE formule ¢ ve FORMALIZACI teorie T, jehoz kéd
je mensi nez d—-,. Kéd tohoto formalniho dikazu musi byt opét FormaLIzAcT néjakého
metamatematického pfirozeného ¢isla (protoZe je mensi nez d-,) a princip rozumného
vztahu metamatematického prirozeného cisla a JEHO FORMALIZACE ndm znovu zaruci,
ze zkoumané metamatematické pfirozené cislo je kédem dukazu formule o v teorii T.
Predpoklad bezespornosti teorie T nas tedy nuti zavrhnout i moznost T'F —p.

8) nedokazatelnost formalni bezespornosti

Doposud jsme Godelovu formuli pouzivali jen jako néastroj pro prokazovani
prvni véty o nedplnosti. Godel vSak navic ukazal jeji reformulaci, jez umoznuje
novy pohled na moznost dokazovani bezespornosti teorii.

Prokazal totiz, Ze v kazdém rekurzivnim rozsiteni T Peanovy aritmetiky je
dokazatelnd ekvivalence Godelovy formule a formule FORMALIZACE teorie T
je formalné bezesporné. Tedyzl) zédné bezesporné rekurzivni rozsifeni Peanovy
aritmetiky nemd dost prostfedkti, aby prokazalo forméalni bezespornost SVOJI
FORMALIZACE. Je zvykem oznacovat podtrzené tvrzeni za druhou vétu o ne-
uplnosti.

21) v dasledku formulace prvni véty o netplnosti uzivajici Gédelovu formuli
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Pokud jste, vazeny ¢tenéri, ptijal princip rozumného vztahu objektu a JEHO
FORMALIZACE, nebudou pro vas ideje prokazujici druhou vétu o netplnosti ob-
t1znéjsi nez ideje uzité pri prvni vété o nedplnosti. V teorii T potiebujeme ukazat
jednak, ze z Godelovy formule plyne formalni bezespornost FORMALIZACE teo-
rie T a jednak obraceni této implikace, tzn. ze z negace Godelovy formule plyne
formalni spornost FORMALIZACE teorie T.

Dikaz prvni implikace je natolik jednoduchy, ze ho predvedeme rovnou ve verzi
pouzivajici vyhradné matematické pojmy. Sporné teorie jsou presné ty, ve kterych jsou
dokazatelné vsechny formule jazyka teorie. Neni-li jedind formule jazyka teorie v ni
dokazatelnd, je teorie bezesporna. Pfesné stejné: neni-li jedna formalni formule jazyka
formalni teorie v ni formalné dokazatelna, je formalni teorie formélné bezesporna. Go-
delova formule v vypovida, Ze jakasi formalni formule (sesf FORMALIZACE) neni formélné
dokazatelnad ve FormaALizAcI teorie T. Tedy Godelova formule implikuje formalni beze-
Spornost FORMALIZACE teorie 7.

Obracenou implikaci nejprve zdiivodnime p¥ibéhem o hobitech. Zil byl jednou hobit
jménem Tolkien a ten napsal knihu Pan prstend. V ni vypravi o hobitech a hobiticich
a jejich spole¢ném snazeni; hobitici v pfibéhu hrali podstatnou tulohu, jeden z nich
dokonce nesl Prsten. Nezavisle na pfibéhu o Prstenu popsal hobit jménem Godel vztah
metamatematickych pfirozenych ¢isel hobitt a hobitikt. Uvazoval hobiti teorii T', ktera
je rekurzivni a je rozsifenim hobiti Peanovy aritmetiky, a vytvoril také formuli ~y hobita
Godela, kterda ma vyznam

»MOJE FORMALIZACE do Teci hobitiki je hobitikovsky nedokazatelnd
ve FORMALIZACI teorie T v Teci hobitiku“.

My vime, ze negace (lidské) Godelovy formule je tvrzeni na metamatematické hla-
diné hobita, které ¥ika, ze v hobiti teorii T" je dokazatelny pReEkLAD Godelovy formule.
Navic pREkLAD Godelovy formule je pravé popsana formule hobita Gédela.

Hobit Goédel ukazal, ze z predpokladu dokazatelnosti jeho formule h7y v hobiti teo-
rii T dostane spor. (Srovnejte, mily ¢tenafi, nasledujici tvahy hobita Godela s Gvahami
z tfetiho a ¢tvrtého odstavce prokazovani prvni véty o nedplnosti uzivajici Gédelovu
formuli, pFi¢emz posuiite ivahy o hladinu ,niz“, tzn. ,my lidé“ nahradte ,hobit Godel“,
slovo ,PREKLAD“ zamérite za slovni spojeni ,,PREKLAD do feci hobitikd“, slovo ,hobit*
zmeénte na slovo ,hobitik* a misto ,teorie T“ uzijte ,,PREKLAD teorie T do feci hobitika*,
atd.).

Hobit Godel si predstavil, ze hobiti formule h7y je hobitovsky dokazatelna v hobiti
teorii 7', tzn. Ze na hobiti metamatematické hladiné existuje dikaz formule h~y v hobiti
teorii 7. Hobit Gddel zakédoval tento hobiti dikaz a sestrojil PREKLAD ziskaného kédu
do feci hobitikt a predal ho hobitikovi spolu s doporucenim, aby se na toto ¢islo dival
jako na kéd posloupnosti svych formuli. Hobitik rozpoznal, Ze dostal kéd posloupnosti
(svych) formuli, kterdzto posloupnost je (v jeho pojeti) dikazem v pREkLADU teorie T’
do feci hobitiki. Posledni ¢len této posloupnosti byl z hobitikova pohledu dokazatelny
v PREKLADU teorie 1" do feci hobitiki; hobit Godel si navic uvédomoval, ze tento posledni
¢len je hobitikovou formuli, ktera je PREKLADEM jeho formule h~y do Feci hobitikt. Takze
hobit Godel shrnul, ze hobitik zjistil pro svd metamatematickd pfirozena ¢isla pravdivost
tvrzeni ,FORMALIZACE formule A7y je hobitikovsky dokazatelnd ve FORMALIZACI teorie T
do teci hobitiki“. Potom se podival na znéni své formule h~y a prosté konstatoval, ze
hobitik nahlédl pravdivost negace jeho formule.

Hobit Gédel vysel z predpokladu dokazatelnosti jeho formule h~y v teorii T a zjistili,
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ze kazdy hobitik nahlizi tvrzeni —h~y. Tedy v hobiti Peanové aritmetice je hobitovsky
dokazatelna hobiti formule —h~y, tim spiSe je hobiti formule hy dokazatelna v teorii T,
nebot T je rozs§ifenim hobiti Peanovy aritmetiky. Hobit Goédel tedy prokazal spornost
hobiti teorie T'.

Zopakujme predchozi tvahu bez vypravéni pifibéhu o hobitech. Predpokladame-
li =, pak (z dtivodu volby formule ) pfedpokladdme, Ze FormALIZACE G&delovy for-
mule je formalné dokazatelna ve FORMALIZACI teorie T. Prijméme teorii T za svoji me-
tamatematiku; v takovém pfipadé muzeme vSechna slova ,formalni“ a ,FORMALIZACE®
v kurzivou psaném slovnim spojeni vynechat, ale z pfedchoziho prokazovani prvni véty
o neudplnosti uzivajictho Gédelovu formuli vime, Ze predpoklad T F v (tj. pFedpoklad,
ze Godelova formule je dokazatelnd v teorii T') vede ke spornosti teorie T. Pfi ndvratu
na puvodni metamatematickou hladinu (po pfidani slov ,formalni“ a ,FORMALIZACE®)
tedy musime konstatovat, Ze v teorii T' predpoklad —+ implikuje forméalni spornost FOR-
MALIZACE teorie T'.

*

V predchozim textu jsme popsali vSechny podstatné myslenky potfebné pro
prokézani vét o neuplnosti; je vSak tfeba si uvédomit, Zze jsme se zabyvali jen
témi krasnymi a zajimavymi ¢astmi. Napriklad jsme zcela volné pouzivali princip
rozumného vztahu objektu a JEHO FORMALIZACE. Tento princip je vSak potfeba
odtvodnit, a to je pomérné obtizna, a nadto ,otrocka“ prace.

K vétam o nedplnosti pfipojme jesté dvé poznamky:

(1) Ve vétach o neuplnosti se mluvi pouze o rozsifenich Peanovy aritmetiky.
Vysledky jsou vsak aplikovatelné i na jiné teorie, dokonce i na teorie, které
maji zcela jiny jazyk nez aritmetika. Napriklad aritmetiku lze vybudovat
v teorii mnozin, a tedy ani axiomatické teorie mnozin neni plna teorie.

(2) Godel a nasledovnici sice sestrojili formule nedokazatelné a soucasné nevy-
vratitelné v nejriznéjsich matematickych teoriich, ale vysledky tohoto typu
vibec nic nefikaji o konkrétnich predem dangch formulich; napf. nehovori
o tom, zda paty Eukleidiuv postulat je dokazatelny v geometrii nebo zda hy-
potéza kontinua je dokazatelné v teorii mnozin, a tedy ideje popsané v tomto
paragrafu nemohou nahradit (mnohdy obtizné) vysledky o nedokazatelnosti
konkrétnich formuli v konkrétnich teoriich.

*

Na pocatku paragrafu jsme nastolili otazku, zda stroj mutze nahradit ma-
tematika pri dokazovani v predikatovém poctu. Rozbor polozené otazky vedl
k motivaci rekurzivni teorie, avSak poté jsme misto formulace odpovédi piesli
k Hilbertovu programu a k vétdm o netplnosti, které zdanlivé s nasim pocatec-
nim problémem nesouvisi.

Véty o netplnosti jsou pro logiku tvrzeni prvoradého vyznamu. Nicméné
i kdyZ se omezime pouze na puvodné polozenou otazku po vztahu matematik-
stroj, ukdzeme nyni, ze véta o netiplnosti nebyla odbockou, ale naopak pfipravou
nastroje pro feseni nastoleného problém. Na zakladé prvni véty o netplnosti
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neni totiz jiz tak obtizné ukézat, ze pro Zddné bezesporné rozsiteni T Peanovy
aritmetiky neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval, zda ta kterda formule je,
¢i neni v teorii T dokazatelnd. Metodu prokazovani tohoto tvrzeni ukazeme za
okamzik v petitem psaném textu.

Soucasné je tfeba zdiraznit, ze jsou znamy i teorie s algoritmem rozho-
dujicim dokazatelnost formuli. Presburgertv vysledek ukazuje, ze jako priklad
(znac¢né netrividlni) muze slouzit aritmetika, ve které uvazujeme pouze funkci
nasledovnika a s¢itani. Jiny, a to jednodussi, ptiklad tykajici se usporadani bude
predveden v dodatku o teoriich.

Obecny algoritmus rozhodugici dokazatelnost formuli tedy neexistuje — pro
matematiky nastésti, protoze tim je zaruceno, ze matematické véty nemtize zcela
efektivné misto nich dokazovat stroj??), k hledani dikazt je tieba matematikova
intuice.

Chceme vyvratit, ze muze existovat bezesporna teorie T rozsifujici Peanovu arit-
metiku spolu s algoritmem, ktery o kazdé uzaviené formuli rozhoduje, zda je, ¢i neni
dokazatelna v teorii T. Predpokladejme tudiz, ze je zadana jak teorie T, tak algorit-
mus s popsanymi vlastnostmi. Bud ¢, ¢1, @2, . .. oéislovani uzavienych formuli jazyka
teorie T' pomoci metamatematickych pfirozenych éisel. (Formule jazyka teorie T jsou
néjakd metamatematickd prirozena Cisla, my jsme si prosté ocislovali ta metamatema-
tickd éisla, kterd jsou uzavienymi formulemi vySetfovaného jazyka.) Postupné budeme
o kazdé formuli ¢, rozhodovat, jestli ji pfijmeme za axiom nové vznikajici teorie S,
nebo ne. Pro jednodussi vyjadiovani si predstavujme, ze postupné rekurzi vytvarime
teorie Sy, a Ze vysledna teorie S bude mit za axiomy presné vSechny formule, které byly
prijaty za axiomy nékteré z teorii Sy,. Je zcela prirozené, ze zacneme s teorii T, tzn. Ze
za, teorii Sg zvolime teorii T.

Necht jsme jiz rozhodli, které z formuli ¢, . .., ;1 za axiomy teorie S pFijmeme,
tj. zaujméme postoj, Ze jsme jiz sestrojili teorii Sy,. Nejprve nahlédnéme, ze (na zakladé
predpoklddaného algoritmu rozhodujiciho dokazatelnost v T') mame k dispozici rov-
néz algoritmus, jenz o kazdé uzaviené formuli jazyka teorie S) rozhoduje zda je, ¢i
neni dokazatelnd v teorii Sy. Oznaéme ¥ konjunkci vSech formuli za skupiny formuli
©0,---,Pn—1, které jsme prijali za dodatecné axiomy teorie Sp. V disledku dikazu
dedukci je jakakoli formule 1 dokazatelna v teorii Sy, pravé kdyz je formule 9 — o
dokazatelnd v teorii T. Takze algoritmus rozhodujici o dokazatelnosti uzavienych for-
muli v teorii Sy, je velice prosty: zeptame se puvodné postulovaného algoritmu, jestli je
v teorii T' dokazatelnd formule ¥ — .

Za predpokladu, ze teorie Sy jiz byla zkonstruovana, mame sestrojit teorii Sy,11,
tj. rozhodnout, jestli za dodateény axiom pfijmeme formuli ¢5,. V prvé radé se dotazeme
stroje, zda je alespon jedna z formuli ¢, —@n v teorii Sy dokazatelna (z konstrukce bude
jasné, ze nemohou byt dokazatelné obé najednou). Pokud nam stroj na zdkladé vyse
sestrojeného algoritmu sdéli, Ze jedna z uvazovanych formuli je dokazatelna, nepfijmeme

22) Redenym nevylucujeme, %e nemiizeme nechat stroj dokazovat, ani netvrdime, #e by nam
stroj nemohl napsat mnoha nova tvrzeni. Pouze vyhlasujeme, Ze neumime — a nikdy nikdo

nebude umét — zadat algoritmus, podle kterého stroj pro kazdou konkrétni uzavienou
formuli po uréité dobé& budto prohlési, Ze formule je dokazatelnd, nebo oznami, ze je
nedokazatelna.
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formuli 5, jako novy axiom, tzn. ztotoznime teorii S,,1 s teorii S,. Pokud algoritmus
rozhodne, ze zadna z formuli ¢n, @, neni dokazatelnad v teorii Sp, pfijmeme for-
muli ¢y, jako dodateény axiom, tj. definujeme S;, 11 jako teorii S, pn.

Rozhodujicim pozorovanim pro celou konstrukci je nahlédnout, ze kazda z teo-
rii Sy je bezesporna. To se prokazuje pochopitelné indukci; teorie Sg, tj. teorie T, je
bezesporné podle predpokladu. Pfistupme k prokazéani indukéniho kroku a predpokla-
dejme bezespornost teorie Sy. Pokud je S, 41 totozna s teorii Sy, neni co dokazovat.
Uvédomme si, Ze nutnym predpokladem pro pfidani formule ¢, jakozto dodatecného
axiomu teorie S;,41 byla nedokazatelnost formule —py, v teorii Sy. Kdyby teorie Sy 41
byla sporné, byla by v ni, tzn. v teorii Sy, ¢n, dokazatelna formule —¢,. Nadto v teorii
Sn, —pn je formule -, dokazatelnad zcela trividlné jakozto axiom této teorie. Podle
dtkazu neutradlni formuli nahlédneme, Ze jiz v samotné teorii Sy, by pak musela byt
dokazatelna formule —¢y,, coz odporuje nasim predpokladim.

Ukézali jsme, ze kazda z teoril Sy je bezesporna. Vyvodit nyni bezespornost celé
teorie S je snadné — kdyby S byla sporna, musela by byt sporna jiz teorie majici
kone¢né mnoho jejich axiomi, takze by pro jakési vhodné n musela byt sporna teorie Sy,
coz jsme vyloudili.

Teorie S je bezespornd a je evidentné rozsifenim Peanovy aritmetiky, protoze jiz
pocatecni teorie Sy, tj. teorie T, byla rozsifenim Peanovy aritmetiky. Popsali jsme algo-
ritmus vybirajicl axiomy teorie S (na zakladé pfedpokladaného algoritmu rozhodujiciho
o dokazatelnosti v teorii T'), procez teorie S je rekurzivni. Teorie S musi byt navic také
uplna: Kdyby zadna z formuli ¢, —¢n nebyla dokazatelna v teorii S, nebyla by zadna
z nich dokazatelnd ani v teorii Sy, takze by ¢, byla axiomem teorie S, 1, tudiz by
byla ¢, axiomem teorie S, a nasledné by byla v S dokazatelna.

Teorie S s uvedenymi vlastnostmi nemiize existovat podle prvni véty o netplnosti.
Musime proto odmitnout predpoklad existence bezesporné teorie T rozsifujici Peanovu
aritmetiku, k niz existuje algoritmus, ktery o kazdé formuli rozhoduje zda je, ¢i neni
dokazatelna v teorii T.

*

Na zavér zopakujme, Ze v bézné matematice hleddme dtikazy tvrzeni na zé-
kladé prijatych axiomt. V minulém paragrafu jsme nahlédli, ze je mozno ukazat,
ze dltikaz nemtze existovat. Tento typ vysledk® o nedokazatelnosti jesté nezpo-
chybniuje nasi viru v lidské moznosti — ve vétsiné pripadt si prosté predstavime,
7e jsme jeSté systémem axiomu nepopsali situaci dostatecné podrobné a ze je
zapotiebi pfidat dodateény axiom. V tomto paragrafu jsme vsak dokonce popsali
konstrukce, které ke kazZdé ,,vhodné popsané a dostatec¢né silné“ bezesporné teorii
sestroji tvrzeni, které nejsme schopni v uvazované teorii ani dokézat, ani vyvratit
— a toto jiz musime vylozit jako principidlni omezenost deduktivni metody ne-
boli volnéji feceno jako neschopnost lidského rozumu uchopit (poznat a popsat)
pomoci ,vhodné popsané* teorie mnohé oblasti (napi. aritmetiku intuitivnich
pfirozenych ¢isel) v cel€ jejich $irFi.

Godeluv vysledek o netiplnosti tudiz vyvolava soucasné hrdost i pokoru: hr-
dost nad tim, jak daleko muze jit lidské poznani — az tak daleko, Ze dokéze
poznat své meze — a poznani mezi by zase m€lo byt zdrojem pokory.
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CVICENI

ITI-2.1 Pokud existuje ¢lovék, ktery ma nejvice svétovych rekordd, mé jich
alespon o dva vice nez druhy v potradi. Proc¢?

I11-2.2 Dalsi paradox z antické doby vytvoreny Stoiky je paradox kroko-
dyla, ktery muzeme formulovat nésledovné: Krokodyl unesl dité a slibuje matce,
ze ho vrati, pravé kdyz odpovi po pravdé na otazku ,Vratim dité?“. Doporucili
byste zoufalé matce odpovéd ,,ano*, nebo odpovéd ,ne“?

I11-2.3 Sofista Prétagoras® (5. stol. pf. Kr.) pry vyucoval Zéka jménem
Euathlos. Dohodli se, Ze Euathlos zaplati polovinu penéz hned a polovinu po vi-
tézstvi v prvnim soudnim sporu. Po skonceni studia vSak Euathlos Zadny soudni
spor nevedl a nezaplatil proto svému uciteli zbylou ¢ast penéz. Jak Prétagoras
ziska druhou polovinu penéz?

V préavé uzaviraném paragrafu byla velmi podstatnd samovztazna tvrzeni,
v naSem textu jsme se vSak poprvé jimi zacali podrobnéji zabyvat uz v prikladu 2
z prvniho paragrafu prvni kapitoly. Pfipojme jesté tii problémy (pfetlumocené
z [Sm1]), které jsou podobné problémim z citovaného paragrafu. Budete se v nich
snazit sdélit Ze (a) nékdy mluvite pravdu a nékdy lzete, nebo (b) vzdy mluvite
pravdu, nebo nikdy pravdu nefikate. Doufam, Zze pouhé t¥i problémy pripomenou
dostateéné samovztaznost v hadankach tohoto typu.

I11-2.4 Jaky nejmensi pocet vyrokt vam postaci, abyste pfesvédcili ostatni,
ze nékdy mluvite pravdu a nékdy lzete? Muzete systém vyrokt vyhovujici pred-
chozimu pozadavku volit tak, aby vSechny vyroky v systému byly pravdivé? Lze
systém vyrokt vyhovujici pozadavku prvni véty vybrat tak, aby vSechny vyroky
v systému byly nepravdivé?

I11-2.5 Nyni mate nalézt vyrok, ktery presvédci ostatni, ze nékdy mluvite pravdu a
nékdy lzete, avSak navic takovy, ze nikdo nebude védét, zda vyrok je pravdivy ¢i nikoli.

I11-2.6 Jaky nejmensi pocet vyrokt vam postaci, abyste presvédcili ostatni, ze vzdy
mluvite pravdu, nebo vzdy lzete?

I11-2.7 Porciina pravnucka®?) se rozhodla zachovat moznost matéingch 0
zvldstnénych® néapist, usmyslela si vsak, ze kol bude cela fada a tspésny na-
padnik musi postupné obstat ve vSech (na druhé strané si pravnucka Porcie uvé-
domovala, Ze se ¢asy zménily, a jiz nezadala od napadniki ptisahu, ze se v ptipadé
netispéchu nikdy neozeni). Ukoly rozvrhla do étyi dnt, pro prvni dva dny pii-
pravovala pouze po dvou skiinkidch pro jeden tkol, pro tifeti den skiinky tfi.

23) Pro svou knihu O bozich zacinajici slovy ,,O bozich nevim, ani zda jsou, ani zda nejsou.“
byl vypovézen z Athén.

24) Ulohy o pravnuéce Porcie jsou pievazné inspirovany kap. IV [Gal]; fazeny jsou do tieti

kapitoly, protoze u mnohych z nich obsah skfinek neovliviiuje jen pravdivostni hodnoty

napist nachazejicich se na jednotlivych skfinkéach, avSak ovliviiuje dokonce zadani ha-

danky v tom smyslu, Ze na ulozeni podobizny zavisi, jaké pravdivostni hodnoty napist na

skfinkéach jsou pro feseni pozadovany.
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Napadniky vSak upozornila, ze mize v téchto prvnich dnech dat podobiznu do
vice skfinek, nebo nechat vSechny prazdné, zcela podle svého uvazeni a nalady.
Ukolem kazdého napadnika v prvnich t¥ech dnech bylo, aby pfesné popsal, co je
v té které skrince, nikoli pouze vybral skfinku s podobiznou. Na zavéreény den
pripravovala Porciina pravnucka zcela osobitou zkousku.

Prvni den pravnu- zlata st¥ibrna
¢ka naplanovala c¢tyfti . .
zkousky. V prvém pii- Podobizna je Podobizna je
padé ndpadnikovi o- v této skifnce v jedné skrince
Oznémila, Yo jeden né- a stfibrna skfinka a druha skiinka
pis je pravdivy a dru- je prézdna. je prazdna.
hy nepravdivy:

I11-2.8 Pti druhé zlaté sttibrna
zkousce sdélila Porcii- Alespoii v jedné Zlaté skiinka
na pravnucka napad- o . . . . [

kovi. Ze budto ob skfince je portrét. je prazdna.
nikovi, Ze budto oba

napisy jsou pravdivé,
nebo oba nepravdivé: zlaté st¥ibrna

I11-2.9 Rovnéz pii
treti zkousce se napad-
nik dovédél, ze budto
oba napisy jsou prav-
divé, nebo oba neprav-
divé:

Tato skiinka
je prazdna a Podobizna je

ve stiibrné skiince ve zlaté skfince.
je podobizna.

I1I-2.10 P1i posledni zkousce prvniho dne doslo oproti pfedchozi zkousce k je-
diné zméné: na zlaté skfince slovicko ,,nebo* nahradilo slivko ,,a* a napis na zlaté
skfince tedy znél , Tato skiinka je prazdné nebo ve stfibrné skf¥ince je podobizna.“
(zadani, ze budto jsou oba napisy pravdivé, nebo jsou oba nepravdivé, zustalo
zachovano). Mél napadnik zménit svou odpovéd?

I1I-2.11 Druhy den Porciina pravnucka podstatné zménila pravidla zkousek,
a to na cely den (cvifeni ITI-2.11-1I1-2.15). Stanovila totiz, ze bude-li ve zlaté
skfince podobizna, bude napis na ni pravdivy a bude-li zlata skifinka prazdna, bu
de népis na ni nepravdivy. O stfibrné skiince prohlasila pravy opak: bude-li
ve stfibrné skiince podobizna, bude napis na ni nepravdivy a bude-li stfibrna
skfinka prazdna, bude

napis na ni pravdivy. zlata stiibrna
Pak ptivedla napadni- V obou skfinkach V obou skfinkach
ka ke skifinkdm s néa- jsou podobizny. jsou podobizny.

pisy uvedenymi vpravo.
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I11-2.12

111-2.13

I11-2.14

zlata

Alespon v jedné
skfince je portrét.

zlata

Je jedno, kterou
skfinku zvolis.

zlata

Na volbé skiinky
velice zalezi.

stfibrna

Portrét je
ve zlaté skriince.

stfibrna

Portrét je
ve zlaté skiince.

stfibrna

Portrét je
ve zlaté skriince.

I11-2.15 Teprve pti posledni zkousce druhého dne se situace podstatné zme-
nila. K této zkousce postoupilo jiz jen malo ndpadniki a tito napadnici byli velice
prekvapeni, kdyz pfi devatém piichodu nasli skiinky bez napisi. Porciina prav-
nucka poté podala udivenym napadnikiim dvé tabulky s napisy ,,Tato skiinka je
prazdna.“ a ,,Obé skiinky jsou prazdné.“. Na pochopitelnou otazku, ktery napis
patifi na kterou skfinku, odpovidala, Ze soucasti tlohy je také rozhodnout, zda
na tom zélezi. Pfedstavujte si, ze Porciina pravnucka opravdu stoji za namahéani
mozku, a tak hledejte feSeni i pro takto neobvykle formulovanou hadanku.

I11-2.16 Tteti den ptivadéla pravnucka Porcie ndpadniky jiz ke tfem skiinkam
a pii prvnich dvou tkolech vyhlasovala, ze vSechny népisy jsou budto pravdivé,
nebo vSechny nepravdivé. Naproti tomu o poc¢tu uloZzenych podobizen se pry nic

nepredpoklada.

zlaté

stribrna

olovéna

Podobizna neni
v olovéné skiince.

Podobizna neni
ve zlaté skiince
nebo je

v této skiince.

Podobizna je

ve stiibrné skfince
a také je

v této skiince.

I11-2.17 Pro druhy tkol se zadani nezménilo.

zlaté

stribrna

olovéna

Nezalezi na tom,
kterou skiinku
vyberes.

Podobizna je
ve zlaté skiince
nebo je

v této skiince.

Podobizna neni
v této skiince.

Navic se kazdého napadnika, ktery uspél pfi vSech pfedchozich tkolech, pravnucka
Porcie zeptala, zda by se jeho feSeni zmeénilo, kdyby pii poslednim tkolu bylo
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na olovéné skfince zaménéno sltivko ,neni“ slovickem ,,je“, tzn. kdyby népis znél
,Podobizna je v této skiince.“.

I11-2.18 Pii tretim tkolu zménila pravnucka Porcie zadani tak, Zze presné
jedna skfinka obsahuje podobiznu a népis na ni je pravdivy; na druhych dvou
skfinkach je alespon jeden néapis nepravdivy.

zlata stfibrna olovénéa
Stribrné skiinka Tato skfinka Zlata skiinka
je prazdna. je prazdna. je prazdna.

I11-2.19 Ctvrty den byl ndpadnik (po strasné dlouhé dobé se koneéné jednomu
podafilo vytesit vechny hddanky prvnich tii dnti) doveden dokonce k deviti skiin-
kam, které byly oznaceny d¢islicemi. Napadnikovym jedinym tkolem bylo oteviit
skfinku s podobiznou, popis obsahu ostatnich skiinek se nevyzadoval. Bylo mu
sdéleno, ze podobizna té, o kterou se uchazi, je presné v jedné skiince a na této
skfince je pravdivy népis. Dalsi skfinky mohou byt prdzdné a na téchto skiin-
kach jsou napisy nepravdivé; posledni moznosti je, ze se ve skiinkach nachéazeji
dopisy na rozloucenou a napisy na téchto skiinkdch mohou byt jak pravdivé,
tak i nepravdivé. Napadnikovi netrvalo dlouho a prohlésil, Ze za téchto okolnosti
nelze jednozna¢né rozhodnout, kde se nachazi podobizna (naleznete alesponn dvé
riznd mozna feSeni?). S timto prohlasenim pravnucka Porcie souhlasila a na-
vrhla napadnikovi, at se zepta tak, aby jej odpovéd pfiblizila k jednoznaénému
feSeni. OvSem na otazku, zda osmé skfinka obsahuje dopis na rozloucenou, se
jen Sibalsky usmadla a odvétila, ze pravdivd odpovéd by jiz sama o sobé umoz-
nila jednoznacné fesSeni a odmitla cokoli dalstho dodat. Myslite, Ze ma napadnik
i po takovéto odpovédi-neodpovédi Sanci ziskat svou vyvolenou nepouzivaje nic
jiného nez logické tvahy?

I IT II1
Podobizna je Tato skrinka Népis na skiince V
ve skiince obsahuje dopis je pravdivy nebo
s lichym cislem. na rozloucenou. je nepravdivy na-

pis na skiince VII.

v \Y VI
Napis na skiince 1T Napis
Napis na skfince I je pravdivy nebo na skiince II1
je nepravdivy. je pravdivy na- je nepravdivy.

pis na skfince IV.
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VII VIII X
Tato skfinka je Tato skfinka je
Ve skfince I prazdna prazdna a napis
neni podobizna. a skiinka IX na skiince VI
obsahuje dopis. je nepravdivy.

Nasledujici tfi cviceni ukazuji priklady toho, co by bylo zapotiebi ukazat,
abychom prokazali princip rozumného vztahu metamatematického pfirozeného
¢isla a JEHO FORMALIZACE — naprosto vSak nezachycuji vSe potfebné (napf.
bychom také museli ukazat, ze pro dvé riiznd metamatematickd pfirozena cisla
n,m je dokazatelné m # ™ a mnohé jiné). Vysledek cviceni I11-2.22 je zcela
klicovy pro prokazovani véty o nedplnosti pomoci Rosserovy formule, nebot im-
plikace zleva doprava zachycuje princip ,,¢islo mensi nez FORMALIZACE néjakého
metamatematického piirozeného ¢isla je samo také FORMALIZACI né&jakého me-
tamatematického prirozeného cisla“.

I11-2.20 V Robinsonové aritmetice dokazte m +m = n + m.
(Uvédomte si, Ze napt. pro n = 2 a m = 3 tvrdime

RA - 6(6(0) + 6(6(6(0)) = 6(6(6(6(8(0))))).)

Névod: metamatematickou®® indukei podle metamatematického piirozeného &-

sla m pfi fixovaném ¢isle n. Pro m = 0 uzijte axiom RA4 a definici FORMA-

LIZACE metamatematického ¢isla 0; pfi prokazovani indukéniho kroku pouzijte

definici FORMALIZACE metamatematického nasledovnika a axiom RAS.
I11-2.21 V teorii RA dokazte - =n - m.

(Uvédomte si, Ze napt. pro n = 2 a m = 3 tvrdime

RA-6(6(0) - 6(6(6(0)) = 6(6(6(6(6(5(0))))))-)

Névod: metamatematickou®® indukei podle metamatematického piirozeného &-
sla m pfi fixovaném d&isle n. Pro m = 0 uzijte axiom RAG6 a definici FORMALI-
ZACE metamatematického ¢isla 0; pro prokazani indukéniho kroku pozijte vysle-
dek pfedchoziho cviceni, axiom RAT a definici FORMALIZACE metamatematic-
kého nasledovnika.

I11-2.22 V Robinsonové aritmetice dokazte

r<m=(x=0Vax=1V..Vz=n—-1Vz=n).

Navod: pro implikaci zprava doleva si uvédomte, ze disjunkty jsou tvaru
x = m, kde m mensi nebo rovno n, uvazujte rozdil ¢isel n —m a pouzijte cviceni
111-2.20 a axiom RAS8. Opacnou implikaci dokazujte metamatematickou indukci

25) Formulace cviceni 74da dikaz v teorii RA, aby bylo hned jasné, #e nelze dokazovat ma-
tematickou indukci, ktera neni v teorii RA k dispozici.
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podle n. Pro pfipad n = 0 uzijte formuli (ra3) dokdzanou v pfedchozim paragrafu.
Pro prokazani indukéniho kroku predpokladejte nejprve navic x # o, uzijte axiom
RAS3 a formuli (ra4) z minulého paragrafu a nésledné indukéni predpoklad.
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63
DODATEK O TEORIICH

Je fada teorii, které popisuji algebraické vlastnosti jednotlivych struktur ¢i-
sel, napf. teorie pologrup, teorie grup, teorie okruhi a teorie téles. Jako ptrikladem
braickych teorii, jeji vyznam jiz piesdhl do rady oblasti matematiky, své aplikace
ma i ve fyzice. Soucasné se jedna o velice jednoduchou teorii, je mozno dokonce
Fici, ze jeji vyznam spociva praveé v jeji jednoduchosti.

Jazyk teorie grup') obsahuje jedinou binarni funkei - a jednu konstantu 1
(a kromé toho ,povinny* predikat rovnosti), pfi¢emz axiomy jsou asociativita
nasobeni, charakterizace konstanty 1 a existence inverzniho prvku

(Va,y,2)[z - (y-2) = (z-y)- 2]
Vz)(xz-1=x=1-2)

(Vo) Fy)(z-y=1=y ).

Teorie Abelovych grup vznikne z teorie grup pfiddnim axiomu komutativity
nasobeni
(Vo,y)(z -y =y- ).

Mnozina pfirozenych (metamatematickych) ¢isel s ndsobenim jakozto reali-
zaci funkce - jazyka teorie grup (a s realizaci konstanty 1 ¢islem 1) je modelem
teorie s prvnimi dvéma axiomy, nikoli vSak modelem teorie grup (neexistuji in-
verzni prvky). Modelem teorie Abelovych grup je jednak mnozina (metamate-
matickych) celych ¢isel se s¢itanim (konstantu 1 realizujeme ¢islem 0, inverznim
prvkem k celému ¢islu ¢ je ¢islo —¢) a jednak mnoZina kladnych racionélnich
¢isel s nasobenim (konstantu 1 realizujeme ¢islem 1; inverznim prvkem k éislu ¢
je ¢islo 1/q).

Je modelem teorie Abelovych grup mnozina kladnych realnych cisel s nasobenim
a vhodné realizovanou konstantou 17 — ANO, konstantu realizujeme ¢islem 1. Je mo-
delem teorie grup mnozina vSech realnych c¢isel s nasobenim a konstantou 1 realizovanou
Gislem 17 — NE, k ¢islu 0 neexistuje inverzni prvek. Jak mame realizovat konstantu 1,

aby mnozina vsech redlnych cisel se s¢itanim byla modelem teorie grup? Je to model
teorie Abelovych grup? — 1 realizujeme ¢islem 0, jednéa se o model s komutativitou.

Uloha 1. Je mozné realizovat konstantu 1 a funkci nasobeni na jednoprvko-
vém univerzu {a} a ziskat takto model teorie grup? Kolik modeli teorie grup je
mozno sestrojit na dvouprvkovém univerzu {ag, a; }? Jsou vSechny tyto struktury
modely teorie Abelovych grup?

1) viz napf. srozumiteln& napsanou knizku [Al]
u1) Na jednoprvkovém univerzu {a} struktury G; musi byt konstanta 1 realizovana indivi-
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Uloha 2. V teorii grup dokazte formuli
(2) (Vo) (Vyr, y2)[(@ -y =1 =y2 - 2) — y1 = 1.

a vyvodte z ni, Ze inversni prvek je uréen jednoznacné.

Uloha 3. Ukaite, Ze jazyk teorie grup je mozno obohatit o funkci ! piitazu-
jici libovolnému prvku prvek k nému inverzni. (Navod: ovéfte podminku z konce
§2 kap. II.) Nahlédnéte, ze inversnim prvkem k 1 je on sam, tzn. dokazte v teo-
rii grup obohacené o funkci x~! rovnost 17! = 1. Ovéite, Ze inverznim prv-

kem k inverznimu prvku je vychozi prvek, tj. v citované teorii dokazte rovnost
( —1)—1 —
x =z.

Uloha 4. Na k-prvkovém univerzu {ag, ..., as_1} "Gs | S )
struktury Gj realizujme konstantu 1 individuem ag. Gy Qo Q1 Q2
Necht a,, -G, a, je individuum a,, takové, ze m je a |a; az Qo
zbytek ¢isla n + n’ po déleni ¢islem k. (Tedy napt. a; |Gz ap Q.
pro k=4 je as ‘G, A3 = Qq, nebot 2 +3 = 4 + 1; Tabulka 1

nasobeni pro piipad k = 3 ukazuje tabulka vpravo.)

Prokazte, Ze popsané struktura Gy je modelem teorie Abelovych grup a uvédomte
si, Ze struktury popsané v prvni tiloze jsou specidlnim piipadem pravé popsané
konstrukce struktur pro ptipad k =1, 2.

duem a a pro nasobeni musi platit rovnost a-g, a = a. Pak evidentné
ag (ag a)=ag a=(ag a) g G
inverznim prvkem k individuu a je toto individuum samo. Popsana struktura je modelem

teorie grup a nasobeni je komutativni.
Pokud ve struktuie G, s dvouprvkovym univerzem {ag, a; } realizujeme konstantu 1 indi-
viduem aqg, je nutné ap-g, a1 = a; = a; ‘G, Qo @ dale potfeba pravdivosti axiomu charak-
terizujiciho konstantu 1 ve struktuie G si vynuti ag ‘G, o = Qo. Nadto a; ‘G, A1 = qo,
nebot inverznim prvkem k a; miiZze byt jen on sdm. Nésobeni je proto v modelu teorie
grup s dvouprvkovym univerzem urceno jednozna¢né zadanim realizace konstanty 1 a je
komutativni.
u2) Predpokladame-li rovnosti z - y1 = 1 = vya - x, ziskdme z nich navic rovnéz rovnosti
y2 =y2-1=vy2-(x-y1) = (y2 - ) -y1 = 1-y1 = y1. Pokud by y1,y2 byly dva inversni
prvky k objektu x, byly by k dispozici rovnosti z-y; = 1 = y1 - ¢ a soucasné také rovnosti
T Y2 =1=y2 T
K zavedeni funkce je potfeba existence a jednoznacnost hodnoty, tj. v nasem pripadé
existence a jednoznacnost inverzniho prvku; existence je zarucena axiomem a jedno-
znacnost byla prokadzana v predchozi tloze. Jiz sama formulace axiomu charakterizu-
jictho konstantu 1 zajistuje, Ze inverznim prvkem k 1 je tento prvek sdm. Rovnosti
z~ 1.2z =1 =z -z ! potiebné k tomu, aby z byl inverznim prvkem k z~! jsou za-
ruéeny faktem, ze 1 je inverznim prvkem k x.

u3)

u4)  Axiom charakterizujici konstantu 1 je zfejmé splnén, nebot pro kazdé n < k — 1 je zbytek

po déleni ¢isla n + 0 éislem k samo ¢islo n. K individuu a; (kde 0 < 7 < k — 1) je
inverznim prvkem individuum ai_;. Ovéfeni asociativity mize na prvni pohled budit
zdani nesmyslného shluku slov, avSak po rozebrani je trividlni: zbytek souctu t¥i ¢isel po
déleni ¢islem k je stejny jako ¢islo, které ziskame kdyz secteme dvé Cisla, zjistime zbytek po
déleni cislem k, pficteme k nému tfeti ¢islo a znovu vypocteme zbytek po déleni ¢islem k.
Pfimo z definice nahlédnéte, Ze nasobeni v nasi struktufe je komutativni.
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Uloha 5. Na tifprvkovém univerzu {ag, a;, @z} naleznéte vsechny modely
teorie grup realizujici konstantu 1 individuem ag. Je splnéna ve vsSech téchto
modelech komutativita nasobeni?

X % %k

Jazyk Casto uzivané teorie usporadani obsahuje (kromé rovnosti) jediny
binarni predikdt < a jediny druh proménnych, feknéme x,y,... Axiomy zaru-
¢uji reflexivitu, slabou antisymetrii a tranzitivitu predikdtu <, tzn. za axiomy
pfijimame formule (pa6)—(pa8) z prvniho paragrafu. Tyto formule nyni viibec
nesouvisi s aritmetikou, snad vsak dovolite, vazeny Ctenafi, abychom neménili
oznaceni uvedenych formuli. P¥idame-li k axiomim teorie usporadani jesté axiom
(pa9) zarucujici srovnatelnost libovolnych dvou objektii, dostavame tzv. teorii
linearniho usporadani. Podle prvni ¢asti prvniho paragrafu nasi kapitoly vime
tedy, Ze o predikatu < (zavedeném axiomem-definici RA8) je v Peanové aritme-
tice dokazatelné, ze vyhovuje axiomiim teorie linearniho uspotréadani, avsak podle
druhé ¢asti téhoz paragrafu vime rovnéz, ze v Robinsonové aritmetice neni o pre-
dikatu < dokazatelnd ani jedna z formuli (pa6)—(pa9). V prvém paragrafu jsme

“5)  Nasobeni individuem ao realizujicim Gl o a G law a a
konstantu 1 je uréeno jednoznacné G |G a1 Az G |G @ a2
(pozadavkem, aby ve struktufe byl a | G a4 o

az | az Qo az |az Qo

pravdivy axiom charakterizujici kon-
stantu 1) a je zapsano v prvnim sloup- Tabulka A Tabulka B

ci a prvnim fadku tabulek A a B. Po-

kud by inverznim prvkem k a; bylo samo toto individuum, muselo by byt analogicky as
svym inverznim prvkem (v disledku vysledka tlohy 2). Tato moznost je popséna v ta-
bulce A. Naproti tomu v tabulce B je popsan pfipad, Ze inverznim prvkem k a; je in-
dividuum az (nésledné pak inverznim prvkem k ap je individuum a;). Chceme zjistit,
zda muzeme doplnit tabulky A a B tak, aby popisovaly modely teorie grup a navic aby
doplnéni tabulky B bylo rtzné od tabulky 1.

Pfi dopliiovani tabulky A nelze sou¢in a; - az definovat jako individuum ap, nebot tim
bychom ziskali rovnosti a; - a2 = ap = a; - a1, coz je ve sporu s formuli (i). Nemuzeme
vsak ani polozit ai -g az = ai, protoze bychom z rovnosti

a; g (a1 a2) =a1 - a1 = ap arovnosti (ai-@ A1) A2 = Ag '@ A2 = A2

obdrzeli spor s asociativitou nasobeni. Posledni moznost definice a; - az = az vylucuje
snaha po asociativité a rovnosti

a;-g(a2-¢ a2)=0ai-g ap=a; spolu s rovnostmi (ai-g a2) g A2=0az-g a2 =ag.

Takze tabulku A nelze doplnit a ziskat tim model s asociativitou.
Tabulku B zkusme nejprve doplnit rovnosti a; ¢ a1 = ai. Pri této definici obdrzime
rovnost

a;-g(ar-gaz)=a1-gap=a; arovnézrovnost (ai-gai) g a2=0a;-g dz=dao,

coz opét odporuje pozadavku asociativity nasobeni. Zcela analogicky vylou¢ime moznost
dodefinovani soucinu az-g a2 rovnosti az-g az = az. Z duvodu jednoznacnosti inverzniho
prvku (viz druhou ulohu) neni mozné polozit ani a; ¢ a1 = ap ani az - a2 = qg.
Procez vyzadujeme-li asociativitu, je vylouceno doplnit tabulku B jinym zptisobem nez
do tabulky 1.
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jiz uvedli, ze prvni tvrzeni zarucuje, ze jakékoli tvrzeni dokazatelné o predikatu
< v teorii linedrniho uspotradani je dokazatelné i v Peanové aritmetice.

Pochopitelné si mizeme polozit otazku, zda jsme naopak v popisu teorie linear-
niho usporadéani jiz zachytili vSe, co je o predikiatu < dokazatelné v Peanové aritmetice,
tzn. zda libovolné formule jazyka uspofadani je dokazatelna v teorii linedrniho uspotra-
dani, pravé kdyz je dokazatelna v Peanové aritmetice. Zkuste, vazeny ¢tenari, uhodnout
odpovéd. — Odpovéd je pochopitelné ,ne“. Za okamzik vas pozadam o formulaci tii
formuli, z nichZ dvé mohou slouzit jako protiptiklad.

Pripoustim, ze byste, vazeny ¢tenafi, mohl v tomto okamziku povazovat za vhod-
néjsi zaradit pravé zkoumanou problematiku do prvniho paragrafu, kde jsme se zabyvali
dokazatelnosti a nedokazatelnosti formuli v Robinsonové a Peanové aritmetice. Jedna
se v8ak jen pfipravné ivahy, které ndm umozni definovat teorii hustého linearniho uspo-
rfadani bez koncovych prvki, kterou se budeme podrobnéji zabyvat v dalsim textu.

Uloha 6. Zapiste formuli, Ze uspofadani < nemd nejmensi prvek. Je tato
formule nebo jeji negace dokazatelnd v Peanové nebo dokonce v Robinsonové
aritmetice?

Uloha 7. Napiste formuli vyjadiujici Ze usporadani < nema nejvétsi prvek.
Je tato formule dokazatelnd v Peanové nebo docela v Robinsonové aritmetice?

Uloha 8. Vyjadiete formuli, ze v uspofadéni < mezi kazdymi dvéma riz-
nymi srovnatelnymi prvky existuje dalsi prvek (tzv. hustotu usporadani). Je tato
formule nebo jeji negace dokazatelnd v Peanové nebo dokonce v Robinsonové
aritmetice?

Teorie hustého linearniho usporadani bez koncovych prvkii je teorie
linedrniho usporadani (tj. teorie s axiomy (pa6)—(pa9)) obohacend o axiomy

(vz)[(By)~z < y & (32)-z < 1
Ve,y)z<y&ax#y) — (F2)(z<z&z<y&z#z&z#y).

u6) Velmi pfirozenym zépisem pozadovaného tvrzeni jest formule (Vz)(Jy)-z <y (nebo rov-
né&z formule (Vz)(Jy)(y < =z & = # y), tyto formule jsou v teorii linedrniho uspofadéni
ekvivalentni). V. RA je dokazatelnd negace uvedené formule, tj. formule (3z)(Vy)(z < y)
v dusledku dokazatelnosti formule (ra3).

Pfirozenym vyjadfenim neexistence nejvétsiho prvku se jevi formule (Vz)(3y)—y < = (nebo
formule (Vz)(Jy)(z < y & x # y); tyto formule jsou v teorii linedrniho uspofadani ekvi-
valentni). Sestrojend formule je dokazatelnd v Peanové aritmetice, nebot komutativita
s¢itani zaruei 6(0) +z = z 4+ 6(0) = S(z + 0) = &(z), z ¢ehoz vyvodime z < &(z).
K ziskdni -G (z) < z nasledné staci aplikovat (pa7) a (pald). Struktura 0y z prvniho
paragrafu prokazuje nedokazatelnost nasi formule v RA.

u7)

u8) Za hledanou formuli miZe poslouzit napf. zapis

Ve, Yz <y&z#y) - (F)(c<z&z2<y&z#z& z#y)].

Negace zminéné formule je dokazatelnd v Robinsonové aritmetice protoze v disledku (ra3),
(rab) a III-2.22 mame

0<6(0) & 0+ &(0) & (Vr)z < G(0) — (x =0V z =&(0))].
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Modely teorie hustého linearniho uspotradani bez koncovych prvki jsou napf.
struktury usporadani racionédlnich a redlnych cisel; struktura usporadani celych
¢isel Z je modelem linearniho usporadani bez koncovych prvki, neni vSak husta
a struktury usporadani racionalnich a realnych ¢isel vétsich nebo rovnych 0 a men-
$ich nebo rovnych 1 jsou modely teorie hustého linedrniho usporadani, avsak tyto
struktury maji (oba) koncové prvky. Zkuste rozhodnout, zda modely nasi teorie
jsou struktury uspoiadéani racionalnich a redlnych ¢isel vétsich nez 0 a mensich
nez 1. — Uz jste se rozhodl? — Odpovéd je ,ano“.

k 3k %

Vratme se ted na chvili k problematice zkoumané ve druhém paragrafu, kde
jsme ukazali, Ze neexistuje zadné rekurzivni rozsiteni Peanovy aritmetiky, které by
bylo Gplné. V citovaném paragrafu jsme také uvedli, ze existuji rozsiteni Peanovy
aritmetiky, které maji jednu ze zbyvajicich dvou vlastnosti: teorie aritmetiky
intuitivnich pfirozenych ¢isel (neboli teorie s jazykem aritmetiky a soustavou
axiomil tvofenych systémem formuli, které jsou pravdivé v pfirozeném modelu)
je uplna a na druhé strané Peanova aritmetika sama o sobé je rekurzivni. Avsak
dosud jsme podrobnéji nezkoumali otazku, zda existuje rekurzivni iplna teorie.
Konstatovali jsme sice, ze takovouto teorii je napf. Presburgerova aritmetika,
soucasné jsme ale uvedli, ze prokézani jeji tiplnosti je natolik obtizné, ze se o né
nebudeme v nasem textu pokouset.

Stojime tudiz pred problémem nalézt teorii, o jejiz tplnosti a rekurzivnosti
se budeme schopni pfesvédcit. K tomu tcelu vysetiujme nejprve velmi jednodu-
chou ,teorii jednoho prvku® T'1. Tato teorie bude mit jazyk neobsahujici zadny
mimologicky symbol (takze jedingym predikdtem je rovnost) a jeji axiomaticky
systém je sestaven z jediné formule (Vz,y)(z = y).

V dalsim nas bude zajimat, zda pro kazdou dvojici modelt néjaké zkoumané
teorie vznikne jeden model pfeznacenim individui druhého modelu.

Prestoze by pojem , pfeznacenim individui“ mél byt intuitivné zrejmy, definujme ho
tury jsou izomorfni*:

Jsou-li My, Mp struktury pro néjaky jazyk L, pak budeme fikat, ze struktura My
vznikne preznacenim individui struktury My, jestlize existuje vzajemné jednoznacné
zobrazeni F' mnoziny M; na mnozinu Mas, které zachovava vSechny realizace pojmt
jazyka L, tedy napfiklad pro binarn{ predikiat < vyzadujeme, aby M; = a < b, pravé
kdyz My = F(a) < F(b) a pro bindrni funkci + pozadujeme, aby Mj = a+ b = c,
pravé kdyz Mp = F'(a) + F(b) = F(c).

Uvédomme si, ze rovnost neni pojmem jazyka, takze jsme nevznesli na zachovani
jeji realizace zadny pozadavek. To je v8ak v poradku, nebof vztah M; = a = b, pravé
kdyz Mp = F(a) = F(b) je jiz prosté dusledkem piedpokladu, ze F je vzdjemné
jednoznacné zobrazeni a faktu, Ze rovnost je realizovana skute¢nou rovnosti. I na tomto
nepodstatném detailu se ndm ukazuje, Ze je smysluplné nezahrnovat rovnost do jazyka.

Pokud mame dvé struktury, z nichz druha vznikne pfeznacenim individui
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prvé, musi v téchto strukturach byt pravdivé tytéz uzaviené formule® .

Priklad 1. Pro kazdou dvojici modelt teorie T'1 vznikne jeden preznacenim
individua druhého. Takze v libovolnych dvou strukturéach teorie T'1 jsou pravdivé
tytéz uzaviené formule, teorie je uplna.

Pro ukazani prvniho tvrzeni neni témér co prokazovat. Z predpokladu
M; E (Vz,y)(x = y) musi nutné byt M; jednoprvkovou mnozinou, Feknéme
M, = {a}. Analogicky existuje b tak, ze My = {b} procez staci definovat zob-
razeni F' definici F'(a) = b.

I prokazani druhého tvrzeni je velice jednoduché. Pifedstavme si, Zze mame
jakousi uzavienou formuli ¢ jazyka bez mimologického symbolu takovou, Ze neni
ani T'1 F ¢, ani T'1 = —p. Pak jak teorie T'1, —p, tak také teorie T'1,¢ jsou
bezesporné a tudiz podle véty o iplnosti maji modely. Druhy model vznikne pre-
znacenim individua prvniho modelu, v obou modelech plati proto tytéz uzviené
formule, coz je ve sporu s nasim predpokladem, Zze v prvnim plati formule —¢
a ve druhém formule ¢. Takze teorie T'1 je je tplna.

*

Zatim jsme uvedli dvé rekurzivni aplné teorie. Teorie T'1 je trividlni, nebot
popisuje svét s jedinym objektem. Naproti tomu prokazéni Gplnosti Presburge-
rovy aritmetiky jsme prohlésili za prilis obtizné pro nas text. Potfebujeme proto
vhodnou teorii, kde prokazani aplnosti nebude presprili§ obtizné a ktera bude
netrividlni (pozadujme napt. aby jeji modely mély nekone¢na univerza). Jisté jiz,
mily ¢tenéfi, odhadujete, ze jako priklad takové teorie autor zvolil teorii hus-
tého linearniho uspoiradani bez koncovych prvkd. Uvedena teorie je zcela jisté
rekurzivni teorii, nebot mé pouze Sest axiomii. Univerzum kazdého modelu je ne-
koneéné, protoze kazd4 linedrné usporadand koneénd mnozina ma nejvétsi (a také
nejmensi) prvek.

Konstrukce z nasledujiciho prikladu prokazuje tplnost nasi teorie. Tato kon-
strukce je zafazena do textu nejen jako prostiedek prokazani jednoho konkrétniho
tvrzeni, avSak zejména z diivodu, Ze predvadi jednu z ¢asto uzivanych matematic-
kych metod, tzv. metodu zig-zag (spravné ¢esky snad tam a zpét, anglicky back

2) Tvrzeni je velice nazorné, pokud nékdo trva na podrobném predvedeni, nezbude mu nez
predpokladat existenci vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni F' s popsanymi vlastnostmi
a dokazovat metamatematickou indukci podle slozitosti formule ¢(z1,...,2k), Ze pro
libovolna individua ai,..., a, prvé struktury mame My = olai,..., a,], pravé kdyz
kvantifikaci: Jestlize My = (3z)p[aq, ..., an], pak existuje alespon jednou individuum a
takové, ze My E ¢[a,ai,...,a,] a indukéni predpoklad ndm zaruéi pravdivost
My = ¢[F(a),F(ai),...,F(a,)], procez Mp = (3z)p[F(ai),...,F(a,)]. Je-li naopak
Me = (3z)p[F(a1),...,F(ay)], existuje alesponi jedno individuum b struktury My ta-
kové, ze Vb | ¢[b, F(ai1),...,F(ay)]. Zobrazeni F' je zobrazenim na Ma, existuje tedy

individuum a, jez je vzorem individua b (tj. F(a) = b), a pro toto a tudiz mame
Mo E ¢[F(a),F(ai),...,F(ay)], coz podle indukéniho predpokladu opét implikuje
M; E ¢la, ai, ..., ay] a nasledné dostavame M = (3z)play, ..., ay].
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and forth). Konstrukce uzivajici tuto metodu probihaji v postupnych krocich,
pfi¢emz v prvni ¢asti jednoho kroku se stardme o jeden systém objektd (v na-
Sem pfipadé o univerzum prvniho modelu) a ve druhé ¢asti téhoz kroku o druhy
systém objekti (v nasem piipadé o univerzum druhého modelu). Nebudeme se
pokouset o presnou obecnou definici, z pfedvedeného prikladu bude lépe vidét,
0 co se jedna.

Priklad 2. Predpokladejme, Ze mame dva modely My , Mo teorie hustého linearniho
usporadani bez koncovych prvki a necht jejich universa jsou po fadé mnoziny
M = {an;n je metamatematické pfirozené éislo} \Y1 Mo
My = {bn;n je metamatematické pfirozené €islo} ap— ]

a Ze pro ruzna metamatematickd cisla n, m jsou od as s
sebe rtzna jak individua an, am, tak také individua 3 b b11s
by, bm. UkdZeme, Ze model My vznikne pfeznacenim as /

individui modelu My . Nésledné nahlédneme, Ze teorie
hustého linearniho uspotradani bez koncovych prvki je

b b

Gpln4. ag bo
Zadané zobrazeni F' budeme sestrojovat rekurzi
postupné v krocich. Konstrukci zahdjime tim, ze in- as7 » bs

dividuu ag struktury My prifadime individuum bg
struktury My, tj. polozime F(ag) = bg. V prvém
kroku se budeme starat o individuum a; struktury My
a o individuum by struktury Mp. Individua ag a a;
jsou ve smyslu modelu M; srovnatelna (M; je modelem
linedrniho uspotradéni), tedy budto mame My = ag < aj, nebo M = a; < ap; v sou-
hlase s diagramem 1 predpokladejme prvni pripad. ProtoZze ve smyslu modelu My ne-
existuje posledni prvek, musi existovat individuum b takové, ze Mo =bg < b & by # b.
Abychom dosahli jednoznac¢nosti, zvolme to individuum s uvedenou vlastnosti, které ma
nejmensi index. Podle naseho diagramu takovato volba vybrala individuum bs. Indivi-
duu a; tedy pfifadime individuum bg, tj. polozime F(a;) = ba. V druhé éasti prvniho
kroku se mame postarat o individuum by a pro toto individuum podle prvniho diagramu
mame Mp = b; < bg. Protoze ve smyslu modelu prvniho modelu neni individuum ag
nejmensi, mizeme zvolit individuum a, pro které jest M; = a < ap & a # ag; opét pro
urcitost zvolime z individui s popsanou vlastnosti to, jez ma nejmensi index — diagram
tvrdi, ze takovéato volba vybere individuum as;. Takze definujeme F(as7) = bj.

Ve druhém kroku je nasi povinnosti se postarat o individua as a bg. Diagram
ukazuje, ze ve smyslu prvniho modelu se individuu as nachazi mezi individui ag, a;
(v symbolech Mj = ap < az & az < aj) a je od nich razné. Individuu as chceme
prifadit to individuum b s nejmensim indexem, pro které mame

Mo Ebp<b&b<b; &byg#b&b#D;.

Prvni diagram oznamuje, ze takovymto individuem je bii13; definujeme proto
F(az) = by13. Ve druhé éasti druhého kroku se mame zabyvat individuem ba. Toto
individuum je vSak jiz zobrazenim F jakémusi individuu modelu M; pfifazeno, procez
v této Casti konstrukce jiz nemusime nic vykonat.

Ve tretim kroku si nejprve uvédomime, ze podle naseho diagramu predpokladame
M; E a2 < az & a3 < a; a prifadime individuu as to individuum b, které ma nejmensi

» by

Diagram 1
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index z téch, jez spliiuji My =b113 < b & b < by & by13 # b & b # ba. Takovito
volba je moznéa v disledku hustoty usporddani ve druhém modelu. Zcela analogicky
najdeme individuum a, jez ma nejmensi index z téch, které splnuji

M Fasr<a&a<ag&asr#a&a#ag

a tomuto individuu pfifadime individuum bs.

Nejpozdéji v n-tém kroku se postarame o individua an, by, kazdému individuu
z prvniho modelu je proto pfifazeno zobrazenim F' pravé jedno individuum druhého
modelu, kazdé individuum druhého modelu ma vzor pii zobrazeni F' a zobrazeni F
zachovava usporadani. Sestrojenim zobrazeni s témito vlastnostmi jsme prokézali, Ze
libovolny spocetny model teorie hustého linedrniho usporadani bez koncovych prvka
vznikne z kteréhokoli jiného spocetného modelu téze teorie pfeznacenim individui.

K prokazani tplnosti teorie hustého linedrniho uspotradani bez koncovych prvki
nyni stac¢i zopakovat avahu ze zavéru prvniho prikladu, avsak s malym dopliikem. Pred-
pokladdejme, ze uzaviena formule ¢ jazyka teorie usporddani neni v teorii hustého linear-
niho usporadani bez koncovych prvka ani dokazatelna, ani vyvratitelnd. V takovém
pripadé jsou jak teorie hustého linedrniho uspoifadani bez koncovych prvka s formuli
- jakozto dodateénym axiomem, tak také teorie hustého linedrniho uspotaddani bez
koncovych prvku s dodateénym axiomem ¢ bezesporné a tudiz podle véty o tplnosti
maji po fadé modely M; a Mp. Pfitom podle dodatku k vété o uplnosti (viz §2 kap. II,
tzv. Lowenheim-Skolemova véta) mtizeme navic pfedpokladat, Ze oba modely jsou nej-
vySe spocCetné, tj. ze je mozno individua kazdého z nich ocislovat pfirozenymi cisly.
K ocislovani nestaci prirozena ¢isla mensi nez pevné dané prirozené éislo, jiz jsme totiz
konstatovali, ze zadny model teorie hustého linedrniho usporadani bez koncovych prvki
neni kone¢ény. Modely My , My jsou proto tvaru popsaného v zadéani prikladu a jeden tu-
diz vznikne pteznac¢enim individui druhého. TakZe v nich plati tytéZz uzaviené formule,
coz je ve sporu s nasim puvodnim predpokladem. Teorie hustého linedrniho usporadani
bez koncovych prvki je aplna.

k 3k %

V prvnim paragrafu jsme sestrojili fadu modeld Robinsonovy aritmetiky
a v nékolika z nich jsme dokonce prozkoumali vlastnosti realizace predikatu <.
Zjistili jsme, ze v rtiznych modelech RA ma realizace predikatu zcela rizné vlast-
nosti, nékteré pripady byly popsany v diagramech 2—6. Naproti tomu vlastnosti
realizaci predikatu < v modelech Peanovy aritmetiky jsme vtibec nezkoumali
a nyni hodlame ukézat, Ze se tak stalo z dobrého diivodu — vSechny realizace
predikitu < ve spocetnych modelech PA jsou si podobné.

Nejprve si uvédomme, ze néasledovnik &(z) ¢isla x v Peanové aritmetice je
néasledovnik také ve smyslu usporadani, tj. S(x) je ostfe vétsi nez x a mezi prvky x
a &(z) se jiz dalsi prvek nenachézi — v symbolech

(1)) v<6(r)&z#6(x)&-Fylr<y&ky<6)&z#yly#6()

Uloha 9. Dokazte formuli (ii) v Peanové aritmetice. Navod: Pro dokazéni
zavéreéného konjunktu uzijte (pal0) a (ral).

49) Nerovnost z < &(z) plyne podle RA8 z rovnosti G(0) + z =z + &(0) = &S (z+0) = & (z);
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Zkoumejme jedno pevné zvolené nestandardni individuum a v modelu M
Peanovy aritmetiky. Uvazme mnozinu (,vysek®) Z,, jez se sklada z tohoto in-
dividua, jeho nasledovnika, nasledovnika jeho nasledovnika atd. a dale z jeho
predchidce, pfedchtidce jeho pfedchtidce atd. Jinymi slovy prvky ,vyseku* Zg
jsou vSechna individua tvaru Sy(...Sy(a)...) a vSechna individua b, pro které
je Gp(...6um(b)...) = a, kde pocet znakt Sy je jakékoli (metamatematické)
pfirozené ¢islo — jesté jednou totéz: jsou to individua tvaru a +p n a tvaru
a —yv n, kde n je (metamatematické) ptirozené éislo. ,Vysek“ Z, je pomoci rea-
lizace predikatu < v modelu M usporadan naprosto stejné jako jsou usporadana
celd ¢isla 7 (kazdé celé ¢islo ma nésledovnika i pfedchidce).

Takze kolem kazdého nestandardniho individua jsou dalsi individua usporé-
déana stejné jako jsou usporadana cela c¢isla 7 kolem 0. Abychom popsali uspora-
dani zadané realizaci predikatu < musime jesté vysetrit, jak jsou vzajemné uspo-
fadany® tyto ,vyseky“ podobné celym ¢islim. Ukézeme, Ze tyto ,viseky“ urcené
nestandardnimi pfirozenymi ¢isly jsou ve spocetném modelu Peanovy aritmetiky
uspoiradény jako raciondlni ¢isla.

Nejprve si uvédomme, Ze neexistuje posledni ,vysek“, nebof pro kazdé nestan-
dardni individuum a je ,vysek® Za.,a vEtsi nez ,vysek“ Zq (protoze pro kazdé pfi-
rozené ¢islo n je a 4+ n ve smyslu modelu ostfe mensi nez 2 -\ a). Zcela analogicky
neexistuje nejmensi ,,vysek* uréeny nestandardnim individuem: pro kazdé sudé nestan-
dardni individuum a existuje individuum b (opét nestandardni) takové, ze a =2 - b
a ,vysek* Zy je mensi nez ,vysek“ Zq (protoze pro kazdé pfirozené éislo n je b +pn
ve smyslu modelu ostfe mensi nez 2 -y b = a). Tentokrat vSak musime jesté uvazit,
Ze alespori jedno z ¢isel a a a 4y 1 je sudé (viz piiklad 14 z prvniho paragrafu prvni
kapitoly) a ze individua a a a +y; 1 uréuji tyz ,,vysek* (v symbolech Za = Zgqiy1)-
Jako posledni fakt nahlédnéme, Ze ,vyseky“ jsou usporfddany husté. Pro libovolna dvé
sudd nestandardni individua a <pg b (urcujici rizné ,vyseky* Za a Zyp) lze totiz zvolit
individuum c tak, ze M = ¢ = a'g—b a pro takové c je ,vysek“ Z¢ mezi ,vyseky“ Za
a Zyp. Pro kazdé metamatematické prirozené c¢islo n je totiz a+yyn ve smyslu modelu M
ostfe mensi nez %b a %b +n n je ve smyslu modelu ostfe mensi nez b).

Uspotradani individui pomoci realizace predikatu < v kaZdém spocCetném ne-
standardnim modelu Peanovy aritmetiky popisuje nasledujici diagram. Na po-
¢atku jsou intuitivni pfirozend disla (standardni model N). Za nim néasleduji
wvyseky“, které jsou usporadény jako racionélni ¢isla (v diagramu indexujeme
individua, kterd urc¢uji jednotlivé ,vyseky*, raciondlnimi ¢isly 0, 1, -1, 1/2, -1/2,

nerovnost z # G&(z) je formuli (pald). Je-li z < y & y < 6(z), existuji v disledku RAS8
u,v tak, Ze u+z =y av+y = G&(z). V takovém piipadé¢ jev+u+z = S(z) = G(0) + =
(viz rovnosti vyse), a tedy v + u = G(0) podle (pal0). Pfredpokladame-li u # 0, musi
existovat w takové, ze G(w) = u, pak viak G(v + w) = v + G(w) = G(0) a nésledns
v+ w = 0 (dle RA2). Tvrzeni (ral) zarucuje v tomto pfipadé v = 0. Ukéazali jsme
u=0Vv=0,tj. z=yVy=G6(z).

Definice usporadani ,vyseki“ chapejte intuitivné, pfesné bychom definovali, ze ,,vysek* Zq
je mensi nebo roven ,,vyseku“ Zy, jestlize a je ve smyslu modelu M mensi nebo rovno b.
(Rovnost Zq = Zp vsak neimplikuje a = b.)

3)
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...). Moznost uspotradat ,vyseky“ jako racionalni ¢isla je disledkem vysledku
prikladu 2 tohoto paragrafu.

a_; a_j/2 Ao Qg2 a;
L L L L e e
N VA VA VA 7 VA

Diagram 2

Na zévér jedno dirazné varovani: fakt, ze vSechny realizace predikatu <
ve spocetnych modelech Peanovy aritmetiky jsou si podobné viibec nic neiiké
o tom, zda jsou si podobné spocetné modely Peanovy aritmetiky. Popis pomoci
néasledovnika, s¢itani a ndsobeni je mnohem komplexnéjsi (pfinasi podstatné vice
informaci) nez pouhé usporadani definované na zakladé séitani. Je mozno uka-
zat, Ze spocetnych (tj. ,malych“) modelt Peanovy aritmetiky, které jsou na sebe
nepievoditelné preznacenim individui, je strasné moc (tato mnoZina je nespo-
¢etna, neboli je tak velikd, ze nemiize byt indexovana piirozenymi éisly).4) Takze
vlastnosti funkci nasledovnika, souc¢tu a soucinu nelze redukovat na usporadani.

k ok X

Za ,nejslabsi“ teorii popisujici dostatecné komplexné nekonecno se poklada
vhodna forma aritmetiky, neboli aritmetika byva povazovana za ,nejslabsi“ teo-
rii nekonec¢né matematiky. Na zcela opac¢né konci stoji teorie mnozin, protoze
celou matematiku je mozno vybudovat uvnitt vhodné formulované teorie mno-
zin, takze teorie mnozin predstavuje ,nejsilnéjsi“ z béznych teorii. Nejobvyklejsi
axiomatizace teorie mnozin je Zermelo-Fraenkelova teorie, k jejimuz popisu ted
piistoupime. Ucelem zavéru paragrafu je pouze predlozit axiomatiku Zermelo-
-Fraenkelovy teorie mnozin, abychom vidéli, ze je mozno zvolit pomérné maly
pocet principti a vrcholem nasi snahy bude naznacit vyznam téchto principu
a na jednom jediném prikladu piedvést jejich souhru. Nebudeme se vsak ani po-
kouset pokrocit dale v rozvijeni zakladu teorie mnozin a zadjemce odkazujeme na
hezky napsané tivodni paséze knihy [B-S].

Jazyk teorie mnozin se skldda z jediného bindrniho predikdtu € (soucasné
smime podle nasi dohody pouzivat i predikat rovnosti). Jako proménné probi-
hajici mnoziny je zvykem pouzivat znaky x,y, z,... Formuli z € y ¢teme ,x je
prvkem mnoziny y“. Za axiomy Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin ZF se
prijimaji nasledujici formule ZF1—- ZF3, ZF5, ZF6 a formule ze schématu ZF4:

ZF1 (Vz,y)[(Va) (g ez =g € y) =z =y];
tato formule se nazyva axiom extenzionality. Pro vysvétleni jejiho vyznamu
je kli¢ové si uvédomit smysl podformule (Vq)(q € = = q € y), jez vypovida, Ze x

4) Existenci dvou (a dokonce nekoneéné mnoha) na sebe nepreveditelnych modeld Peanovy
aritmetiky si muzete jednoduse prokazat na podkladé Godelovy véty o netplnosti aritme-
tiky; prokazat tvrzeni v plné sile vyzaduje dalsi ideje.
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a y maji presné tytéz prvky, tj. nelze je rozliSit pomoci nalezeni do nich. Axiom
tedy vyhlasuje, ze dvé mnoziny jsou si rovny, maji-li tytéz prvky. Takze v teorii
mnozin nemuze rozliSit mnoziny nic jiného nez naleZeni, jinymi slovy: mnozinu
ztotoznujeme se systémem jejich prvkd.

Formule

ZF2 (Vz)(32)(Vq)[q € 2 = (Fu)(q € u & u € z)];

se jmenuje axiom sjednoceni (pouziva se také sumy). Rekli jsme, Ze mnozinu x
chépeme jako systémem jejich prvki, mtzeme vSak vytvorit také systém prvki
prvkd mnoziny z, tj. systém vSech objektt ¢ s vlastnosti (Ju)(q € u & u € x).
A nas axiom vyzaduje, aby tento systém byl néjakou mnozinou z. Zdraznéme,
ze ne kazdy systém objektl, ktery nas napadne, je mnozinou; pouze vhodné
vytvorené systémy piijimame jako mnozZiny. A axiom sjednoceni vypovida, Ze
systém prvkd prvka jakékoli mnoziny je vhodné vytvoreny systém.

Podformule (Vg)[g € z = (Ju)(q € v & u € z)] Tik4, Ze z je systémem
prvka prvkd mnoziny z. Pro kazdé x je existence takovéto mnoziny z zarucena
axiomem sjednoceni a na druhé strané je takovato mnozina urcena jednoznacné
na zakladé axiomu extenzionality. Podle tvah z konce druhého paragrafu kap.
IT mizeme jazyk teorie mnozin obohatit o undrni funkci sjednoceni, jez kazdé
mnoziné x pfifazuje mnozinu | Jx vSech prvka prvkd mnoziny x. Vam, mily ¢te-
nari, je vSak pravdépodobné mnohem znaméjsi binarni funkce x Uy, ktera dvéma
mnozindm x a y prifazuje mnozinu obsahujici vsechny objekty, které jsou prvky
mnoziny x nebo mnoziny y (tzv. sjednoceni mnozin z a y). Nahlédnéte, ze za ptred-
pokladu existence mnoziny {x,y} obsahujici pfesné dva prvky z a y, je mozno
polozit © Uy = | J{z,y}, procez pojem funkce | J je obecnéjsi.

Axiomem potence se nazyva formule

ZF3 (Vz)(32)(Vg)lg € z = (Vu)(u € ¢ — u € x)].

Kli¢em k pochopeni vyznamu axiomu potence je podformule (Vu)(u € ¢ — u € x).
Ta vyjadiuje, ze kazdy prvek mnoziny ¢ je rovnéz prvkem mnoziny x, tedy Ze ¢
je podmnozinou (¢asti) mnoziny x. Axiom pak fikd, ze systém vSech podmnozin
dané mnoziny je vhodné vytvoreny systém a Ze je mnozinou. Opét je mozno
obohatit jazyk teorie mnozin o novou funkci pfifazujici mnoziné x jeji potenci
PB(x), tj. mnozinu vsech jejich podmnozin (P je gotické P).

Ze zakladnich principd teorie mnozin hledali matematici nejdéle vhodnou
formulaci principu dnes zvaného schéma nahrazeni. Tento princip vyzaduje,
abychom pro kazdou formuli ¢ jazyka teorie mnozin® piijali jako axiom formuli

ZF4 (Vq,q',u)[(p & p(q/qd")) — q=q'] = (V2)(32)(Vg)[g € 2 = (Fu)(u € x & p)].

5) abychom byli v souladu s intuitivnim niZze popsanym vyznamem, predpokladame, zZe ve
formuli se nevyskytuji proménné ¢’ a z
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Zacnéme opét od vyznamu vyznacné podformule, tentokrat formule

Vg, ¢, u)l(e & ©(q/q)) = ¢ =q]-

Predstavujme si, ze formule ¢ popisuje néjaky vztah mezi proménnymi u a ¢
(a mé pripadné dalsi proménné jako parametry). Chceme-li vyjadfit, ze k jed-
nomu u je ve vztahu ¢ nejvyse jedno ¢, pfedstavime si, Ze jsou takova dve, jesté
napft. ¢’, coz vyjadiime konjunkci ¢ & p(q/q’) (formule ¢(q/q") vznikla nahraze-
nim proménné ¢ proménnou ¢’ vyjadfuje, Ze ve vztahu s u je ¢’) a pak napiSeme,
ze v takovém piipadé musi byt objekty ¢ a ¢’ objektem jedinym. To je pravé smysl
zkoumané podformule, jez tedy vyjadiuje, ze ve vztahu s kazdym jednotlivim u
je nejvyse jeden objekt q.

Ted uvazujme vhodné vytvoreny systém objektt, které jsou prvky mno-
ziny x. Ke kazdému objektu u z tohoto systému pfirazuje formule ¢ nejvyse
jeden objekt ¢q. Axiom pfislusny formuli ¢ vypovida, Ze systém prifazenych ob-
jektl je vhodny, tzn. Ze existuje mnozina, jejiz prvky jsou pravé objekty tohoto
systému.

Myslenku si objasnime na velice dtlezitém prikladu, ktery vSak neni typicky.
Obvyklé je, ze formule udava skutecné néjaky vztah mezi v a ¢ a Ze mnoha u je
néjaké ¢ prirazeno. Ted budeme uvazovat jako ¢ formuli u = u & ¢ # ¢. Podle
axiomu rovnosti neexistuje ¢ s vlastnosti ¢ # ¢ a proto nase formule proménné u
nepftifazuje zadny objekt. At vezmeme jakoukoli mnozinu x, tak systém vsech
objektil pritazenych prvkiim mnoziny = je prazdny, takze schéma nahrazeni pti
této aplikaci zarucuje, Ze existuje mnozina, kterd nemé zadny prvek. Podle axiomu
extenzionality je takovato mnoZina jedind a je zvykem ji znadit () a nazyvat —
samoziejmé — prazdnou mnozinou.

Ukéazeme, Ze formule

ZF5 (An)lexz& (Vy)((yex— (F)zex & (W)(vez=(veyVu=y))])]

si zaslouzi nazev axiom nekonec¢na. Postulovand mnozina x je neprazdnd, mé
totiz prazdnou mnozinu jako svilj prvek. Nadto musi mit prvek z; takovy, ze

Vo) (v ez =(wedVov=0)),

tzn. mnozinu z; obsahujici jako jediny prvek prazdnou mnozinu a dale musi mit
jako svij prvek mnozinu zy s vlastnosti (Vv)(v € 20 = (v € 21 Vv = 21)),
neboli mnozinu jejimiz prvky jsou prvky mnoziny z; a mnozina z; sama, a jesté
navic musi byt prvkem mnoziny x mnozina z3, jejimiz prvky jsou prvky mnoziny
Zo a mnozina 2o sama atd. Takto sestrojime rekurzi nekoneéné mnoho prvka
(0,21, 22, 23,... mnoziny z. D4 se ukizat, Ze vSechny tyto prvky jsou od sebe
rtzné. Mnozina x mé tudiz nekoneéné mnoho prvkd, tj. je nekonec¢né.

Axiom fundovanosti (regularity) je trochu techni¢téjsi a jeho tkolem je za-
branit existenci patologickych mnozin. Predstava, ze prvky mnoziny by mély byt
znamy diive nez uchopime jejich systém jako celek, je zcela pfirozena a vylu-
¢uje napr. moznost, ze mnozina je svym vlastnim prvkem. AvSak axiom vylucuje
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nejen existenci mnoziny, jez je svym prvkem, ale také existenci mnoziny, ktera je
prvkem svého prvku atd. Axiomem je formule

ZF6 (Vz)(Fy)(y € ) — Fy)ly € 2 & (Vg)(g €y — —q € z))])

vypovidajici, Ze pokud mnozina ma vibec néjaky prvek (tj. je neprézdnd), pak
ma také prvek, ktery jiz nemé spoleény prvek s ptivodni mnozinou.

Velmi casto se mezi axiomy zafazuje také axiom dvojice, tzn. pozadavek aby
pro kazdé dva objekty x,y existovala mnozina z obsahujici jako své prvky prave
tyto dva objekty (pro takovouto mnozinu se pouziva znak {x,y}). UkdZeme si, Ze
pridéni tohoto axiomu je nadbytecné a zpiisobuje ztratu nezavislosti axiomatic-
kého systému, tj. prokazeme dokazatelnost axiomu dvojice v Zermelo-Fraenkelové
teorii mnozin. Pfipomenme, Ze uzivse axiom extenzionality a schéma nahrazeni
jsme definovali konstantu () zvanou prazdna mnozina.

Priklad 3. Spocitame nejprve pocet prvki potence prazdné mnoziny, tzn.
pocet prvki mnoziny P(0). K tomu tcelu potiebujeme zjistit vSechny podmno-
ziny prazdné mnoziny, tj. vSechny mnoziny, jejichz vSechny prvky jsou také prvky
prazdné mnoziny. Ziejmé zadné neprazdna mnozina neni podmnozinou prazdné
mnoziny a sama prazdnd mnozina je svou podmnozinou. Takze mnozina PB(()) ma
pravé jeden prvek totiz prazdnou mnozinu; zdtiraznéme, ze B(() je neprdzdnd.

A ted zjistéme, jaké prvky md potence potence prazdné mnoziny, tedy mno-
zina zapsatelnd ve tvaru PB(P(0)). Protoze mnozina JP(#) ma jediny prvek, ma
pouze dvé podmnoziny, totiz prazdnou mnozinu a sebe sama. Mnozina B (B(0))
ma tudiz pfesné tyto dva prvky.

Priklad 4. Prokazme, ze pro kazdé dva objekty xz,y existuje mmnozina,
kterd ma za své prvky pravé tyto zadané objekty. (Pfipad z = y se nevy-
lucuje.) K tomu ucelu vyuZijeme jednak schéma nahrazeni a jednak existenci
dvouprvkové mnoziny prokidzanou v pfedchozim piikladu. Pro porozuméni kon-
strukci formule ¢ uvedme explicitng, Ze dva prvky sestrojené mnoziny jsou ()
a P(0). Uvazme zobrazeni, které prazdné mnoziné () ptifazuje objekt z a mno-
ziné P()) piifazuje objekt y. Takovéto zobrazeni je popsané formuli ¢(u, q) tvaru
(u=0& qg=12)V(u=P®) & g = y). Systém obrazi mnoziny P(P(0)) pii
popsaném zobrazeni je piresné mnozina skladajici se z objektt z, y.

Axiomaticky systém Zermelo-Fraenkelovy teorie mnoZzin méa pét formuli
a jedno schéma. Je mozno ukazat, ze zddny princip nelze vynechat bez oslabeni
systému. Dokonce vSak neni mozno ani omezit schéma nahrazeni na konecné
mnoho piipadi, tzn. Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin neni kone¢né axiomati-
zovatelna (viz [Mos]).
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ZAVER

Vsechno zkoumejte, dobrého se drite,. . .

Pavel z Tarsu 1Te 5,21

51
JEDINA LOGIKA?

V naSem textu jsme se snazili popsat zékladni vychodiska klasické matema-
tické logiky. Pochopitelné v mnoha smérech jsme mohli pouze osvétlit zaklady;
je nutné si také uvédomit, ze jsme se nékterymi celymi partiemi logiky viibec ne-
zabyvali nebo jsme se jich jen letmo dotkli — jako podstatny priklad takovychto
¢asti logiky mohou slouzit napf. teorie modelt nebo teorie rekurze.

Na zavér jsme vsak povinni se jeSté zabyvat otazkou, zda existuji i zadsadné
jina smysluplna pojeti logiky. Naznacenim jinych moznych smért vsak naprosto
nezpochybniujeme vysadni postaveni systému, kterym jsme se zabyvali az do-
dtsledkd a je tim nejbéznéji prijimanym. Nyni chceme prosté jen ukazat jiné
mozné pohledy na svét, které jsou popisovany jinymi logickymi systémy. S dosud
zkoumanym systémem, jakozto zakladni mirou, je vhodné alternativni pfistupy
neustale pométrovat.

*

V fadé pripadi nejspravnéjsi odpovéd na otdzku po pravdivosti vyroku je
yhevim®. Nadto v praktickém zivoté si Casto nejsme zcela jisti, zda tvrzeni je
urcité spravné: napi. mnohokrat fekneme, Ze pacient mé témér jisté tu nebo
onu nemoc, avSak jakousi pochybnost stale citime. Popis uvazovani popsaného
typu vede k vicehodnotové logice — kromé hodnot ,pravda“ a ,nepravda“,
které jsme pripoustéli dosud, pripustime napf. hodnotu ,nevim“ nebo hodnoty
udévajici (napf. v procentech) stupei naseho presvédéenil).

Nejznameéjsim a také nejstarsim predstavitelem vicehodnotovych logik je lo-
gika trojhodnotova, kde je zvykem tfeti hodnotu (¢asto oznacovanou jako 1/2)
chapat jako ,nevim“. V naSem textu jsme se jiz jednou s trojhodnotovou logi-
kou setkali, a to v dodatku k prvni kapitole. Toto setkani vsak bylo ryze tcelové
a umoznovalo prokazat nezavislost nékterych principi klasické logiky.

Pii popisu sémantiky trojhodnotové logiky je potfeba mj. popsat ohodno-
ceni negace formule, a to pouze na zdkladé ohodnoceni formule samotné (srovnej

1) Zakladni praci je [E2], historicky prvni [L1], viz také [Po]
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analogicky pozadavek formulovany v §1 kap. I pro pfipad dvouhodnotové logiky).
Jednd se zejména o pripsani pravdivostni hodnoty negaci formule v pfipadé, ze
formule samotna je hodnocena ,nevim“ (tj. v symbolech jestlize v(A) = 1/2)
— pro formule nabyvajici pravdivostnich hodnot , pravda“ a ,nepravda“ se hod-
nota negace definuje vétsinou jako v klasickém pripadé, tzn. negace pravdivé
formule je hodnocena jako nepravdivd a negace nepravdivé formule je hodno-
cena jako pravdivd (viz prvni tabulku §1 kap. I). Je-li formule A ohodnocena
hodnotou ,nevim“, jsou mozné tii zptsoby ohodnoceni jeji negace: ,pravda“,
ynevim® a ,nepravda“. Prostfedni definice je nej¢astéjsi (viz druhou tabulku §3
kap. I), navrhl ji J. Lukasiewicz a opira se o pfedstavu, Ze neznédme-li pravdivost
formule, nemtzeme znat ani pravdivost jeji negace. Uzivany jsou vSak i druhé dvé
moznosti; tabulka pravdivostnich hodnot negace dodefinovand pomoci v(—A) =1
pro formuli A hodnocenou v(A) = 1/2 popisuje tzv. optimistickou negaci (negace
hodnoty ,nevim* je optimisticky definovana jako ,pravda“) a posledni moznost je
pak samoziejmé nazyvana negaci pesimistickou (viz devatou tabulku §3 kap. I).

Zakladni tabulka pravdivostnich hodnot pro jakoukoli binarni spojku jiz
musi obsahovat 3 - 3 polozek. Nejcastéjsi tabulky pro implikaci popisuji pojeti
Lukasiewicze, Kleeneho a Heytinga. Tabulky pravdivostnich hodnot implikace
Lukasiewicze a Heytinga jsme sice jiz uvedli v §3 kap. I, zopakujeme je vSak
v prvni tabulce, abychom vam, mily ¢tenaii, umoznili jejich pohodlné srovnani.

Ve vsech tfech pojetich pravdivostnich hodnot implikace se zachovavaji in-
tuitivni pravidla ,implikace, jejiz antecedent je nepravdivy, je pravdiva“, ,im-
plikace, jejiz konsekvent je pravdivy, je pravdiva“, a ,implikace, jejiz antecedent

je pravdivy a konsekvent ne- p q P—=ELd |P—KA4|P—HA
pravdivy, je nepravdiva®“, kte- 0 0 1 1 1
razto pravidla jsme zdtvodiio- 0 1/2 1 1 1
vali jiz v prvnim paragrafu ce- 0 1 1 1 1
lého textu. Hodnoty implikace 1/2 0 1/2 1/2 0
na ¢tvrtém, patém a osmém 1/2 1/2 1 1/2 1
radku tabulky vpravo jsou 1/2 1 1 1 1
v tom kterém sloupci disled- 1 0 0 0 0
kem motivaci autori pravdi- 1 1/2 1/2 1/2 1/2
vostnich tabulek (i kdyz 1 1 1 1 1
vSechny motivace vedly v os- Tabulka 1

mém Fadku k témuz vysledku).

Zcela jednoducha je motivace Kleeneho (prostfedni sloupec): jestlize neznam
pravdivostni hodnoty formuli a neni-li hodnota urcena vyse zopakovanymi intui-
tivnimi pravidly, je hodnota implikace ,nevim®.

Lukasiewicz vychézi ve svych tvahach z vyrokd o budoucich udélostech
a konstatuje, ze takové vyroky v pritomném okamziku nejsou ani pravdivé, ani
nepravdivé (pokud udélost neni nutné, nebo naopak nemoznd); hodnotu 1/2 in-
terpretuje jako ,,moznost“. Vyrok , Jestlize budu od této chvile za rok ve Varsavé,
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pak 1+1=>5.“ se stane od této chvile za rok pravdivym, kdyz ve Varsavé nebudu
a nepravdivym, kdyz tam budu. Tedy v pravé probihajicim okamziku jej musim
chapat jako ,mozny*“. Motivovali jsme pravdivostni hodnotu ve ¢tvrtém radku
Lukasiewiczovy tabulky pravdivostnich hodnot implikace, hodnota v fadku 8 se
motivuje zcela analogicky. Pfi motivaci patého fadku je vhodné, podle mého na-
zoru, uzit jesté pozadavek, ze popsat ohodnoceni implikace sm? zdviset pouze na
pravdivostnich hodnotach antecedentu a konsekventu. Prijeti tohoto pozadavku
umozni zkoumat jednu specialni implikaci, totiz ,Jestlize budu od této chvile za
rok ve Varsavé, budu od této chvile za rok ve Varsavé.“ (antecedent je totozny
s konsekventem). Zminéné implikaci ddme bez vdhéani pravdivostni hodnotu 1,
a uvedeny ptiklad nas tudiz nabadé vyplnit paty fadek Lukasiewiczovy tabulky
hodnotou 1.

Heytingova tabulka pravdivostnich hodnot implikace byla motivovana intu-
icionistickou logikou, o které pojednédme trochu pozdéji.

Velice dtlezitym vysledkem klasického vyrokového poc¢tu bylo nalezeni vyvozova-
cich principt vyrokového poctu takovych, zZe za jejich pomoci jsou dokazatelné presné
vSechny tautologie (viz Postova véta o tplnosti §1 kap. I). Vyvozovaci principy, je-
jichz pomoci dokdzeme presné vsechny tautologie sémantiky zadané Lukasiewiczovou
tabulkou pravdivostnich hodnot implikace a obvyklou trojhodnotovou tabulkou pravdi-
vostnich hodnot negace (viz druhou tabulku §3 kap. I), nalezl Mordchaj Wajsberg2).

P1i zkouméni pojeti logiky rtizné od logiky klasické je tieba znovu vySetfovat od-
povédi na bézné otazky, protoze i mald zména pojeti logiky muze zcela zménit prislusné
odpovédi.

Ted uvedme jediny pfiklad, pro ktery jiz mame vSechny podklady pripravené. Na
pocatku tretiho paragrafu prvni kapitoly jsme nahlédli, ze v klasickém dvouhodnotovém
vyrokovém poctu jsou vSechna mozné spojeni dvou vyrokil zapsatelnd pomoci negace
a implikace. V zavéru téhoz paragrafu v uloze 15 jste mél ukazat, vazeny Ctendfi, Ze
v Lukasiewiczové sémantice tomu tak neni. Odpovéd ,ano“ se tedy pridanim jediné
dodate¢né pravdivostni hodnoty zménila na odpovéd ,ne“. (Poznamenejme, Ze Jerzy
Stupecki prokézals), 7ze k negaci a implikaci postacuje pfidat jedinou unarni spojku,
a to spojku pfifazujici véem tfem pravdivostnim hodnotdm hodnotu 1/2; abychom mohli
pomoci téchto spojek jiz vyjadrit vSechna mozné spojeni dvou vyrokd v Lukasiewiczove
sémantice, a nadto Stupecki nalezl axiomatiku — v jazyce obsahujicim negaci, implikaci
a pfidanou spojku — viéi niz je Lukasiewiczova sémantika korektni a tplna.)

*

2) Wajsbergtiv systém axiomi byl publikovan v praci [W] a sklad4 se z axiomd tvaru VP1,
VP3, tranzitivity implikace, tj. formuli tvaru (P — Q) — [(Q — R) — (P — R)] a formuli
tvaru [(P — =P) — P] — P. Odvozovacim pravidlem je modus ponens. Vysledky tiloh 8
a 9 §3 kap. I tudiz prokazaly lehé¢i cast Wajsbergova vysledku, totiz, Ze vSechny jeho
axiomy jsou korektni v Lukasiewiczové sémantice. Vzhledem k Stupeckého vysledku, jenz
uvedeme za okamzik, je tfeba zddraznit, Ze Wajsbergova axiomatika uziva jen spojky
negace a implikace.

Vysledek byl oznamen v praci [Sl]; jeho podrobnéjsi popis a rozbor nalezne ¢tenaf napt.
v §5.3 knihy [M]] a §3.4 knihy [Pe].

3)
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K vicehodnotovym logikdm je tfeba prifadit fuzzy logiku, kterda ma poné-
kud jina ideové vychodiska nez motivace Lukasiewicze, Kleeneho a Heytinga®).
Snahou je popsat neurcitost, se kterou se dennodenné v bézném zivoté setkavame.
Pravdivostni hodnota formule pak udéava stupen naseho presvédceni, Ze vySetio-
vany vyrok je pravdivy. Velice ¢asto se za pravdivostni hodnoty berou realné ¢isla
z uzavieného intervalu <0,1>, tzn. ta realnd cisla, pro které plati 0 < x < 1.

Jakmile pfipustime vice moznosti pravdivostnich hodnot, je samoziejmé, ze vy-
razné vzroste pocet moznych zpusobu definic zdkladnich pravdivostnich tabulek vy-
rokovych spojek. PopiSme nyni t¥i vyznacné zpusoby ohodnoceni konjunkce a negace
uzivané v sémantice fuzzy logiky (na zdkladé ohodnoceni konjunkce a negace se jiz
dohodnutym zptisobem definuji pravdivostni tabulky pro ostatni vyrokové spojky).

V prvni sémantice (tzv. Lukasiewiczovy fuzzy logiky) ohodnocujeme

konjunkci p & q hodnotou maz(0,z +y —1) kde z,y jsou po Fadé pravdivostni
hodnoty proménnych p, q
negaci —p hodnotou 1—=z kde z je pravdivostni hodnota pro-
ménné p
Povsimnéme si, Ze definice sémantiky negace zobecnuje Lukasiewiczovu séman-
tiku negace (tj. tabulku 2 §3 kap. I), a nadto je moZno ukazat, ze dohodnutym zpu-
sobem dodefinovana zékladni tabulka pravdivostnich hodnot pro implikaci zobecnuje
Lukasiewiczovu implikaci.
Ve druhé dutlezité sémantice fuzzy logiky (tzv. produktové) popisujeme pravdi-
vostni hodnotu

konjunkce p & q hodnotou z-y kde z,y jsou po fadé pravdivostni hodnoty pro-
ménnych p, q
negace —p hodnotou 0 pokud pravdivostni hodnota proménné p je vétsi
nez 0
hodnotou 1 pokud pravdivostni hodnota proménné p je 0
Jako posledni dilezitou sémantiku fuzzy logiky (tzv. Gédelovu) uvedme pravdi-
vostni ohodnoceni

konjunkce p & q hodnotou min(z,y) kde x,y jsou po fadé pravdivostni hodnoty
proménnych p, q

negace -p hodnotou 0 pokud pravdivostni hodnota proménné p je
vétsi nez 0
hodnotou 1 pokud pravdivostni hodnota proménné p je 0

a uvédomme si, Ze definice pravdivosti ohodnoceni negace pro posledni dvé sémantiky
zobecriuje sémantiku pesimistické negace (tj. tabulku 9 §3 kap. I). Déale je vhodné na-
hlédnout, ze mira poklesu pravdivostni hodnoty konjunkce je u popsanych sémantik
rozdilna. V poslednim pfipadé hodnota pouze poklesne na minimum hodnot jednotli-

4) Slovo Hfuzzy* mé vyznam ,neostry“ nebo ,roztfepeny“. Jev neostrého popisu byl jiz pod-
statou ,paradoxu hromady* (,,pleSatého muze“) Eubulida z Milétu: kdyz z hromady pisku
odeberu jedno zrnko zlstava porad hromada pisku; postupnym odebirdnim zrnek vsak do-
spéjeme k , prazdné hromadé®, kterou pochopitelné uz za hromadu pisku nepovazujeme.
V minulém stoleti uéinil z jevu neurcitosti podstatné téma L. A.Zadeh (viz [Za]) a poz-
déji z ponékud jiného thlu pohledu se neurcitosti zabyvala Vopénkova alternativni teorie

mnozin (viz [V1]), v logice rozvinul Zadehovu ideu Petr Hajek v [H41].
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vych ¢lenti, v prvnim piipadé je pokles nejdramatictéjsi: naptiklad pokud pravdivostni

hodnoty konjunktii jsou mensi nebo rovny 1/2, klesne hodnota konjunkce dokonce na 0!
Pro vSechny t¥i uvedené sémantiky jsou zndmy axiomatické systémy, jez jsou vuci

nim korektni a uplné. Navic je zajimavé, Ze sémantiku obecné fuzzy logiky je mozno

zapsat jako ,slozeni* téch tfech vyznacénych (viz [Hal)).

dikazu klesd nasSe presvédceni, Zze je diukaz spravny; formalizace tohoto pfistupu je

popsatelna uvnitt fuzzy logiky.

Vicehodnotova logika a zejména fuzzy logika prozivaji v souc¢asnosti bouftlivy
rozvoj.

X % Xk

Modalni logika rozsifuje nase moznosti tvorby formuli o novou (unarni)
operaci nutnosti® — pro formuli ¢ obvykle zna¢ime formuli ,nutné ¢“ znakem
Og. Zcela formalné tedy definici formule v modalni logice dostaneme, pokud
ke dvéma pravidlim pro vytvareni formuli vyrokového poc¢tu (viz kap. I) nebo
tfem pravidlim pro vytvafreni formuli predikdtového poctu pridame jesté dalsi
pravidlo:

(d) je-li A formule modalni logiky, je formuli také zapis CIA.

Jsou-li p, q vyrokové proménné, jsou formulemi modélniho vyrokového poctu
napfr.

zapis p — (00q — -0O-p) ataké zapis (Op & q)vO[p — O-(qvOp)].

Pro modalni logiky se obvykle uvazuje sémantika navrzena S.A.Kripkem
(viz [Kri]), ve které rozliSujeme ,plati“ a ,nutné plati“. Uvazujeme vice struktur
(vice ,moznych svéti“) a navic vztah, ktery nam pro dvojice struktur popisuje,
zda druhd je ,dosazitelnd“ z prvni. Platnost formule definujeme rekurzi, a to
pro spojky klasického vyrokového poétu (a rovnéz pro kvantifikace v predika-
tovém poctu) zcela podobné jako jsme definovali pravdivost v klasické logice.
Platnost formule [y definujeme jako ,plati ve vSech moznjch svétech dosazitel-
nych ze zkoumaného svéta“ (coZ muzeme intuitivné chapat jako ,plati ve vSech
moznych svétech, do nichZ se mize zkoumany svét vyvinout®).

Pro formule s nejvyse jednim uzitim operatoru nutnosti podrobnéji: V urcitém
modelu je platnost formule klasického predikatového poctu, tj. formule, ve které se ne-
vyskytuje ,nutné plati“, definovana tak, jak uvedeno v definici pravdivosti v prvnich
dvou kapitolach — platnost tedy zavisi jen na zkoumané struktufe. Naproti tomu plat-
nost formule ,nutné plati ¢“ je urcéena vlastnostmi struktur dosazitelnych ze zkoumané

struktury — potfebujeme znat pravdivost formule ¢ ve vSech strukturach ,dosazitel-
nych“ z nasi vysetfované.

skole.
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Na diagramu vpravo je Sipkami znazornén

ptiklad relace ,,dosazitelnosti“ pro tii struktury. Mp = -
Ze struktury M1 jsou ,dosazitelné“ obé zby- 1 Mp = Oy
vajici, ze struktury Mo je ,dosazitelnd“ pouze

struktura M 3 a z posledni struktury M3 je ,,do-

sazitelna“ jednak struktura M; a jednak struk- ¢

tura M3 sama. Ptejme se, ve kterych struktu- Ml E o

rach plati formule Cy za predpokladu, ze for- My = —Ogp

mule ¢ plati ve strukturach M a M3 a neplati ’@

ve struktufe M. Ze struktury My je ,dosazi- Mz = ¢

telna* struktura M o, ve které formule ¢ neplati, Mg |= Op

procez formule Oy neplati ve strukture M.

Ze struktury Mo je ,dosazitelnd“ jen struktu-
ra M3, ve které formule ¢ plati, proc¢ez formule Oy plati ve struktufe Mo. (Kdyby
ze struktury Mo, byla ,dosazitelnd“ ona sama, formule Oy by v ni naopak neplatila.)
V obou strukturach ,dosazitelnych® ze struktury M 3 formule ¢ plati, takze formule Oy
ve struktute M3 plati.

Vlastnosti relace ,,dosazitelnosti“ podstatné ovliviiuji splnovani v Kripkeho séman-
tice, uvédomme si napft., ze prosté v dusledku definice je v Kripkeho sémantice pravdivé
»jestlize nutné ¢, pak ¢“ (nezdvisle na konkrétni pravdivosti formuli v jednotlivych
strukturédch), pravé kdyz zkoumana relace dosazitelnosti je reflexivni (tj. jestlize kazdy
ymyslitelny svét“ je ,dosazitelny* za sebe sama).

V modalni logice je dale zvykem definovat ,je mozné, ze ¢* jako ,neni nutné, ze

Diagram 1

% kX%

Urcité lze odhadnout maximalni pocet vlasti, které mize ¢lovék mit; pred-
stavme si mésto, jehoz pocet obyvatel je vétsi nez toto ¢islo. Pak je zfejmé, ze
ve mésté existuji dva lidé, ktefi maji stejny pocet vlast, ale nalézt takovéto dva
lidi mtze byt prakticky nemozné. Pochopitelné problém vystupuje v celé své siti
teprve pfi zkoumani nekonecnych systémi.

Intuicionisticka logika (a analogicky konstruktivismus) vyzaduje pro du-
kaz tvrzeni, Ze existuje objekt s urcitou vlastnosti, jeho nalezeni nebo sestrojeni —
nikoli pouhé popieni tvrzeni ,vSechny objekty maji negaci zkoumané vlastnosti“,
coz je postacujici v klasické logice. Intuicionismus tedy neptijima ekvivalenci for-
muli (3z)p a =(Vx)—p pro vSechny formule . Poznamenejme, Ze intuicionismus
vznikl v dobé objeveni paradoxti teorie mnozin (viz dodatek); intuicionisticka
kritika klasického pojeti je vsak mnohem zasadnéjsi. Za zakladatele je povazovan
L.E.J. Brouwer (viz [Br]).

Intuicionismus se rozchézi s klasickou logikou jiz v akceptaci nékterych za-
kladnich principti vyrokového poétu — tento smér neprijima automaticky axiomy
typu VP3. V disledku toho pak intuicionista obecné neakceptuje mnohé tauto-
logie formulované jiz v pocatcich logiky, napt. zdkon dvojité negace (tj. formule
—— a ¢ nemusi v intuicionistické logice byt ekvivalentni), a odmita i klasicky
princip vylouc¢eného tfetiho (tertium non datur). Na tomto misté stoji za to

6) Pro formuli , je mozné, ze ¢“ se vétsinou pouzivéa znak o, takze S = .
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si jesté jednou uvédomit, Ze intuicionisticky piistup je z jistého hlediska zcela
ospravedlnitelny. Predstavte si totiz néjaké tvrzeni, o kterém naprosto neméme
predstavu, zda je pravdivé, nebo nikoli. Klasicky logik automaticky prijme, Ze
disjunkce tohoto vyroku a jeho negace je pravdiva. Naproti tomu intuicionista
takové prijeti odmitd do doby, nez se zjisti, zda je pravdivé tvrzeni, nebo zda je
pravdivd negace tvrzeni. Je snad zfejmé, ze jak klasickd logika, tak také intuici-
onismus popisuji smysluplné postoje (i kdyz v nékterych pfipadech tyto postoje
pfinaseji zcela rozdilné dusledky).

Intuicionistickd logika pouziva spojky negace, implikace, konjunkce a disjunkce
jakozto zakladni. Jeden z moznych axiomatickych systému pro intuicionisticky vyrokovy
pocet se sklada z axiomi &1—&s3,V1—V3 popisujicich vztahy jednotlivych vyrokovych
spojek (viz §3 kap. I) a z axiomi uvedenych v levé poloviné nasledujici tabulky. V pravém
sloupecku tabulky jsou pak uvedeny odkazy na odpovidajici principy klasické logiky.

IVP1 P — (Q—7P) VP1,
IVP2 P—-(Q-=R)]—=[(P—92) —(P—-R)] VP2,
IVP3 (P —-9Q)—[(P — —-9Q) — —7P] uloha 27 (dusledek principt dukaz

sporem, dukaz dedukci
a ,dvojitou negaci lze vynechat“)
IvP4 P — (P - Q) zédkon Dunse Scota

Intuicionisticky vyrokovy pocet je korektni vici trojhodnotové sémantice popsané
Heytingovou implikaci, pesimistickou negaci (viz tabulkou 9 §3 kap. I) a vhodné do-
definovanymi zakladnimi tabulkami pravdivostnich hodnot pro konjunkci a disjunkci.
Korektnost axiomt IV1-IV4 vuci uvedené sémantice jsme prokazali v tilloze 14 tfetiho
paragrafu kap. I. V ni jsme navic prokazali, ze formule ——p — p neni pfi této sémantice
pravdiva. Takze z hlediska klasické logiky je intuicionismus slaby systém — vsechny
formule vyrokového poc¢tu dokazatelné v intuicionistickém vyrokovém poctu jsou doka-
zatelné v klasickém, avSak existuji formule dokazatelné v klasickém vyrokovém poctu
a nedokazatelné v intuicionistickém. (Nejsilngjsi tvrzeni o vztahu dokazatelnosti v kla-
sickém a v intuicionistickém vyrokovém poctu: je-li formule A dokazatelna v klasickém
vyrokovém poctu, je jeji dvojitd negace, tj. formule =—A, dokazatelna v intuicionistickém
vyrokovém poc¢tu — avSak ne nutné formule A sama; viz napt. 3.2 [Pe].)

Uvedli jsme, Ze intuicionisticky vyrokovy pocet je korektni vici urcité trojhodno-
tové sémantice. Neni vSak vici ni uplny a K. Gédel dokonce ukazal, ze kazda sémantika,
vici niz je intuicionisticky vyrokovy pocet korektni a tplny, musi mit nekone¢né mnoho
hodnot (viz [G3]). AvSak popsat sémantiku, vii¢i niz je intuicionisticky vyrokovy pocet
korektni a Gplny, neni tak strasné obtizné (viz napi. 6.1 [Pe]) — obvykl4 sémantika je
vsak Kripkeho typu, nebof uvazuje vice struktur a definice pravdivosti negace a im-
plikace bude zaviset nejen na zkoumané struktufe, avSak rovnéz na strukturadch z ni
ydosazitelnych® (tedy pravdivost klasickych vyrokovych spojek je definovdna pomoci
idee uzivané p¥i zkoumani moddini ,nutnosti*).

x ok *

V soucasné dobé se velmi intenzivné zkouma slozitost dikazu, tj. u zkou-
mané formule se neptame jen, je-li dokazatelnd, ale navic se snazime popsat typ
nejjednodussiho mozného dikazu (vysledkem zde byvaji napf. tvrzeni typu: di-
kazy, Ze prirozené ¢islo n ma tu a tu vlastnost, musi byt delsi nez ten a ten vyraz
zavisejici na ¢isle n).
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HADANKY A HLAVOLAMY 1.4.06

Nezkazte si radost z lusténi nasledujicich hddanek predcasnym pohlédnutim
na feSeni a dopiejte si pro kazdy hlavolam dost ¢asu, abyste ho v klidu a cely
vyresil sdm. Navod ¢i dokonce feseni je uvedeno jen pro pripad, kdy po delsim
rozmysleni usoudite, Ze hadanka skutecné je nad vase sily.

IV-1 Zjednoduste term t = (z —a) - (x — b) - (x — ¢) - ... - (x — 2), ve kterém
uvazujeme vSechna pismena abecedy (,bez hacku a carek”, avSak vcetné q a w).

IV-2 Na rybniku naroste za jeden den 1 leknin, za dva dny 2 lekniny, za t¥i
dny 4 lekniny, za ¢tyfi dny 8 leknind, za pét dni 16 leknind a tak dale. Za tficet
dni zaroste cely rybnik. Za kolik dni zaroste presné polovina rybniku?

1V-3 Z kazdé dvojice lidi na vecirku je alesponi jeden matematik. Kolik je na
velirku nematematiki?

IV-4 Otec muzZe na prvni fotografii je syn mého otce; syn muze na druhé
fotografii je syn mého otce. Kdo jsou muzi na fotografiich, nemam-li sourozence?

IV-5 Nasledujici hdadanku jste pravdépodobneé fesili jiz jako déti. TTi lidojedi
a t¥i bélosi se potfebuji dostat na druhy bieh feky. Lodka unese pouze dva muze,
je pochopitelné treba ji fidit i pfi zpatecni jizdé. Lidojedi poslouchaji piikazy
tykajici se prevozu, chtéji vsak zabit bélochy v okamziku, kdy jich na kterémkoli
biehu (a lodce u ného) bude vic nez bélochi. Jak mé byt preprava fizena?
pfijdou k dvojmistné lodce, najdou tam skupinu Sesti fotbalovych fanouskt, kterym se
nedafi prejet na druhy breh kvili osobnim nevrazivostem. Lodku umi fidit jen Slavista
a priznivec Brna, horsi vSak je, ze oba Spartané vrhaji nevrazivé pohledy na Slavistu
a kdyby nebylo uklidnujiciho ptsobeni pfiznivce Brna, asi by po sobé priznivci praz-
skych klubu zacali vrhat i néco horsiho. Pfesné stejné vSak pouze pfitomnost Slavisty
zabranuje srazce mezi pfiznivcem Brna a obéma fanousky Olomouce. Proto s takovym
nadSenim vitaji pfichod psovoda. AvSak ten ochladi jejich nadSeni sdélenim, Ze pes je
jen zpola vycvicen: na povel sice zustane na misté, ale je velmi bojovny a zatim neni
jasné, zda by bez pfitomnosti psovoda nenapadl nékterého z fanousku. Mohou se za
téchto podminek prevést vSichni na druhy bfeh bez nebezpeci ohrozeni zdravi?

IV-7 Méte dva identické provazy, u kazdého z nich po zapaleni jednoho konce
dohoti plamen na druhy konec provazu presn€ za jednu hodinu. Provazy vypadaji
homogenni, nemusi vS§ak homogenni byt, tj. jednotlivé ¢asti mohou hotet rtizné
rychle. Odméite pomoci jejich hofeni pfesné 3/4 hodiny.

IV-8 Tato tloha bohuzel vyzaduje probrani jednotlivych pfipada: Matematik je
vyruSen od cteni knihy. Je natolik zvykly pouzivat matematiku, Ze si nezapamatuje
prosté cislo stanky, kterou Cte, avSak seCte obé Cisla na ¢tené dvojstrané. Za chvili se
vrati a podle vzpominky nalistuje pfislusnou dvoustranu. Zjisti, ze tento text jiz cetl
a nasledné si vzpomene, ze prohodil potradi ¢islic ve svém dvouciferném souc¢tu. Nalistuje
proto spravnou dvoustranu. Kterd to je?

IV-9 Jste ve skupiné rukojmi a dostali jste posledni prilezitost k zachrané. Za
hodinu kazdy z vas dostane bilou nebo ¢ernou ¢apku, bude vidét capky ostatnich,
nikoli svoji a nebude smét komunikovat s ostatnimi rukojmimi. Véznitel bude
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postupné ukazovat na rukojmi, pokud rukojmi uhodne a hlasité ozndmi barvu
své capky, je propustén, jinak je okamzité pfede vSemi popraven. Vyuzijte hodinu
k dohodnuti strategie, kterda co nejvice rukojmich zachrani.

vvvvvv

dostane bilou nebo éernou éapku, bude vidét éapky ostatnich, nikoli svoji. Ted vSak bu-
dete tajné hlasovat, zda méate ve skupiné sudy pocet bilych ¢apek. Vyhraje-li v hlasovani
spravné odpovéd, budete vSichni propusténi, jinak vsichni popraveni. Kazdy sam za sebe
ma polovi¢ni pravdépodobnost odpovédét spravné. Presto celd skupina pfi vhodné stra-
tegii ma pravdépodobnost zdchrany mnohem vyssi. Navrhnéte takovou strategii.

IV-11 Nésledujici hddanka se pouziva i pri psychologickych testech, pro cte-
nafe knihy o logice by neméla byt problémem.

Na kazdé karticce je na jedné strané ¢islo a na druhé pismeno. Pfed Vami
lezi ¢tyti karticky, na jejichz vrchnich strandch vidite pismena ,,A“ a ,,B* a ¢isla
»1¢ a ,2¢. Které karticky musite otocit, abyste zkontrolovali pravdivost tvrzeni
»Je-li na jedné strané samohléska, je na druhé strané liché ¢islo.“?

IV-12 Zastavily se mi hodiny. Navstivim pfitele bydliciho asi kilometr po
roviné od mého bydlisté. Jak jen s pomoci jeho pfesné jdoucich hodin nafidim
své, a to bez premistovani jakychkoli hodin?

IV-13 Mezi deviti mincemi je jedna falesna, a to lehéi. Urcete ji maximalné
dvojim vaZzenim na rovnoramennych vahach.

IV-14 Nyni sice smite k urceni falesné mince vazit trikrat, nevite vsak, zda
falesné mince je leh¢i nebo té€zsi, a nadto je minci 13.

IV-15 Opét mate 13 minci, o té jedné falesné nevite, zda je lehéi, nebo tézsi,
navic vSak mate ¢trnactou minci, jez je prava. Trojim vazenim mate urcit faleSnou
minci a navic zjistit, zda je lehci, nebo téZsi neZ pravd. Navod: Bez uziti pravé
mince je tloha fesitelnd jen pro dvanact minci. Jak pravou minci vyuzijete pfi
zkoumani t¥indcti minci?

IV-16 V jedné mistnosti jsou tfi vypinace ke zhasnutym zarovkam ve druhé
mistnosti, do které neni vidét. Napfed mulzete manipulovat s vypinaci a pak po
vstupu do druhé mistnosti mate urcit, ke které zarovce patri ten ktery vypinac.
Navod: Poté, co teoreticky oduvodnite, Ze tiloha ,nemuze* mit feseni, vytreste ji
prakticky.

IV-17 Jste na vecirku se svou partnerkou a ¢tyfmi dals$imi pary. Nékteri
Ucastnici si potfasaji rukou, jini se zdravi bez potfeseni rukou. Partnefi v paru
prichazeji spolu a pochopitelné si rukou netiesou. Zeptate se vSech tcastniki,
s kolika ucastniky si potrasli rukou, a dostanete devét rtiznych odpovédi. S kolika
ucastniky jste si rukou potrasl vy?

IV-18 Z mést vzdalenych od sebe 100 km vyjedou proti sobé vlaky, z prvniho
meésta rychlosti 60km /hod a ze druhého rychlosti 40 km/hod. Sou¢asné z prvniho
meésta vyleti vlastovka, leti k druhému vlaku, otoci se a leti k prvému vlaku,
znovu se otoci a leti ke druhému, atd. Vlastovka 1éta primérnou rychlosti 100
km/hod. Kolik km naléta vlastovka, nez se vlaky setkaji? Ktery vlak je v tom
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okamziku blize méstu, ze kterého vyjel pomalejsi vlak?

IV-19 Ve dvou nédobach je stejné velké mnozstvi tekutiny, v prvé voda a ve
druhé vino. Z prvni naddoby odlijeme tietinu do druhé nadoby, promichdme a vra-
time tekutinu tak, aby v obou nadobach bylo zase stejné tekutin. To opakujeme
desetkrat. Je nakonec vic vina v prvni sklenici, nebo vic vody ve druhé nadobé?
Znéte-li uz odpovéd, tak zkuste odhadnout podet preliti, kterd postaci k tomu,
aby v obou nadobéch bylo stejné vina jako vody.

1V-20 Otec spécha za tfemi syny oslavit jejich spole¢né narozeniny, jeho ptitel
ho vsak zarazi s otdzkou kolik je synim let. Po prvni odpovédi, ze soudin let synt
je 36, si pritel zada pochopitelné dalsi informaci, avSak i kdyz se dovi soucet let
syni, pozaduje jesté dalsi upfesnéni. Az dodateénd informace, Ze nejmladsi syn
mél minuly tyden rymu, jej uspokoji. Jak jsou synové stari? Navod: K feSeni
nepotrebujete znat soucet let synt.

Byl by pritel uspokojen i zavérec¢nou informaci, ze rymu mél nejstarsi syn?

IV-21 Jiny otec rovnéz spéché oslavit spole¢né narozeniny tfech synt, na
otézku pritele tentokrat odpovi, ze soucet let syni je 24. Na zadost pritele o dalsi
informace vSak jiz pfida jen zavérecnou informaci z predchozi hadanky, totiz, ze
nejmladsi syn mél minuly tyden rymu. A pritel je uspokojen! Otéazka pro vas,
vazeny Ctenadfi: odehral se popsany hovor v 1été, nebo v zimé? — Otazka jen
vypada nesmyslné, lze ji zodpoveédét.

IV-22 V jedné televizni soutézi se pry nakonec rozhodovalo, zda vyherce
ziskd skutecnou cenu, nebo jen cenu utéchy. Mél si vybrat mezi tfemi dveimi,
za jednémi byla skutecné cena, za dvéma dvermi jen cena ttéchy. Poté, co zvolil
(avSak neoteviel) dvefe, oteviel moderator (jenz védél, co se za kterymi dvermi
nachdzi) jedny ze zbyvajicich dvefi a ukdzal, Ze za nimi je skutecné jen cena uté-
chy. Vyherce se poté mohl rozhodnout, jestli oteviete zvolené dvefe, nebo volbu
zméni a otevie druhé zaviené. Bylo pro ného vyhodné zmeénit volbu, neménit ji,
nebo to bylo jedno?

IV-23 Méme dvé osudi, prvni obsahuje dvé ¢erné a tti bilé kulicky a ve dru-
hém osudi jsou dvé ¢erné kuli¢ky a jedina bila. Nahodné zvolime osudi a ndhodné

Mevs

je pravdépodobnost vybéru cerné kulicky stejna jako pravdépodobmnost vybéru
kulicky bilé?

IV-24 Se spole¢nikem hrajete nasledujici hru: spole¢nik bude postupné otacet
karty v celém a dobfe zamichaném paklicku karet a vy mizete kdykoli rici ,,dost*;
pak nasledujici otoceni karty rozhodne o vitézi — bude-li karta ¢ervena (kara
nebo srdce), zvitézil jste, v opa¢ném piipadé jste prohral (pokud viibec nefeknete
,dost*, rozhoduje posledni karta v paklicku). Reknete-li ,dost“ pred obracenim
prvni karty, mate stejnou pravdépodobnost vyhry jako vas spole¢nik. Umite najit
strategii, kterd zvysi pravdépodobnost vasi vyhry?

IV-25 A nyni jedna strasné znama hadanka. Lovec je sto metrt pfesné na jih
od medvéda, jenz se nepohybuje. Lovec ujde sto metri na vychod, pak se otoci
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presné na sever a zastieli tohoto medvéda. Jakou méa medvéd barvu?

Rada znamych hadanek koluje mezi matematiky, nékdy se setkate s jiz zna-
mou hadankou v novém prevleku, o vétsin€ zde sebranych hlavolamt jiz nevim,
kdy a kde jsem se s nimi seznamil poprvé (nékteré pochézeji ze [Sml]). Pfi sha-
néni hadanek a hlavolamu pro zavér této knizky jsem vSak ziskal nékolik novych
mezi kolegy z tustavu a od svych déti; vSem dékuji. Navic jsem se setkal s nasle-
dujicimi dvéma hadankami poprvé na http://www.hadanky.chytrak.cz. Dovolim
si je reprodukovat a upozorinuji, ze na uvedené adrese jsou jednak dalsi hezké ha-
danky, varianty nasich hddanek a nékdy je zajimavéa i diskuse ukazujici obtiznost
té které hadanky.

IV-26 Pétice pirata uloupila poklad, pfesné sto zlatych. Pirati maji zvlastni
zpusob, jak rozdélit kotist: Nejstarsi navrhne, jak by korist rozdélil on; pak vSichni
hlasuji. Pokud navrh ziskd nadpolovi¢ni vétsinu, je prijat; pokud ji neziska, tak
ostatni navrhujiciho zabiji a vSe zac¢iné znova, jen je o pirdta méné. Vsichni pirati
jsou v tomto déleni velmi zbéhli, nikdy si nedovoli porusit pravidla. Kazdému
piratovi jde v prvni fadé o jeho vlastni zivot, ve druhé fadé o ziskéni co nejvétsiho
majetku a pokud nékteré jeho hlasovani neohrozi jeho Zivot ani nesnizi zisk, tak
rad uskodi jinému. Jaky névrh méa predlozit nejstarsi pirat ostatnim?

IV-27 Na stole je tac, kterym je mozno volné otacet, a na ném jsou ¢tyfi
mince rozmisténé v rozich ¢tverce. Na mince nevidite, jejich rub a lic hmatem
nerozeznate. Mince muzZete prevracet (ménit panna-—orel), nesmite je vSak pre-
mistovat. Vagim tkolem je otoc¢it mince tak, aby vSechny byly pannou navrch.
Po kazdé vasi uprave, kterd nesplnila tkol, vSak partner zatoci tacem. Nemuzete
spoléhat na ndhodu, mate jen omezeny pocet pokust (feknéme sto). Navrhnéte
strategii pro splnéni tukolu.

IV-28 Na pozemku tvaru ¢tverce o strané 2 km je v pfimce zakopan kabel
(nevylucuje se, ze kabel prochézi jen vrcholem pozemku). Kabel chcete objevit
(v kterémkoli bod¢), avSak s co nejmensim kopanim. Kazdy jednotlivy vykop
je useckou, mize jich byt fada a nemusi na sebe navazovat. Muzete si byt jist
nalezenim kabelu, jestlize neméate prostiedky na kopani delsi nez 5,4 km?

IV-29 Vsichni tfi princové jsou chytii, kral vSak chce za naslednika jmenovat
nejinteligentnéjsiho z nich. Ukéze jim tfi cervené a dva modré klobouky. Pak
zhasne, nasadi jim na hlavy cervené klobouky, modré uklidi a rozsviti. Princové
vidi, co maji na hlavé ostatni bratfi, a ten, ktery logickou uvahou zjisti barvu
klobouku na své hlavé, se stane naslednikem. Po néjaké dobé se nejstarsi podiva
na své bratry a poté se zvedne s prohlasenim, Ze ma na hlavé cerveny klobouk.
Jak na to ptisel? Navod: Nedaii-li se vim najit odpovéd, Feste nejprve tlohu se
dvéma bratry, dvéma klobouky ¢ervenymi a jednim modrym.

IV-30 Deset jedt je ocislovano ¢isly 1-10, protijedem je vzdy jed s (jakym-
koli) vy$$im ¢islem. Za hodinu se méate setkat s protivnikem, oba pfinesete sklenku
s jedem, vymeénite si je a vypijete. Problém je v tom, ze vy mate jen lahve s jedy
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1-9 a vas protivnik ma jedy 2—10. Vyuzijte ¢ast z té hodiny premyslenim, jak se
zachranit.

Reseni nésledujicich dvou zajimavych tloh se bohuzel neobejde bez fady (velmi
lehkych) numerickych vypocéti, procez je piSeme petitem.

IV-31 Myslim si dvé ¢isla od 2 do 99. Adamovi (A) feknu jejich soucin, Bohou-
Sovi (B) jejich soucet. Vy slysite nasledujici rozhovor:

A1l: Nevim, kterd cisla si myslel.

B1: Védél jsem, ze to nebudes védét.

A2: Ted uz vim, co je to za &isla.

B2: Tak ja uz taky.
Ktera ¢isla jsem si myslel?

Navod: Ukazte, ze v dasledku prvni BohouSovy odpovédi je soucet myslenych ¢isel
nékteré z Cisel:
(4) 11,17,23,27,29,35,37,41,47,51, 53.

IV-32 Myslim si dvé ¢isla od 1 do 99. Adamovi (A) feknu jejich soucin, Bohou-
Sovi (B) jejich soucet. Vy slysite nasledujici rozhovor:

A1: Nevim, ktera cisla si myslel.

B1: Védél jsem, ze to nebudes védét.

A2: Ani ted nevim, ktera ¢isla to jsou.

B2: Védél jsem, ze ani nyni to nebudes védét. Pokud ani ted ta ¢isla neznés, fekni
mi alespoti, kolik ted mas moZnosti!

A3: To ti nefeknu, jen ti sdélim, ze pofad nevim, kterd ¢isla to jsou.

B3: Nyni uz ta ¢isla znam.
Ktera ¢isla jsem si myslel?

Navod: Ukazte, ze v dlsledku prvni Bohousovy odpovédi je soucet myslenych cisel
nékteré z Cisel:
(47) 5,7,9,10,11,13,15,16,17,19, 21, 23, 25,27,29, 31, 35, 37,41, 43,45, 47,49, 53
a ze po prvni vété druhého Bohousova proslovu se pocet moznych souctt snizi na ctyri:

(iii) 7,11,13, 17.
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Pii zkouméni vyvoje deduktivniho mysleni na podkladé geometrie je tieba
konstatovat, ze pro starovéké Egyptany byla geometrie védou empirickou, uzi-
vanou pro praktické tcely (napf. pfi vymétovani poli po zaplaviach Nilu a pfi
vytyCovéani ¢tvercovych pudoryst pyramid). Prvni dikazy v geometrii jsou pii-
thagorovi (narozen 580-570, zemfel na pfelomu Sestého a patého stol. pt. Kr.)
a jeho skole. Pythagorejci nevyzadovali diikazy jako posloupnosti dokazatelnych
tvrzeni, dikazy spise ,,vidéli“. Dikazy v modernim pojeti (véetné snahy o vyme-
zeni axiomatického systému na pocatku zkoumani) nachézime v Eukleidovych
Zakladech. Poznamenejme, Ze jiz pred Eukleidem (315-271 pf. Kr.) byly na-
psény knihy o geometrii, pravdépodobné s rliznymi systémy axiomt, tyto spisy
se vSak nedochovaly (nejspiSe z diivodu, Ze nedosahovaly kvality Eukleidova spisu;
ukazuji vSak na né citace v dilech Platéna, Aristotela a zejména Aristotelova zaka
Fudéma z Rhodu. Rozdil mezi ,nahlédnutim dtkazu“ a dikazem jako posloup-
nosti tvrzeni je ilustrovan cvienimi I1-2.24 a I1-2.25 (véetné uvedeni moznych
namitek proti ,pouhému ndhledu z obrazku“).

O dvou nejzajimavéjsich paradoxech (lhaf a paradox hromady resp. plesa-
tého muze) piislusnika megarské skoly Eubilida z Milétu (4. stol. pf. Kr.) jsme
pojednali v textu, jiné jeho paradoxy jsou spiSe hiickami®). Paradoxy?) z doby
pred Aristotelem pochézeji od Zéndna z Eleje (snad 490430 pt. Kr.). Tento
filozof vSak k rozvoji logiky mél prispét zejména vyslovnym uzivanim dtkazu
sporem; nadto je mu piipisovano i védomé pouzivani dalsich vyznamnych zédkont
logiky: tranzitivity implikace a zédkona transpozice.

Platén (427-347 pf. Kr.) sice nechtél rozvijet logiku pro ni samu, pfesto
vSak neobycejné napomohl jejimu vzniku tim, Ze rozvinul filozofii logiky: otazky
pravdivosti a spravnosti vyvozeni. Navic uvadi odvozovaci pravidlo modus tollens
a princip typu®) ,jestlize z predpokladu A plyne negace A, pak plati negace A“.

Abychom si uvédomili, jak podrobné se otazkou pravdivosti tvrzeni zabyvali v an-
tice, citujme volné jednu z myslenek zajimavého fragmentu Dissoi Logoi pochézejiciho

1) Rohaty: Co jsi neztratil, mas; neztratil jsi rohy, mas tedy rohy. Zahaleny: ma za podklad
baji o Elektie a Orestovi — Elektra zna svého bratra Oresta, pied ni ale stoji zahaleny
Orestés, kterého nezna jako svého bratra; nezna tedy, co zna.

2) Zénoénovy paradoxy maji zejména prokazat nemoznost pohybu — nejznaméjsi jsou letici

Sip: nez sip uleti celou drdhu, musi uletét polovinu, pfedtim c¢tvrtinu, atd. a v jednom

okamziku nemutize byt na vice mistech; co je vSak na jednom misté, to stoji; letici Sip tedy

v kazdém okamziku svého (idajného) pohybu stoji; Achilleus a zelva: Achilleus nedohoni

zelvu, ponévadz kdyz dobéhne na misto, kde pfed okamzikem byla, ona tam jiz neni a je

opét pred nim — i kdyz o mensi vzdalenost.

3) Tento princip se vétsinou uvadi jako Claviuv zékon.
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z konce patého nebo pocatku ctvrtého stol. pt. Kr., asi megarského ptvodu: Posloup-
nost slov ,,Jsem prvni.“ pronesena vitézem je pravdiva a soucasné taz posloupnost slov
vyslovena porazenym je nepravdiva. Pravdivost tudiz nendlezi posloupnosti slov, avSak

tomu, co je ji minéno®.

*

Uvedli jsme, 7e za zakladatele logiky®) je vSeobecné uznavan Aristotelés
(384-322 pt. Kr.), jenz dokonce pise, Ze ,,v oboru tohoto naseho zkoumani . .. ne-
bylo zapocato viibec nic“. To je pravdivé pokud uvazujeme systematické zkou-
mani predikdtového poctu, nicméné vyse jsme uvedli, Ze prvni formulace zakonu
logiky se objevuji jiz pred Aristotelem.

Hlavni pfinos Aristotela pro logiku spocivd v systematickém popisu sylo-
gismti v Prvnich analytikach (viz [A1]); tuto problematiku jsme pfedvedli v prv-
nim a tretim paragrafu druhé kapitoly. V Aristotelovych pracech je vSsak mozno
najit i dalsi zdkony logiky. Napiiklad sylogismus barbara je vlastné zakon tranzi-
tivity implikace formulovany ve tvaru sylogismu. Zakon transpozice, avsak i jeho
obraceni, tj. axiom VP3, je formulovan v [A2]| na pfikladech, avSak je ziejmé,
ze zékon (p — q) = (—q — —p) chépe Aristotelés jako obecny princip. Soucasné
v8ak tamtéZ upozoriuje na nespravnost implikace (p — q) — (=p — —q). Zakon
vylouceného tfetiho a vylouceni sporu predklada Aristotelés zejména v [A3], navic
Aristotelés formuluje i dikaz sporem a pripisuje ho Zénénovi. Nas popis vysledki
nerespektuje casové poradi vzniku, poklada se za jisté, ze Prvni analytiky jsou
nejpozdéjsi Aristotelovou logickou praci.

Motto druhé kapitoly je z Aristotelovych Topik (téméf doslovné znéni se vy-
skytuje i v prvni kapitole Prvnich analytik) a celd myslenka zni: ,,Sylogismus je
fe¢, v niz, je-li néco dano, nutné néco jiného, rizného od toho, co je dano, pro-
stfednictvim daného vyplyva.“. Uvédomme si, Ze Aristoteliv popis je obecnéjsi
a zahrnuje nejen sylogismy v pojeti naseho textu, avSak vztah disledku (tzn.
predmét logiky) zcela obecné (coz odpovida tomu, Ze Aristoteliv vicevyznamovy
pojem ,sylogismus“ ztzilo aZ pozdéjsi pretlumoceni). V citdtu je obtizné pte-
lozitelné slovo ,fe¢“ (A6vyos), rozbor chapani tohoto slova v textu ukazuje, Ze
Aristotelés se nechce omezit pouze na wvyslovené myslenky, ale pfipousti také
soudy probihajici pouze v mysli, coz ospravedliiuje rovnéz preklad ,rozumovy
takon“.

Aristotelovo pojeti logiky neni jen prvnim systematickym popisem lidskych
usudku, ale hluboce ovlivnilo celou logiku az do soucasnosti. Na Aristotela na-
vazuje Theofrastos z Eresu (asi 371-286 pf. Kr., poklddany také za zakladatele

4) Na druhé strané si uvédomme, Ze rtizné posloupnosti slov mohou mit tyz vyznam (napf.
kdyz dnes feknu: ,Dnes jsem cCetl.“ a zitra prohlasim ,Véera jsem Cetl.“) a jsou proto
soucasné pravdivé nebo nepravdivé.

5) Nazev ,logika® v dnesnim vyznamu se objevuje az v 3.st po Kr. u Alexandra z Afrodisie,
ktery komentoval a rozvijel Aristotelovy myslenky.
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botaniky), avSak Aristotelovo uceni o sylogismech bylo rozvinuto hlavné ve stte-
dovéku, kdy bylo i nové formulovano, zejména pro potfeby vyuky (scholastika).
*

Soubézné s Aristotelovym zkoumanim predikatového poctu se zac¢iné prohlu-
bovat pochopeni vyrokového poctu, a to v megarsko-stoické skole, kde vynikaji
zejména Eukleidés z Megary® (1360 pt. Kr.), Diodéros Kronos (1307 pt. Kr.) a Fi-
16n z Megary (kol. 300 pt. Kr.). Pokracovateli jsou stoikové Zénén z Kitia (asi
334-262 pt. Kr., zakladatel stoické filozofie) a Chrysippos ze Soloi (asi 281-208
pi. Kr.), ktery je udavan jako posledni z velkjch feckgch logikii™. O jeho vyznamu
svédci, Zze Diogénes Laértius zaznamenal vyrok ,, Kdyby bohové méli logiku, byla
by to Chrysippova.“.

Anticky ironicky epigram ,,I vrany na stfechach krakaji o povaze implikace.
komentuje obtize hledani presného vyznamu implikace. Formulace, ktera vede
k tabulce pravdivostnich hodnot popsané v §1 prvni kapitoly je pfipisovana Fil6-
novi z Megary, jeho pfedchtidce Diodéros Kronos mé jiz formulaci velmi podob-
nou, avsak je$té s jistym omezenim. (Vime napi., Ze spor se vedl i o implikaci
typu p — p, kterou nékteii prohlasovali za nepravdivou, protoze podle jejich mi-
néni v pravdivé implikaci mé byt konsekvent obsazen v antecedentu a nic neni
obsaZeno samo v sobé.) Spor o vyznam implikace neskoné¢il v antice, tahl se az
do dvacatého stoleti vcetné. Jednalo se hlavné o problém, zda implikace zavisi
pouze na pravdivostnich hodnotach svych ¢lenti, nebo zda konsekvent nutné musi
souviset s antecedentem. Ve snaze o piesné vymezeni byla implikace v prvém vy-
znamu (tj. ve vyznamu z naseho textu) nazyvana materidini implikaci (na rozdil
od tzv. striktni implikace).

V megarsko-stoické skole vysetiovali vice forem disjunkce vcetné disjunkce
v dnesni podobé a vylucujici disjunkce, avsak nadto zkoumali i spojky v nasem
textu neuzivané. Znali vztahy mezi spojkami, napf. vime o vyslovném uvedeni
vztahu zapsatelného pomoci ekvivalence (p — q) = =(p & —q).

V megarsko-stoické skole byl formulovan zakon dvojité negace; Chrysippos
ze Soloi velmi zdtrazinoval zakon vylouceného tietiho. Zejména vSak se v této
skole zajimali o dokazatelnost a popsali axiomaticky systém pro vyrokovou lo-
giku. Zavedli pét zakladnich principd, zvanych nedokazatelné. (Prvni dva prin-
cipy odpovidaji modus ponens a modus tollens, uvedme jesté treti: ,Ne sou-
¢asné prvni a druhé, avSak prvé, tedy ne druhé“, tzn. pifi zdpisu v symbolech:

6) Domeénky o vlivu Sékrata na vznik logiky podpira to, ze zdkem Sékratovym byl jak Platon,
tak také Eukleidés z Megary (ten pry byl tak horlivy, Zze v pfestrojeni do Athén vstupoval
i za valky Athén s Megarou, kdy za to hrozil trest smrti; nadto hostil u sebe po smrti
Sékratové jeho zaky, kdyz museli uprchnout z Athén). Se Sékratem se za svého pobytu
v Athénéach seznamil dokonce i Zénén z Eleje, filosof, o jehoz prispévku ke vzniku logiky
jsme se zminili vyse.

7 Vysledky megarsko-stoické skoly je bohuzel nutno rekonstruovat z pozdgjsich praci, pi-

vodni prace jsou ztraceny. Navic vétsina citatd byla uvedena neptatelsky naladénymi au-

tory jako podklad pro kritiku.
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—(p & q),p F —q.) Déale formulovali ¢tyfi odvozovaci pravidla, z nichz se dvé
dochovala (podrobnéji viz napf. [Boch] nebo sedmé cviceni prvni kapitoly [So].)
Dokéazali ,nespocitatelné” dusledki, zachovalo se jich v8ak jen nékolik (ty vsak
véetné odvozeni). Uvedme ze zachovanych jedno pravidlo jako pfiklad: ,Jestlize
prvé a druhé, pak treti; avSak ne tfeti; na druhé strané prvé; tedy ne druhé.“
(pfi zapisu v symbolech: (p & q) — r,—7,p F —=q).

*

Z logiku ¢innych kratce po pfelomu letopoctu je tfeba uvést Galéna (129-199
po Kr., zndmého zejména jako lékaie), jehoz préce je jednak nejlépe dochovanou
starovékou ucebnici logiky a jednak obsahuje jak vysledky Aristotelovy, tak také
megarsko-stoické skoly. Galénos pise, zZe je tfeba se ucit oba sméry, coz neni
protikladné. Zajimavy je Galéniv nazor na oblasti, ve kterych by mély byt sméry
aplikovany: Aristotelovy sylogismy povazuje za uziteéné pro geometrii, megarsko-
stoickou logiku za pfinosnou pro metafysické otazky typu ,Existuji bohové?*,
,Existuje osud?“.

Z uvedené doby dale zminnme Apuleia z Medaury (125 po Kr.), Alexandra
z Afrodisie (3.stol. po Kr.) a Boéthia (asi 480-524/5), ktery svymi (komentova-
nymi) preklady do latiny zprostfedkoval antickou logiku pozdéjsim ucenctim.

k 3k %

Doba stiedovékého rozkvétu logiky neni ptilis dlouhé, avsak pro dalsi rozvoj
a zejména pro jeji zpristupnéni studenttim je neobycejné dulezita. Snahou je se-
znamit se zapomenutymi vysledky starsi doby nejen vybrané ucence, ale i Siroky
okruh studentil; odtud se stfedoveka filosofie nazyva scholasticka — gSkolska.
Nasledné mély byt antické znalosti pouzity k objasnéni a rozumovému uchopeni
kfestanské nauky.

Prvni pfedznamenani stfedovékého rozvoje logiky miizeme hledat u Alkuina
(735-804 narozeného v Anglii, proslulého vSak zejména usilim o pozvednuti vzdéla-
nosti v 181 Karla Velikého, a to skrze poznani antické a byzantské kultury), jenz napsal
prvni stfedovéké pojednani o logice Dialectica. Mame dolozeno, Ze v té dobé jsou ev-
ropskym vzdélanctim piistupné spisy Boéthiovy a nékteré prace Aristotelovy (dalsi jsou
dostupné az v pozdéjsich stoletich). O zp¥istupnéni znalosti logiky ze starsich dob co
nejvétsimu poctu zajemcu se pri¢inuji nejen irsti mnisi, avsak i osoby znamé ve zcela
jinych souvislostech, (napf. Gerbert 935-1003, jenz se r. 999 stal papeZem a pfijal jméno
Silvestr II).

Za pocatek vlastniho stredovékého rozvoje logiky je mozno oznacit pred-
nasky a prace Abélardovy (1079-1142, zndmého také svou milostnou korespon-
denci s Heloisou), které ovlivnily logiku na nékolik stoleti. Omezime-li se jen na
vyvozovaci pravidla, jedna se opét hlavné o opakovani (avSak nékdy i opravu) a $i-
feni starsich myslenek. Zacina vSak predavani znalosti opravdu Sirokému okruhu
student (Abélardovy piednasky pry navstévovalo i 5000 studenti). Pro tyto
nové potieby je tieba latku nové promyslet a formulovat.
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Napriklad po uvedeni principti modus ponens a modus tollens ukazuje Abélard,
jak je mozno jedno pravidlo vyvodit z druhého (pfi pouziti b&znych pravidel logiky),
a zejména systematicky rozebird chybné avahy a shrnuje: ze z neplatnosti antecedentu
nevyvodime ani platnost ani neplatnost konsekventu, Ze z platnosti antecedentu nevy-
vodime neplatnost konsekventu, ze z platnosti konsekventu nevyvodime ani platnost
ani neplatnost antecedentu a ze z neplatnosti konsekventu nevyvodime platnost antece-
dentu. Pravé takovato snaha o systematic¢nost je pro scholastiku pfiznacna. I v poradani
prednések zacinad posun: Alkuin se svymi zaky se stéhoval spolu s dvorem Karla Veli-
kého, Abélard prednasi v Pafizi a jejim okoli.

Pii rozboru vyznami vyroku upozornuje Abélard na dvoji vyznam slavka , je“:
nékdy mé vyznam ,existuje“, napf. ve vyroku , Sékrates je.“ a jindy je pouhou sponou,
napf. ve vyroku , Sékrates je filosofem.“ Druhé chapani umoziiuje vyslovit ,Chiméra je
neskutecna.“ bez nebezpeci vnitini spornosti vyroku.

Dalsi prace Aristotelovy se do Evropy dostaly prostiednictvim Arabi, a jsou
proto zpocatku pfijimény s jistou nedtvérou. Tu odstraniuje Albert Veliky
(1193-1280, r. 1263 piisobil v Cechach) svymi komentati. V prvni poloviné tii-
nactého stoleti piSe (pravdépodobné v Pafizi) William z Shyreswoodu pomérné
kratkou praci Introductiones in Logicam, v niz zavadi nékteré mnemotechnické
pomiicky, napi. slova barbara atd. Mnemotechnické pomicky vylepSuje a rozsi-
fuje Petrus Hispanius (1210-1277, od r. 1276 papez Jan XXI, usmrcen sfitiv§im
se stropem) v knize Summulae Logicales. Teprve ta se stava standardni uéebnici
logiky stfedovéku (do poloviny sedmnéctého stoleti méla 166 tisténych vydani).

Sv. Tom4as Akvinsky (1225-1274, zék Alberta Velikého) je zndm jako zakladatel
ve stfedovéku nejpiijimanéjsiho filozoficko-teologického sméru, nicméné ve své praci De
Modalibus se zabyval i modalni logikou. Také zakladatel druhého nejrozsifenéjsiho scho-
lastického filozoficko-teologického sméru Jan Duns Scotus (1266-1308) se mél zabyvat
logikou (autorstvi jeho logickych praci je v8ak sporné); o zdkonu, jenz se mu pfipisuje
jsme pojednali v prvnim paragrafu kap. I. Na zavér zminme jesté Wiliama Occama
(1295-1349), tvirce tzv. Occamovy bfitvy — principu Gspornosti mysleni: ,zbyteéné je
Ciniti s vétsim, co lze udiniti s mensim“ a pozdéjsiho Petra Rama (1515-1572), ktery
napsal prvni knihu o logice francouzsky; protoze byl zavrazdén o Bartoloméjské noci,
stala se kniha P. Rama - mucednika velmi popularni v protestanskych zemich.

Anonymni rukopis z pocatku ¢trnactého stoleti shrnuje snahy o Feseni pa-
radoxu lhare: Nékteri tvrdi, Ze osoba vypovidajici, Ze lZe, nerikéd nic, jini mini,
ze fraze ,byt lez“ nemtze byt aplikovana na tvrzeni, jehoz je Gasti a jesté jini
mluvi o relativité pravdy®. Prvnimi navrhy se jiz pootevira cesta k Russellovu
feSeni, avSak tato FeSeni porad jesté nevylucuji paradoxy. Snad jako reakce na
navrzend feseni byl sestrojen paradox, v némz zadné z tvrzeni neni aplikovino
samo na sebe: Sokrates tvrdi ,Platon fikd nepravdu.“, Platén tvrdi ,Sokrates
tika pravdu.”, a zadny z nich netvrdi nic jiného. Tvrdi Sékrates pravdu nebo
nepravdu? Jedna se o ponékud slozitéjsi formulaci paradoxu, kterym jsme se za-
byvali v poznamce 11 §2 kap. III, kde jsme také ukazali, Ze i tento paradox je
fesen Russellovym navrhem. (Na pocéatku 15. stol. zaznamenéava Pavel z Benatek

8) navazujice na Aristotelova slova o pravdivych formulich, jez jsou 1Zivé v nékterych aspektech
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15 rtiznych pokust o feSeni, avSak rtizné hodnoty.)
*

Ve stfedovéku bylo podniknuto nékolik obdivuhodnych pokust o dikaz existence
Boha. Z pozice dnesniho pojeti matematické logiky jako ,,pouhé“ soustavy pravidel
spravného odvozovani a dtkazu jako posloupnosti tvrzeni respektujicich tato pravidla
nemuzeme oéekavat, Ze by bylo mozno bez dodateénych pfedpokladt dokazat (avSak
ani vyvratit) existenci Boha. I dnes v8ak musime ocenit pokusy sv. Anselma z Canter-
bury (1033-1109) a sv. Tomase Akvinského (a neméné Dunse Scota) jako pozoruhodné
vykony lidského ducha. Nadto snad nejlépe ukazuji scholastickou snahu o zapojeni ro-
zumu (a logiky) do teologickych tvah. Pozoruhodnd je jiz sama stavba monumentalni
Sestisvazkové Toméasovy Theologické sumy: nejprve je kazda otazka presné formulovana,
pak jsou shrnuta mozna feSeni, potom Toméas uvadi své feseni, které zduvodnuje, a na-
konec uvadi své ndmitky proti piivodné citovanym fesenim, jez odporuji jeho nazoru.

Sviyj prvni diikaz existence Boha (tzv. ontologicky) uvedl sv. Anselm na poéatku
Proslogion (viz [An]) jako modlitbu: ,Nuze Pane, ktery dopiavas vife nahlédnuti, dej
mi, nakolik uznas, abych nahlédl, zZe jsi, jak véfime, a ze jsi to, co véfime, ze jsi. Véfime
zajisté, ze jsi néco, nad co nic vétsitho nelze myslet ... I poSetilec musi uznat, zZe to,
nad co nic vétsiho nelze myslet, je prinejmensim ... v jeho nahlédnuti®). Neni oviem
mozné, aby to, nad co nic vétsiho nelze myslet, bylo pouze v nahlédnuti. Je-li totiz
pouze v nahlédnuti, Ize myslet, Ze je také véc sama, coz je vice ... Existuje tedy nade
v§1 pochyby néco, nad co nic vétsiho nelze myslet, a to jak v nahlédnuti, tak jako véc
sama.“ Matematicka logika bude zpochybrnovat vhodnost pojeti existence jako vlastnosti
(predikatu), kterou objekty maji nebo nemaji. Dikaz je totiz zaloZen na myslence, Ze
objekt, ktery ma vlastnost existence, skuteéné redlné existuje (coz povazuje Anselm za
ziejmé — logicky dokazatelné). Je vSak velice zajimavé, ze v Godelové poztstalosti se
nalezl rukopis diikkazu Bozi existence zaloZeny na tvaze souhlasné s Anselmovou a pojaty
z hlediska matematické logiky, i kdyz modalni logiky druhého faddu (kterd dovoluje oproti
pojeti popsanému v nasem textu také kvantifikaci predikdt; podrobnéji o Godeloveé
rukopisu viz [H4a2]).

Druhy Anselmuv dikaz BoZi existence najdeme v Monologiu a jeho zéklad také
ve spise O pravdé prelozeném do CeStiny (viz [An]): ,,... pokud pravda méla pocatek
anebo bude mit konec: pak dfive nez zacala, bylo pravda, ze pravda jesté neni; a az
skonéi, bude pravda, Ze pravda jiz neni. AvSak nic nemiZze byt pravdivé bez pravdy

. pravda nemuze byt omezena zddnym pocatkem ani koncem.“ A Anselm dodéava,
7e totéz se tykad nejvyssi bytosti, protoze ta je nejvyssi pravdou. Matematicky logik
pripusti logickou rozpornost, poukaze vsak na samovztaznost obsazenou v uvaze, tzn.
na podobnost s paradoxem lhéare.

Sv. Tom4as Akvinsky uvadi na poc¢atku Theologické summy [TA] pét diikazi exis-
tence Boha. Ty jsou rtizného stupné presvédcivosti a nadto nékteré jsou zalozené na po-
dobné zdkladni myslence; uvedme proto jen nejéastéji citovany dtkaz: ,,...neni mozné,
aby néco bylo pfi¢inou ti¢innou sebe sama, ponévadz tak by bylo drive, nezli samo jest,
coz jest nemozné. Neni pak mozné, aby se v pri¢inadch uc¢innych postupovalo do neko-
nec¢na. Nebot ve vSech pfi¢inach uéinnych, sefazenych, prvni jest pfi¢inou prostiedniho
a prostfedni je pfi¢inou posledniho, at je prostifednich vice nebo jen jedno. A neni-li pfi-
¢iny, neni G¢inku. Kdyby tedy nebylo prvniho v pfi¢inach G¢innjch, nebude prostfedniho
ani posledniho. AvSak kdyby se postupovalo do nekone¢na v pfi¢indch G¢innych, nebude

9) tj. je myslitelné; zatim se nic netvrdi o existenci
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prvni U¢inné pfic¢iny, a tak nebude ani posledniho Gcinku ... Tedy je tfeba stanoviti
né&jakou pri¢inu ucinnou prvni, kterouzto vsSichni nazyvaji Bohem.“ Presvédcivost pred-
vedeného ditkazu pochopitelné zavisi na tom, zda pfijmeme predpoklady, na nichz je
dtkaz zaloZen, zejména zda akceptujeme nemoznost nekonec¢né posloupnosti pficin.

Zminme jesté, ze v dobé, kterou se zabyvame, probihal nékolik stoleti velmi vzru-
Sené spor nominalismu s realismem. Na obou stranach stali i ucenci vyznamni z hlediska
logiky (napf. Occam a umirnéné Abélard na strané nominalismu a jako jejich odptrci
Anselm, Toma$ Akvinsky a Duns Scotus) a spor se ¢astecné dotykal i logiky, avSak
podstata sporu je spise filosofické s teologickymi aspekty, a proto se v nasem kratkém
pojednani omezime jen na toto konstatovani.

k 3k %

Na cesté od scholastiky k matematické logice je tieba se zastavit zejména
u pfinosu G.W. Leibnize (1646-1716). Z formulovanych principi se jedné zejmé-
na o definici rovnosti , Termy jsou stejné, jestlize jeden muze byt kdykoli chceme
nahrazen druhym beze zmény pravdivosti jakéhokoli tvrzeni. A = B oznacuje,
ze A a B jsou stejné.“. Princip je vlastné ekvivalenci, pfi¢emz implikace zleva do-
prava je matematizovana principem diikaz rovnosti. (Ze pti matematizaci vysta-
¢ime s aplikaci Leibnizova pozadavku jen na zékladni formule, tj. s axiomy R2,3
je jiz jen technickym zjednodusenim.) OvSem pro obracenou implikaci bychom
potfebovali kvantifikovat formule, coZ je pfi nasem popisu jazyka nepiipustné (je
to dovoleno az pri slozitéjsim pojeti v tzv. logice druhého fadu) a proto z této
implikace pfejima matematickd logika (,,prvniho fadu*) jen trivialni dusledek —
axiom R1.

Leibnizovo chapani pravdy snad popisuje nadzorné nasledujici citat z jeho Monado-
logie:

»33. Jsou dale dva druhy pravd, totiz pravdy rozumové a pravdy faktové. Rozu-
mové pravdy jsou nutné a jejich opak je nemozny, faktové pravdy jsou naproti tomu
nahodilé a jejich opak je mozny. Je-li néjaka pravda nutnd, lze ukazat na jeji davod
prostfednictvim analyzy, rozklada-li se na jednodussi ideje a pravdy, az se dospéje k pti-
vodnim.

34. Tak se u matematikti pfevadéji spekulativni poucky a praktické predpisy pro-
stfednictvim analyzy na definice, axiomy a postulaty.

35. Pfitom se nakonec dochézi k jednoduchym idejim, jejichz definici nelze podat,
i k axiomtim a postuladttiim, nebo stru¢né, k puvodnim principim, jeZ nejsou schopny
dikazu a také ho nepotifebuji ...“

Leibniz se cely zivot snazil o vybudovani univerzalni védy, v pozdéjsim véku ma
predstavu ji vytvaret pouze jako souhrn zakladnich principt jednotlivych véd, z nichz
by se vyvozovaly duasledky pomoci logiky jako v Eukleidovych Zakladech. Toto pojeti
pochopitelné vyzadovalo polozit velky duraz na logiku, jak ostatné doklada predchozi
citat. Své pojeti logiky oznacuje Leibniz nékdy jako ,logica mathematica“.

Spolu s Isaacem Newtonem (1643-1727) polozil Leibniz zdklad novému matematic-
kému sméru — matematické analyze. (Pro zajemce o historii zmifime, Ze mezi zakladateli
vznikl zajimavy spor o prioritu.) Toto odvétvi matematiky bylo zaloZeno na pojmu ,ne-
kone¢né malé veli¢iny*. Uvedeny pojem byl velmi plodny, a v aplikacich diferencidlniho
a integralniho poctu je uzivan dodnes. Soucasné vSak postavil pfed matematiky velice
obtizny problém — jak o néj obohatit bezesporné matematiku. Pokud bychom zadali
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indukci pro formule s pojmem ,nekone¢né malé veli¢iny“, byla by teorie sporna: Pozadu-
jeme totiz, aby soucet dvou nekonecné malych veli¢in byl opét nekonecéné maly. Z tohoto
pozadavku indukci pak dovodime, Ze soucet jakéhokoli konec¢ného poctu nekonecné ma-
Iych velic¢in je opét nekonecné maly. Pro jakékoli realné ¢islo r existuje vhodné prirozené
¢islo n tak, ze 0 < 1/n < r. Pak vsak dostavame, ze 1/n-n =1 < n-r. Cislo 1 by bylo
mensi nez nekonecné malé ¢islo n - r, a proto by mélo byt rovnéz nekonecéné malé, coz
odporuje intuici. Nemiizeme tedy pfipustit indukci pro vSechny formule, naproti tomu
pozadujeme indukci alesponn v mife bézné uzivané pro pfirozend cisla. Bez prokazani
konzistence pojmu ,nekone¢né malé veli¢iny“ nezbylo nez chapat analyzu jako pouhou
manipulaci se symboly podle urcitych pravidel. To samo o sobé jesté nebylo tragédii,
protoze podobné byla a je chapéna i algebra, tu vsak — na rozdil od analyzy v té dobé
— umime zasadit i do bezesporného logického ramce.

Po mnoha netspé$nych pokusech presné formulovat teorii spliiujici uvedené poza-
davky a hlavné prokazat jeji bezespornost, rozhodli se matematici radéji postavit mate-
matickou analyzu na nezpochybnitelny zéklad a vybudovali ji na pojmu limity (zejména
Auguste Luis Cauchy 1789-1857, Bernard Bolzano 1781-1848 a K.T.W. Weirstrass
1815-1897). Tato pfestavba probéhla v devatenictém a na pocatku dvacatého stoleti,
v praxi se vSak pojem ,nekonefné malé veli¢iny* pouzival i nadale. Az na zakladé
modernich metod matematické logiky navrhl Abraham Robinson v Sedesatych letech
dvacatého stoleti feseni (viz [Rob]): sestrojil a uzil nestandardni model redlnych ¢isel.
Ideu nestandardniho modelu jsme se snazili naznacit v prikladu 1 §2 kap. III, kde jsme
sestrojovali nestandardni model pfirozeného modelu aritmetiky. Analogicky sestrojime
i nestandardni model realnych ¢isel, v ném je splnéna indukce pro prirozend ¢isla presné
ve stejné mife jako v pvodnim modelu realnych c¢isel. Nekoneéné malymi veli¢inami
v modelu jsou redlna c¢isla mensi nez néjaké 1/m pro nestandardni pfirozené &islo m.
Pojem ,nestandardni ptirozené ¢islo“ neni pojmem modelu a proto pro néj indukce
neni vyzadovana (a ani neni splnéna; jsme schopni prokdzat pouze, ze soucet standard-
ntho koneéného po¢tu nekoneéné malych velic¢in je opét nekoneéné maly). Nestandardni
model redlnych cisel tedy prokazuje moznost bezesporné obohatit matematiku o pojem
nekonec¢né malé veli¢iny. Na zakladé Robinsonovy myslenky vznikl novy obor matema-
tiky, tzv. nestandardni analyza.

Druhym myslitelem doby mezi scholastikou a vznikem matematické logiky,
kterého nelze pominout, je Bernard Bolzano. Byl pfislusnikem Ceského kralov-
stvi, nikoli v§ak Cechem: po otci Ital, po matce Némec. Studoval jak matematiku,
tak také teologii a mezi témito obory se rozhodoval; nakonec se stal knézem a ka-
zal pro prazské studenty. Po neshodach s Vidni o jejich obsah byl suspendovan
z mista vysokoskolského ucitele nabozenské nauky a podporovan mecenasi se vé-
noval logice a matematice. Jeho vyznamnou logickou praci je Védoslovi [Boll], ve
které formuluje napf. obecnou verzi odvozovaciho pravidla, které v nasem textu
nazgyvame dikaz dedukci.

Prestoze jako zakladatel teorie mnozin je obvykle uvadén George Cantor
(1845-1918), je prvni praci o mnozindch Bolzanova posmrtné vydand kniha
[Bol2]. Cantor tuto préaci znal, teorii zesilil (pfidal axom potence) a hlavné ji
ucinil obecné pouzivanou — vsSeobecné prijimanym ramcem celé matematiky.
Nazev Bolzanovy knihy , Paradoxy nekonecna“ odréazi skutecnost, ze prijetim
aktualniho nekoneéna (nekoneéné mnoziny) obdrzime ,divnosti“ se kterymi se
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musime smitit. Naptiklad mnozina vSech pfirozenjych ¢isel mé v jistém smyslu
stejny pocet prvki jako jeji vlastni ¢ast — prifadime-li kazdému cislu jeho dvoj-
nasobek, ziskdme vzajemné jednoznac¢né zobrazeni mnoziny vSech pfirozenych
¢isel na mnozinu sudych pfirozenych cisel.

Bolzanovo prijeti existence nekoneéné mnoziny je tedy krokem do neznama, a to
krokem zasadniho vyznamu pro celou moderni matematiku. Pro uskutecnéni tohoto
pfevratného ¢inu byl B. Bolzano svymi dvéma zajmy pfeduréen (viz [Bol2]): Zopakujme
nejprve tvahu Bolzana-matematika: ,,... vezmeme-li jakoukoli pravdu ..., kterou ozna-
¢ime A; pak shleddme, ze véta, kterou vyjadiujeme slovy ,A je pravdivé‘ je odlisna od
samotné A; nebotf tato véta m4 zfejmé zcela jiny subjekt neZ ona prvni. ... AvsSak
podle téhoz zédkona, podle néhoz z véty A vyvozujeme od ni vétu odlisnou, kterou na-
zvu B, da se opét z B vyvodit treti véta C, a tak bez konce.“ A prokazani existence
nekonecné mnoziny dokoncuje Bolzano-teolog ivahou ,,Bohu musime pfipsat poznavaci
schopnost, ktera je pravou vSevédoucnosti, tedy obsahne nekoneénou mnozinu pravd,
protoZe je v sobé obsdhne viibec vSechny.“ Alesponi jedna nekoneéna mnozina (mnozina
vSech pravd) tudiz existuje.

Na pfelomu devatenactého a dvacatého stoleti se fada matematiki zajimala o pa-
radoxy v teorii mnozin, avSak tato problematika (viz napt. [B-S]) jde nad ramec naseho
textu. Zminme vsak, ze dohadim, zda jde o podstatnou vadu v pojeti teorie mnozin,
nebo o pouhou nesikovnost nékterych mnozinovych definic, uéinil razny konec Bertrand
Russell (1872-1970) publikaci svého paradoxulo) Snaha o odstranéni paradoxt v teo-
rii mnozin pak podstatnou mérou prispéla ke vzniku axiomatickych teorii mnozin —
prvni byla r. 1908 axiomatika Ernsta Zermela (1871-1956, viz [Ze]), v r. 1922 zesilend
Adolfem Fraenkelem (1891-1965, viz [Fra]; stejné zesileni navrhoval jiz D. Mirimanoff r.
1917 v préaci [Mi], ale bez vétsi odezvy).

Nicméné zcela analogicky Russellovu paradoxu v teorii mnozin, avSak ne-
uzivajici jazyk této teorie je Grellingtiv paradox: Nékteré slova maji vlastnost,
kterou popisuji (napft. ,Cesky“, ,Ctyfslabiény“ — slovo ,Cesky®“ je Ceské), jina
nikoli (,anglicky“, ,,dvouslabi¢ny*). Nazvéme vlastnosti ze druhé skupiny ,hete-
rologické“ a ptejme se, zda samo slovo ,heterologicky“ je heterologické. Zjistime,
ze heterologické nemtize ani byt, ani nebyt.

Russelltiv popis dtivodu vzniku logickych paradoxti a névod jejich odstranéni
byl popsan v §2 tieti kapitoly.

* ok ok

Popisem krize teorie mnozin vyvolané objevenim paradoxii této teorie jsme
vSak preskocili dobu pro nés neobycejné dilezitou — dobu vzniku matematické
logiky. Nezbyva nez se vratit o ptl stoleti zpét.

V r. 1847 napsal George Boole malou knizku Mathematical Analysis of Lo-
gic na obranu de Morgana nafcéeného z plagiatorstvi. Text pozdéji rozsitil a vydal

10) Mnozina ,,vSech mnozin, jez nejsou svymi prvky* nemize svym prvkem ani byt, ani nebyt
— tento paradox je vlastné do teorie mnozin pienesenou analogii paradoxu lhare. Je
v8ak tfeba si uvédomit, ze Russell svym rozborem paradoxi prokazal jednak sluzbu teorii
mnozin (tim, Ze prokazal neudrzitelnost pavodniho Cantorova intuitivniho pojeti pojmu
mnoziny) a jednak poslouzil logice formulaci pfi¢iny vzniku paradoxt, coz je z pohledu

vevy
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r. 1854 ve svém hlavnim dile [Boo| ndkladem vlastnim a svého pfitele. Boole za-
¢in& pouzivat matematickjch metod na zkoumani logiky. V rdmci matematiky
vytvari vhodnou algebru a zdtraziuje, Ze algebraické operace jsou popsany zvo-
lenymi pravidly, kterd nemusi odpovidat pravidlim operaci aritmetickych. Pfti
tvorbé algebry je Boole veden ideou pruniku a sjednoceni tf¥id, coz vede napft.
k pozadavku x - x = x, ktery aritmetice neodpovidéa. V ramci algebry vyjadiuje
aristotelské , Nékteré X je Y“ nerovnosti x - y # 0. Boole uvazuje také algebru
tvofenou dvéma prvky, a tak otevird cestu k sémantice vyrokového poctu.

Podstatné zjednoduseni Booleovych myslenek o algebrach navrhl Ch.S. Peir-
ce (1839-1914), jenz také rozvinul metodu pravdivostnich hodnot pro vyrokovy
pocet. Obecné Booleova metoda pripousti mechanizaci, prvni stroj sestrojil
r. 1869 W.S. Jevons.Vyznamny krok k moderni logice ucinil de Morgan, ktery
r. 1859 navrhl rozsitit predikdtovy pocet na vicecetné predikaty.

Nékdy byva pocatek matematické logiky spojovan s praci G. Boola z r. 1847
(nebo s praci de Morgana [Mor], tyto prvotni prace o matematické logice pry
dorazily k prodejcim do knihkupectvi pfesné ve stejny den). Vétsinou se vsak
spojuje jeji vznik s r. 1879, kdy Gottlob Frege (1848-1925) publikoval spis [Fre]
o predikatové logice.

V citované praci jiz Frege v podstaté formuluje logiku v jeji dnesni podobé. 1
jeho symbolika — byt zbytecné slozitd — umoziiuje vyjadrovat vSechny formule
soucasné logiky. Axiomaticky systém se skladd (kromé axiomu rovnosti odpovi-
dajicich nasim R1-R3) ze ¢tyt odvozovacich pravidel a sedmi axiomt. Pravidly
jsou modus ponens, generalizace, nahrazeni a pravidlo dovolujici z formule ¢ —
vyvodit formuli ¢ — (Vx)y za predpokladu, Ze proménna x neni ve formuli ¢
volna. Z posledniho pravidla vyvodime mj. nas axiom distribuce PP5. Frege pfi-
jimé axiomy PP1, PP2 a PP4. Misto axiomu PP3 volil zdkon transpozice a
zakony o pridani a vypusténi dvojité ngace (a jeden jeho axiom se ukézal nadby-
tecny).

Nejcastéji citovanym matematikem v nasem textu je Kurt Godel
(1906-1978), pfipojme proto na zaveér nékolik vét o jeho zivoté. Narodil s v dobé
Rakousko-Uherska v Brné a patfil k némecké ¢asti obyvatelstva. V r. 1924 od-
chazi na univerzitu do Vidné. O ukonceni c¢eskoslovenského obcanstvi zada v r.
1929 a téhoz roku se stava obcanem rakouskym. V r. 1940 odjizdi definitivné
do USA. Jako matematik dosahuje slavné vysledky v logice a teorii mnozin. V
USA se vénuje také fyzice (védeckd spoluprace a osobni pratelstvi s Albertem
Einsteinem) a rovnéz v teorii relativity dosahuje pozoruhodnych vysledki.
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Pocatek moudrosti je:

Snaz se ziskat moudrost,

za véechno své jméni ziskej rozumnost.
Kniha Prislovi 4,7

Konc¢ime knihu, ve které jsme se pokouseli naznacit myslenkové bohatstvi
a krasu matematické logiky a pootevrtit ¢tenari dvere k dalSimu poznavani této
discipliny. Autor bude $tasten, pokud jeho kniha bude ¢tendie inspirovat k hlub-
$imu z&jmu o logiku.

Vratte se nyni, vazeny ¢tenafi, na zacatek knihy, do ne-pfedmluvy, a po
jejim prolistovani odejdéte piislusnym vystupem (autor doufd, Ze ted to bude
vystup B).
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I-1.1 Nepomohl, protoze negace vyroku ,,Pokud je obzalovany vinen, pak mél
spoleénika.“ je tvrzeni ,Obzalovany je vinen a nemél spoleénika.“ (viz tabulku 2
§1 kap. I).

I-1.2 Pouze (a) je formuli; (b) ve dvojici zavorek ve formuli vzdy leva pied-
chézi pravé; (c) zapis neni spravné uzavorkovan, neni uréeno, zda proménna ¢ je
antecedentem nasledujici implikace nebo konsekventem predchazejici implikace;
(d) znaky = — nemohou néasledovat okamzité po sobé, zapis p— ani zapis — ¢ neni
formuli; (e) zépis (—) nemiize byt soucasti formule, protoze kolem symbolu —
musi byt formule a zadna formule nekon¢i znakem ( a zadna neza¢ina znakem ).

I-1.3 Tautologiemi jsou formule (b) a (c); formule (a) je nepravdiva jsou-li p
i q pravdivé; formule (d) je nepravdiva je-li p pravdiva a soucasné g nepravdiva.

p al-qdp—da|lp——alp—=a)—=@—-a)| -»p|-p—d|-a—p|(-p—a)—(-qg—p)
00 1] 1 1 1 1 0 0 1
01 o] 1 1 1 1 1 1 1
10/ 1] o 1 1 0 1 1 1
11/ 0| 1 0 0 0 1 1 1
P qlp—q |-p—=q) |[-p—=a9)—p [[-(P—=4q)—q
0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0
11 1 0 1 1

I-1.4 Formule je nepravdiva, jsou-li nepravdivé vSechny tii proménné p,q
a 1. Zavérecna proménnd r v tomto cviceni neni relativizovina proménnou p,
ve formuli vyjadiujici tranzitivitu implikace ano.

I-1.5 Zlatou — kdyby podobizna byla ve stiibrné skiince, byly by na ni oba
napisy nepravdivé; kdyby byla v olovéné, musel by byt podle napisii na zlaté
skfince portrétista z Benatek a na olovéné by byly oba napisy nepravdivé; jestlize
je podobizna ve zlaté, jsou na stfibrné a olovéné skfince pravdivé prvni vyroky
(na st¥ibrné dokonce i druhy), na zlaté je pravdivy druhy vyrok.

I-1.6 Opét vybereme zlatou — kdyby byla podobizna ve st¥ibrné, byly by
vSechny vyroky na zlaté i stfibrné skfince nepravdivé; kdyby byla v olovéné, byl
by na stiibrné i olovéné skiince pfesné jeden vyrok pravdivy; je-li ve zlaté, je na
ni jeden vyrok pravdivy a jeden nepravdivy, na st¥ibrné skiince jsou oba vyroky
pravdivé a na olovéné skfince jsou oba vyroky nepravdivé.

1-1.7 Zvolime olovénou skiinku. Kdyby byl portrét ve zlaté skiince, byl by
na zlaté i olovéné skfince presné jeden pravdivy napis a na stiibrné skiince by
byly oba népisy pravdivé. Pokud by se portrét nalézal ve stfibrné skiince, byly
by vSechny napisy na zlaté a stiibrné skrince nepravdivé. Pokud je portrét ukryt
v olovéné skfince, jsou oba napisy na zlaté skiince pravdivé a oba napisy na olo-
véné nepravdivé a na stiibrné skfince je presné jeden népis pravdivy.
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I-1.8 Kdyby byl druhy pravdomluvny, byl by prvni 1haf (pravdomluvny by
nemohl vyrok vyslovit v okamziku, kdy prvni a druhy mluvi pravdu), a tedy by
tfeti nemohl byt lhaf (nebot vyrok ,,Mezi ndmi je jediny pravdomluvny.“ ma byt
171); vyrok tretiho, Ze druhy lze, je vSak nepravdivy. Druhy je tedy lhaf. Tteti
mluvi pravdu, kdyz jej prohlasuje za lhare.

I-1.9 Pravdomluvny je pravé druhy bratr (prvni nemtze byt pravdomluvny,
protoze sam sebe prohlasuje za lhaie; kdyby byl druhy 1haf musil by byt vzhledem
k vyroku prvniho tfeti pravdomluvny a vyrok druhého by byl pravdou, coz se 1hafi
stat nesmi; druhy je tudiz pravdomluvny). Pfi zménéném zadéani je lhafem prvni
z bratii, tfeti mluvi pravdu a o druhém neumime rozhodnout (prvni je opétovné
urcité lharem; je-li druhy lhafem, je tfeti opét pravdomluvny jako v prvni ¢asti;
pokud mluvi druhy pravdu, je lhafem jen prvni z bratii, takze tfeti je znovu
pravdomluvny).

I-1.10 Kdyby odpovéd znéla ,,Ano.“ mohl by byt bud prvni pravdomluvny,
nebo oba dva lhéafi. Neznal byste tedy odpovéd na svou otazku. Odpovéd mu-
sela znit tudiz ,,Ne.“ Pravdomluvny by vSak tuto odpovéd nemohl dat. Prvni
je tedy lhar. Kdyz ik ,Ne.“ musi byt pravda ,, Ano.“, takZze druhy z bratii je
pravdomluvny.

I-1.11 Naptriklad se zeptate: ,Shodujete se s bratrem v tom, Ze oba vzdy
mluvite pravdu, nebo oba nikdy pravdu netfeknete?“

Jsou-li oba bratii pravdomluvni, je odpovéd ,ano“, jestlize jsou oba lhafi,
je odpovéd ,ne“. Pokud je dotdzany pravdomluvny a druhy lhaf, dostaneme
odpovéd ,ne“ a v poslednim pfipadé, kdy dotédzany je lhaF a druhy bratr je
pravdomluvny, uslysime ,ano“. TakZe nezavisle na povaze dotazaného je druhy
pravdomluvny, pravé kdyz odpovéd zni ,,ano®.

I-1.12 Kdyby promlouval lhaf, musila by byt implikace ,Jsem-li pravdo-
mluvny, je pravdomluvny i mdj bratr.“ nepravdiva, coz nastava jen tehdy, je-li
antecedent pravdivy a soucasné konsekvent nepravdivy. Nyni vSak predpokla-
dame, ze promlouvajici je Ihar, procez antecedent nemitize byt pravdivy. Proto je
bratr, ktery mluvi, zcela urcité pravdomluvny. Navic, jestlize mluvi pravdu, kdyz
tika ,,Jsem-li pravdomluvny, je pravdomluvny i mtj bratr.“, musi byt pravdo-
mluvni oba.

1-1.13 Z predchoziho cviceni jiz vime, Ze ten z bratii, ktery vyrkne implikaci
s antecedentem ,,Jsem-li pravdomluvny“, je urcité pravdomluvny. Takze chybé&jici
slovo ve vypovédi prvniho bratra zcela nezbytné bylo ,ctyri“.

Kdyby druhy z bratii byl 1h&f, méla by byt implikace ,,Jestlize jsem lhar,
dva a dva jsou ...“ nepravdiva. AvSak jeji antecedent je pravdivy, tudiz kon-
sekvent je nezbytné nepravdivy. Je-li druhy bratr lhar, urcité fekl ,t¥i“. Naproti
tomu jestlize je druhy bratr pravdomluvny, mohl Fici jakékoli ¢islo, nebot antece-
dent neni pravdivy. NemutiZzeme proto rozhodnout ani o pravdomluvnosti druhého
bratra ani o slové, které vyslovil.

Tteti bratr nemtize byt lhaf, protoze jeho prvni vyrok je antecedentem vy-
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roku druhého; pokud by byl prvni vyrok nepravdivy, byl by druhy zcela jisté
pravdivy, coz neni u lhare pfipustné.

I-1.14 Kdyby byl bratr, jenz mluvi, lhaf, byl by konsekvent vyroku ,Je-li
mij bratr pravdomluvny, jsem lhaf.“ pravdivy a tedy by ho lhaf nemohl pronést.
Promlouvajici bratr je proto pravdomluvny, konsekvent jeho tvrzeni je neprav-
divy, procez je urcité i antecedent tohoto vyroku nepravdivy a nasledné je druhy
bratr 1hafr.

1-1.15 Je-li prvni bratr pravdomluvny, je pravdomluvny i druhy, takze jeho
tvrzeni ,Pokud je prvni bratr pravdomluvny, je pravdomluvny i tfeti.“ je prav-
divé, procez je rovnéz treti bratr pravdomluvny.

Pred okamzikem jsme prokazali tvrzeni ,,Pokud je prvni bratr pravdomluvny,
je pravdomluvny i tfeti.“, takZze druhy bratr, ktery toto tvrzeni pronesl je nutné
pravdomluvny. V takovém ptipadé vsak rika pravdu i prvni bratr.

1-1.16 Zebra miri do Brna, zirafa do Prahy a velbloud do Olomouce.

I-1.17 Zebra jede do Olomouce, zirafa do Brna a velbloud do Dvora Kralové.

I-1.18 Tom4s Bily nosi stan; Petr Cerveny nosi sekerku.

1-1.19 Nikoli, zadani je sporné.

I-1.20 Petr Bily je nejmensi. Tomas je nejvétsi a nosi kotlik. Velikost nositele
sekerky nelze uréit, protoZze mozna feseni jsou (napiiklad) ,nejmensi Petr Bily
nosi stan, prostfedni Jan Modry nosi sekerku a nejvétsi Tomas Cerveny nosi
kotlik“ a také ,nejmensi Petr Bily nosi sekerku, prostfedni Jan Cerveny nosi stan
a nejvétsi Tomas Modry nosi kotlik“.

I-1.21 Pridani (5) zaru¢i, ze Jan nosi stan a Petr sekerku, podle (3) se nejvétsi
Tomés musi jmenovat Modry. Jediné mozné feseni je uvedeno v feSeni predchoziho
cviceni jako druhé.

I-1.22 Cyklista Tomas Modry je nejmensi a nosi sekerku; vodak Jan Cerveny
je nejvetsi a nosi stan.

I-1.23 Jana méa rdda matematiku a ma ¢erné vlasy; barvu vlasi Evy ani jeji
oblibeny predmét nelze urcit. — Prokazali jste si neurcitelnost barvy vlasi Evy
a jejiho oblibeného pfedmétu sestrojenim alesponn dvou moznych feSeni naseho
zadani, ve kterych tyto vlastnosti Evy lisi?

1-1.24 Jana ma rada anglictinu a rtize a mé hnédé vlasy, Eva miluje mate-
matiku a slunecnice a je svétlovlaskou.

I-1.25 Nejmladsi Marie ma rada déjepis a rize a je Cernovlaskou; nejstarsi
Jana miluje angli¢tinu a kopretiny a ma hnédé vlasy.

I-1.26 Pavel hraje na housle a miluje Kunderu. Udaje o ostatnich jsou také
zadany jednozna¢né: Petr hraje na violoncello a obdivuje Capka, Josef je basistou
a ma rad Seiferta a Antonin hraje na violu a preferuje Haska.

I-1.27 Antonin hraje na basu a ma rad Moneta, Hagka a baroko. Uloha m4
jediné feseni:

Pavel: viola, van Gogh, Seifert, gotika,;
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Petr: violoncello, Cézane, Capek, renesance;
Josef: housle, Gauguin, Kundera, romaéansky sloh;
Antonin:  basa, Monet, Hasek, baroko.

1-1.28 Celkové feseni zleva do prava:

Antonin: basa, Guaguin, Hasek, renesance;
Josef: housle, Monet, Kundera, romansky sloh;
Petr: viola, Cézane, Capek, gotika,

Pavel: violoncello, van Gogh, Seifert, baroko.

Pridame-li slovo ,hned* do jedenacté podminky, nezméni se nic na feSeni,
pouze pridavime nadbyte¢nou informaci; nase feSeni pfidané podmince vyho-
vuje. Naproti tomu dodani téhoz slova do osmé podminky ¢ini systém podminek
sporny, feSeni neexistuje.

I-1.29 Uvazte, ze ze systému predpokladi [p — (q — 7)],p, q je dvojnésob-
nym uzitim modus ponens dokazatelné r. Poté trojnasobné uzijte dikaz dedukci.

I-1.30 Nahradte proménnou p formuli —p a pouzijte tranzitivitu implikace
na formule p — =—p a =—p — (=p — q).
I-'1.31 (g —r1),(—p—7),(p — q),p F q (modus ponens),
(q—71),(—p—71),(p — q),p k1 (pfedchozi vysledek a modus ponens),
(q—71),(-p—71),(p—4q), p F r (modus ponens).

Jako neutrélni formuli (tj. jako formuli A z odvozovaciho pravidla diikaz neutralni
formuli) pouzijme proménnou p.

I-1.32 Ano. Dikaz implikace A — B ze systému predpokladt J je tim spise
dikazem ze systému predpokladt J,.A. Ze druhého systému je pochopitelné také
dokazatelny predpoklad A; takze sta¢i pouzit modus ponens.

1-1.33 Ano. Je-li ze systému predpokladi I dokazatelnd formule A, je for-
mule A dokazatelnd tim spiSe ze systému predpokladd T, —~A. Z posledné zminé-
ného systému je dokazatelny rovnéz predpoklad —A.

I-1.34 Kocku. Reseni (obyvatelé domtl psani zleva doprava): Angli¢an chova
psa a zije ve zlutém domé, Nor ma kocku a ¢erveny dum, Némec se stara o ptaka
a zeleny diim, Svéd chové zebru a obyva bily dfim a kone¢né Dan mé koné a modry
dim.

I-1.35 Prvni otazka: Anglican.
Druhé dloha mé dvé reSeni: Dan nebo Némec. Tato reSeni ziskdme dvéma

moznymi doplnénimi tabulky
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Anglican:  zeleny dim, ptak, minerélka, volejbal;
Svéd: zluty dim, pes, kava, Sachy;
Nor: modry dum,  zebra, mléko, fotbal;
Dan: bily dtm, caj, plavani;
Némec: Cerveny dum, pivo, tenis;

o koné a kocku.
1-1.36 Némec; uvedené feseni respektuje potadi domi zleva doprava:

Zluty dtm: Nor, mineralka, fotbal, kocka;
Modry déim:  Dan, caj, Sachy, kin;
Cerveny dm: Angli¢an, mléko, volejbal,  pték;
Zeleny diim:  Némec, kéva, tenis, zebra;
Bily dam: Svéd, pivo, plavani,  pes.

I-2.1 Napis na zlaté skfince je urcité nepravdivy, druhé dva musi byt prav-
divé. Portrét je v olovéné skiince.

I-2.2 Odpovéd je stejnd jako v piedchozim cviceni, protoze népis na zlaté
skfince je nepravdivy, procez ,nejvyse jeden napis neni pravdivy* ma stejny vy-
znam jako ,presné jeden napis neni pravdivy“.

1-2.3 Ve stribrné skiince podobizna byt nemtize, protoze v takovém ptipadé
by byly pravdivé népisy na stiibrné i olovéné sktince. Kdyby byla podobizna
v olovéné skiince, nebyl by pravdivy zddny z napisti. Takze podobizna musi byt
ve zlaté skfince.

I-2.4 Vynechanim zkoumané podminky se tiloha 6 nestane feSitelnou, i kdyz
li Porciina vnucka podobiznu do zlaté skiinky, bude néapis na stfibrné skiince
pravdivy, vnucka by tudiz musela zajistit, aby napis na zlaté skiince pravdivy
nebyl, takze by byla povinna vlozit podobiznu i do stiibrné sk¥inky. Pak by vsak
napis na olovéné skfince byl pravdivy, coz je zadanim vylouceno. Ukazali jsme, Ze
ani pfi zménéném zadni neni mozno skryt podobiznu do zlaté skiinky. Schovani
podobizny do stiibrné neni mozné, nebot pak by byly pravdivé napisy na stribrné
i olovéné skiince. Ulozeni podobizny do olovéné skiinky a zanechéni zbyvajicich
skiinek prazdnych je vylouceno ivahami uvedenymi v poznédmce u6. Pokud jsou
vSechny skiinky ponechény prazdné, jsou vSechny napisy nepravdivé.

I-2.5 Oba pravdomluvni (lhaf nemutze fici ,Bud jsem lhaf nebo ....“ neboft
by to byla pravda).
I-2.6 Oba lhafi (pravdomluvny nemtze prohlésit ,,Ja jsem lhar a ...“).

1-2.7 Tteti bratr je Ihar, o prvnich dvou nelze rozhodnout, zda jsou pravdo-
mluvni nebo 1hafi.

1-2.8 Kdyby byl prvni bratr pravdomluvny, byl by pravdomluvny i druhy, ten
v8ak prohlasuje prvniho za lhare. Takze prvni bratr je Ihaf. Procez cesta vede doleva
nebo je druhy bratr lhaf. Ve druhém ptipadé je vyrok ,Bratr je lhat a vaSe cesta vede
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doprava.“ nepravdivy. Prvni konjunkt vSak pravdivy je, musi byt proto nepravdivy
druhy konjunkt. NasSe cesta tedy opravdu vede doleva.

Na druhém rozcesti je prvni bratr zcela jisté lhaf (pravdomluvny nemize Fici ,,Oba
jsme 1hé¥i a vaSe cesta vede doprava.*), druhy s vypovédi souhlasi, je proto také lhar.
Prvni konjunk vypovédi prvniho bratra je tudiz pravdivy, takze nepravdivy musi byt
druhy konjunkt. Jdeme vlevo.

Na tfetim rozcesti prvni bratr nemize byt pravdomluvny, protoze druhy s nim
souhlasi, musel by byt také pravdomluvny, avsak prvni konjunkt z vypovédi prvniho
bratra ,, Alespon jeden z nas je lhar.“ to vylu¢uje. Zminény konjunkt je proto pravdivy
a nepravdivy musi byt druhy konjunkt. Jdeme zase doleva.

Stejné jako na druhém rozcesti je na ¢tvrtém prvni z bratii lhaf. Jestlize je druhy
bratr pravdomluvny, mame jit doleva. Je-li 1haf, je prvni konjunk tvrzeni prvniho bratra
pravdivy, takze nepravdivy je nutné druhy konjunkt. Nase cesta pokracuje tudiz opét
vlevo.

Vyznam tvrzeni bratfi na predposlednim rozcesti je tyz jako na ¢tvrtém rozcesti.
Procez musi byt stejny i disledek: jdeme znovu doleva.

Kdyby na poslednim rozcesti byl prvni bratr pravdomluvny, vedla by nase cesta do-
prava nebo by byl pravdomluvny i druhy bratr; v pfipadé pravdomluvnosti obou bratii
je vSak prvni disjunkt z tvrzeni druhého nepravdivy, takze by musel byt pravdivy druhy
disjunkt, procez v ptipadé pravdomluvnosti prvniho bratra méame jit urcité doprava.
Pokud je prvni bratr 1haF, jsou nepravdivé oba disjunkty jeho vypovédi, tedy i druhy
bratr je lhar; to vSak neni mozné, protoze ten po pravdé vypovida, ze prvni bratr je
lhar. Na zavér nasi cesty vykroc¢ime vpravo.

1-2.9 Zebra jede do Dvora Kralové, velbloud do Brna a antilopa do Olomouce.

1-2.10 Ze si z nas nékdo dél4 legraci, systém podminek je sporny.

I-2.11 Jana méa rada matematiku a je Cernovlaskou; Marie dava prednost
déjepisu a ma svétlé vlasy.

I-2.12 Ano. Jana ma svétlé vlasy a miluje angli¢tinu a ruze; Marie je ¢erno-
vldskou a ma rada déjepis a slunecénice.

1-2.13 Zcela jisté vime pouze, ze Marie mé rada rize. Mozna feseni:
Nejmladsi Eva je ¢ernovladskou a ma rdda matematiku a slunecnice. Nejstarsi
Marie ma hnédé vlasy a miluje déjepis a rtze.

Nejmladsi Eva mé cerné vlasy a mé rada angli¢tinu a kopretiny. Nejstarsi Marie
je svétlovlaskou a miluje matematiku a rtize.

Pridame-li sova ,a je ji vékové blizsi“, vylouc¢ime prvni feseni, takze uréime
oblibené kvéty vSech nasich studentek.

I-2.14 Uloha mé jediné feSeni: Nejmladsi Eva je svétlovlaska a mé v oblibé
déjepis, rize a kalhoty. Nejstarsi Marie je cernovlaskou a miluje matematiku,
slunec¢nice a Saty.

1-2.15 Ano, celkové feSeni uvadi néasledujici tabulka:

Karel: obrance, Banik, bilé;
Vaclav: ato¢nik,  Slavia, cervené;
Milan: zéloznik, Sparta, modré;
Jiri: brankar, Liberec, bézové.
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1-2.16 Karel je obrancem, hraje ve Sparté a méa bilé auto; dobu jeho pfi-
jezdu nemuzeme urcit, nebot systém nasich podminek méa dvé feSeni, ve kterych
uvadime fotbalisty v poradi jejich prijezdi:

1. Milan: brankar, Banik, modré;
Karel: obrance, Sparta, bilé;
Jifi: zéloznik, Slavia, dervené
Vaclav: ato¢nik, Liberec, bézové.

2. Vaclav: utoc¢nik, Liberec, bézové;
Milan: brankar, Banik, modré;
Karel: obrance, Sparta, bilé;
Jifi: zéloznik, Slavia, cervené.

1-2.17 Fotbalisté prijeli v pofadi podle tabulky:

Karel: zaloznik, Sparta, modré, BMW;
Milan: brankar, Banik, bilé, Dacia;
Jifi: atoc¢nik, Liberec, bézové, Audi;
Vaclav: obrance, Slavia, Cervené, Citroén.

1-2.18 Reseni je uvedeno v souhrnném piehledu:

Véra: Kolin, dzbanek, auto;
Dana: Vlasim, penézenka, autobus;
Mirka: Slany, kniha, pésky;
Veronika: Riéany, svetr, vlak;
Lenka: Beroun, niz, kolo.

1-2.19 Nasledujici Feseni uvadi poradi, v némz staly vnucky vedle sebe v kruhu:

Véra: Slany, penézenka, kolo;
Dana: Beroun, kniha, pésky;
Mirkas: Vlasim, svetr, vlak;
Veronika:  Ricany, niz, autobus;
Lenka: Kolin, dzbéanek, auto.

1-2.20 Ano, tloha ma jediné feseni. Vnucky uvadime v poradi, v némz gratulovaly
dédeckovi :

Dana: Slany, niz, autobus,  vafeni;
Véra: Vlasim, svetr, pésky, smeti;
Lenka: Ricany, kniha, auto, zaSivani;
Mirka: Kolin, penézenka, kolo, nadobi;
Veronika: Beroun, dzbének, vlak, uklizeni.

1-2.21 Pti apravach implikace —p — ——q uzijte zdkon transpozice a axiom
VP3, tim dokazete pozadovanou ekvivalenci s formuli =q — p. Pro dikaz druhé
ekvivalence ve vyrokovém poctu vyjdéte z implikace -—p — —q.

1-2.22 Dokazatelnost —p — p, =p F p ziskdme prostou aplikaci modu ponens;
dokazatelnost —p — p,p F p jednoduse sepsanim piedpokladu. Uzitim dikazu
neutralni formuli (aplikovaného na p) dokon¢ime prokazovani.
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1-2.23 Uplny normalni disjunktivni tvar prvni formule: p & —q; druhé for-
mule:

P&q&r)Vip&q&1)V(p&q&r)V(p&qg& -1V
V(-p & —q & 1)V (—p & =q & ).

Uplny normalni konjunktivni tvar prvni formule: (pV q) & (pV —q) & (=pV =q);
druhé formule: (-pV -qV 1) & (-pV —qV ).

1-2.24 Formule je kontradikci, takze jeji tuplny normélni disjunktivni tvar je
podle definice formuli (p & q & —p) V (p & q & —q) a formule

(Ppva)&(-pVva) & (pVv—q)&(-pV—q)

je jejim Uplnym normalnim konjunktivnim tvarem.

1-2.25 Evidentné A F A, takze aplikaci odvozovaciho pravidla diikaz kon-
junkce (uzité dvakrat na tutéz formuli) dostaneme A - A & A. Dtikaz dedukei pii-
nese - A — (A & A). Aplikaci dikazu uzitim konjunkce dostaneme A & A - A,
procez diikaz dedukei zajisti - (A & A) — A.

A F AV A se odivodni trividlné odvozovacim pravidlem dikaz disjunkce.
Dokazatelnost (A V A),-A F A dostaneme aplikaci dikazu uzitim disjunkce,
(AVA), A F A obdrzime prostym sepsanim predpokladu, takze vyuzivajice dikaz
neutralni formuli ziskdme AV A F A. Na zévér pouzijeme dvakrat dikaz dedukei.

1-2.26 Evidentné jak A + A V B, tak také A - A V C dle odvozovaciho pravidla
dtikaz zavedeni disjunkce; na pfedchozi dokazatelnosti uzijeme diitkaz konjunkce a ob-
drzime A + (A V B) & (A V C). Z pfedpokladu B & € vyvodime jak B, tak také C
pouzivajice odvozovaci pravidlo dikaz uzitim konjunkce; nasledné vyvodime z naseho
predpokladu jak A V B, tak také A V C aplikujice v kazdém jednotlivém piipadé du-
kaz disjunkce a ,vSe dokizané se d& pouzit k dokazovani“. Potfebnou dokazatelnost
FIAV (B &C) — [(AVB)& (AVCEC)] obdrzime uzivajice dikazu rozborem pfipadii
a dikazu dedukci.

Bez realného vyuziti predpokladu A V € ziskdme aplikaci odvozovaciho pravidla
dtikaz uzitim disjunkce dokazatelnost —A,(A V B),(A V C) F B a analogicky rov-
néz dokazatelnost —A, (A V B), (A V C) F C, takze -A,(AVB),(AVC)F B & C
podle dikazu konjunkce. Nadto A, (A V B),(AV EC) F AV (B & C) prostym sepsa-
nim predpokladu a uzitim odvozovacich pravidel dikaz disjunkce a ,vSe dokdzané se
da pouzit k dokazovani“. Vyuzivajice dikaz neutralni formuli obdrzime dokazatelnost
(AVB),(AVEC)F AV (B & C); nasledné dvojnasobnym uzitim dikazu dedukei proka-
zeme dokazatelnost - (A V B) — ((AVC) — [AV (B & C)]) a na zavér uzijeme zékon
slucovani premis.

7 praveé prokazané ekvivalence ziskdme dokazatelnost formule

AV (B &C)] =-[(AVB)& (AVC)

ve vyrokovém poc¢tu na zakladé VP3 a zdkona transpozice. Nyni postupné apliku-
jeme de Morganova pravidla a dikaz ekvivalentnim nahrazenim a ziskdvame nejprve
dokazatelnost F [-A & =(B & €)] = [~(AV B) V =(A V €)] a nésledné dokazatelnost
F[-A & (=Bv-C)] = [(-A & =B)V(—A & —C)]. Nahradme formuli A formuli —A a formu-
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li B formuli =B, a aplikujme dikaz ekvivalentnim nahrazenim a zdkon dvojité negace.

1-2.27 Hledané elektrické obvody mohou realizovat napf. nize uvedené for-
mule, které jsou disjunkcemi konjunkci, nejsou vSak v #iplném normalnim tvaru
(v bodé (b) pfedstavuje proménna p; hlas predsedy, v bodé (c) pfedstavuji pro-
meénné p; a py hlasy predsedy a mistopiedsedy):

(a) (p1&p2)V(p1&p3)V (P2 & P3);

(b) (p1&p2) V (p1 &p3)V (p1 &pa)V (p2 & p3 & pa);

(c) (P1&p2&p3)V (p1 &2 &pa)V (p1 &p2 & ps)V
V(p1 & p3 & pa) V (P1 & 3 & ps) V (p1 & pa & ps)V
V(p2 & p3 & pa) V (P2 & p3 & ps5) V (p2 & pa & ps).

1-2.28 Predpoklddame existenci dtkazu formule A — B z predpokladd TJ.
Tento dikaz je tim spise diikazem z pfedpokladi T, A. Prodluzme uvazovany di-
kaz o dvé formule: A a B. Dostaneme opét diukaz z predpokladt I, A — prvni for-
muli miizeme pfidat, nebot je pfedpokladem a druhou obdrzim aplikaci pravidla

modus ponens na dvé formule bezprostfedné predchazejici zavéreéné formuli B.
1-2.29 Podle zadani tikolu mame vysetfovat ¢tyfi moznosti:

(7) Jestlize D; je axiomem vyrokového poctu, je zcela evidentné T F D;. Formule
D; — (A — D;) je axiomem tvaru VP1, procez I+ D; — (A — D;) a prosté
uziti modu ponens pfinese T - A — D;.

(ii) Zcela analogicky jestlize D; je pfedpokladem ze systému T, je T F D;. Formule
D; — (A — D;) je axiomem tvaru VP1, procez I+ D; — (A — D;) a uzivajice
modu ponens obdrzime T+ A — D;,.

(ii") Je-li D; formuli A, staéi si uvédomit, ze formule A — A byla ve vyrokovém poctu
dokézana v §1.

(iii) Nyni pfedpokladame, ze 7,5’ < i a ze D 5+ je formuli D; — D;, takze indukéni pred-
poklad ndm pfinasi dokazatelnosti T+ A — D; a soucasné T+ A — (D; —D;).
Formule

A = (D;=Di)] = [(A = Dj) — (A — D))

je axiomem vyrokového poctu, a proto je dokazatelna v systému predpokladi J.
Prvni aplikace modu ponens pfinese dokazatelnost T+ (A — D;) — (A — D;)
a nasledné druhé aplikace pravidla modus ponens zajisti dokazatelnost T+ A — D;,.

1-2.30 Piedpokladejme, Ze formule € (resp. D’) vznikne z formule € (resp. z for-
mule D) zadménou znaku & znakem V a znaku V znakem & a zdménou vyrokové pro-
ménné jeji negaci. RozliSme jednotlivé ptipady popsané v navodu k feSeni dlohy:

(1) Formule A je tvaru —€ (pro jakousi formuli €). Je podstatné nahlédnout, ze zamé-
nou znaku & znakem V a znaku V znakem & a zdménou vyrokové proménné jeji
negaci vznikne z formule A formule —-€’. Formule € je jednodussi nez formule A
(mé o jednu logickou spojku — totiz vnéjsi negaci — méné). Podle indukéniho
predpokladu je ve vyrokovém poétu dokazatelna ekvivalence formuli -€ a €’. Do-
kazatelnost ekvivalence formuli ——C (tj. formule =A) a =€’ ve vyrokovém poctu
dostaneme na zakladé VP3 a zakona transpozice.

(2) Predpokladejme, Ze formule A je tvaru € & D. Podle prvniho de Morganova pra-
vidla je pak dokazatelna ekvivalence formule —A, tj. formule =(C & D) a formule
-CV =D, posledni formule je navic podle indukéniho pfedpokladu a odvozovaciho
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pravidla dikaz ekvivalentnim nahrazenim ve vyrokovém poctu ekvivalentni for-
muli @' vV D’. Na zavér si sta¢i uvédomit, ze zdménou znaku & znakem V a znaku V
znakem & a zaménou vyrokové proménné jeji negaci vznikne z formule A formule,
tzn. z formule C & D, pravé formule €’ v D’

(3) Predpokladdme-li, Ze formule A je disjunkci, postupujeme zcela analogicky jako
v pfedchazejicim pfipadu, jenom pouzijeme druhé z de Morganovych pravidel.

II-1.1 Kazdy z prvnich dvou soudt je vyjadfitelny vyrokem , Neexistuje in-
dividuum, které by mélo soucasné jak vlastnost S, tak také vlastnost P“, coz
graficky vyjadfujeme oznacenim ¢tverce I znakem 0. Kterykoli z druhych dvou
soudi mizeme vyjadrit vyrokem ,Existuje individuum, které ma soucasné jak
vlastnost S, tak také vlastnost P“, coz graficky vyznacujeme zapsadnim znaku 1
do c¢tverce 1.

II-1.2 Uvazme napt. skupinu s dvéma individui I, K, pficemz individuum I
mé jak vlastnost S, tak také vlastnost P a individuum K maé vlastnost P a sou-
¢asné nem3 vlastnost S.

I1-1.3 Platny je pouze sylogismus se zavérem (30)
»Nékteré S neni P.“.

I1-1.4 Platny je sylogismus se zavérem (3e) ,,Z4ad- 1 0 1
né S neni P.“; za predpokladu existence objektu 0\ / 0
s vlastnosti S je navic platny sylogismus se zavérem 11
(30) ,Nékteré S neni P.“. s M P
II-1.5 Nase ivaha se m4 tykat soudii (1) Zadné S
neni M, (2) Zadné P neni M, (3) Zadné M neni S, Diagram 1

(4) Zadné M neni P, (5) Nékteré S neni M, (6) Né-
které P neni M, (7) Nékteré M neni S, (8) Nékteré M neni P. VSechny tyto soudy
jsou graficky zaznamenany do diagramu 1 (soudy (1) a (3) a rovnéz soudy (2) a (4) maji

stejné Igraﬁcke vyjadieni).
Sougy tvaru a, e zachovavaji platnost, druhé dva nikoli. Zdtvodnéni:

(a) z premis ,Kazdé S je P“ a ,Kazdé S’ je S vyvodime ,Kazdé S’ je P“,
nebot jakykoli objekt majici vlastnost 8’ mé rovnéz vlastnost S, takze také P;
(b) z premis ,Zadné S neni P* a ,Kazdé S’ je S* vyvodime ,,Zadné S’ neni P*,
protoze jakykoli objekt majici vlastnost S’ mé rovnéz vlastnost S, procez nema
vlastnost P. Protiptiklady: (a) v mnoziné se dvéma individui D, E, z nichZ prvni
mé vlastnosti S’ a S a nemé vlastnost P a druhé mé vlastnosti S a P a nem4
vlastnost &’ jsou pravdivé premisy ,Nékteré S je P a ,Kazdé S’ je S* a neni
pravdivy zavér ,Nékteré S’ je P“; (b) v mnoziné se dvéma individui B, G, z nichz
prvni mé vSechny t¥i vlastnosti &', S a P a druhé ma pouze vlastnosti S jsou
pravdivé premisy ,Nékteré S neni P* a ,Kazdé S’ je S¢ a neni pravdivy zéveér
»,Nékteré S’ neni P«.

I1-1.7 Ne.

1I-1.8 Ano.

II-1.9 ,Neéktera chytra zena je hezka.“

II-1.10 ,Neéktera chytra zZena je hezkd.“, avSak pouze za predpokladu exis-
tence hezké zeny.
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II-1.11 Platné: (a) ,Néktery rozumny muz neni podnikavy.*

(b) ,Néktery rozumny muz je podnikavy.“

(¢) ,Néktery rozumny muz neni podnikavy.“, avSak jen za predpokladu exis-

tence rozumného muze.

1I-1.12 Ano, avsak pouze za predpokladu existence ucitele angli¢tiny.

II-1.13 Nikoli, jako protipfiklad staci vzit Skolu se dvéma uditeli, z nichz
prvni uc¢i matematiku, fyziku a ¢estinu, nikoli vSak angli¢tinu a druhy uci pouze
¢estinu a angli¢tinu.

I1-1.14 Ano; z tfeti premisy vyuzivame jen existenci ucitele anglictiny.

II-1.15 Nikoli, a to ani za predpokladu existence ucitele angli¢tiny — jako
protipiiklad staci vzit skolu se dvéma uditeli, z nichZ prvni u¢i matematiku, fyziku
a Cestinu, nikoli vSak angli¢tinu a druhy uci pouze angli¢tinu.

II-1.16 Ano, avsak za predpokladu existence studenta, ktery rozumi fyzice.
Z uvedenych premis je totiz zavér ,,Kazdy student, ktery rozumi fyzice, je vysoky.“
vyvoditelny bez dodatecnych predpokladii.

I1-1.17 Ano.

I1-1.18 Ano. Z premis (5) a (2) vyvodime ,Kazda tézka ryba je politovani-
hodn4.“; z predchoziho a premisy (6) vyvodime dile ,Zadn4 tézk4 ryba nema
tfi fady zubu.“. Pro dalsi vyvozovani pouzijeme pravé vyvozené tvrzeni a pre-
misu (3) a ziskdme tvrzeni ,Z4adn4 té7ka ryba neni zralokem.“; na zavér uzijeme
posledni tvrzeni spolu s premisou (4) a obdrzime tvrzeni ,Kazda tézka ryba je
laskava k détem.“.

I1-2.1 (a) = je muzem a z je dité y Muz(x) & Dité(x,y);
(b) x neni muzem a existuje z takové, ze y je dité z a z je dité x
“Muz(z) & (3z)(Dité (y, z) & Dité(z,x));
(c) = neni muzem a existuje z takové, ze z je dité y a x, z jsou manzelé
“Muz(z) & (32)(Dité(z,y) & Manz(z,z));
(d) x je muzem a existuje z takové, ze x je dité z a y je dité z a x,y jsou rizné
Muz(x) & (3z)(Dité (z, z) & Dité(y, z) & © # y);
(e) = neni muzem a existuje u a existuji z1, zo od sebe rizné déti u takové, ze x
je ditétem z; a y je ditétem zo
“Muz(z) & (Ju) (321, 22)[Dité (x, z1) & Dité(y, z2) & 21 # 22 &
& Dité(z1,u) & Dité (22, u)l;
I1-2.2 (a) y je dcerou z, (b) y je dédeckem z, (c) x je bratrancem y, (d) z je
strycem y, (e) x je tchyni y, (f) y je prapravnuckou z.
11-2.3 Posloupnost formuli

Q(z,y), Qy,z), Qz,y) — Qy,x), (Vy)(Q(z,y) — Ay, x)),
(Vo) (Vy)(Q(z, y) — Qy,2)),
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prokazuje, Ze prvni zapis je formuli jazyka La, nebot prvni zapis je podle dohody
zjednodusenou formou posledni formule. Formule zachycuje symetrii predikatu Q
a je uzaviena.

Kazda z posloupnosti formuli sama o sobé

Q(z,y), Qy,z)), (FY)Q(y,z), Qz,y)V(Fy)Qy,z), (Vz)(Q(z,y)V(3y)Q(y,z))
Oy, z)), Fy)Qy, ), Qz,y), Qz,y)V(Fy)Qy,z), (Vz)(Q(z,y)V(3y)Q(y,z))

prokazuje, Ze druhy zapis je formuli jazyka La. Zadnou z uvedenych posloupnosti
jiz neni mozno zkratit vypusténim nékterého ¢lenu. Prvni vyskyt proménné y ve
druhé formuli je volny, vSechny ostatni vyskyty proménnych jsou vazané.

1I-2.4 V prvém zapisu je do predikatu P dosazena formule a nikoli term, ve
druhém se nerespektuje binarnost predikatu Q, a ve tretim piipadé je kvantifi-
kovana rovnéz konstanta a nikoli pouze proménné.

II-2.5 Prvni a tieti zapis jsou formulemi, druhy neni spravné uzavorkovan a
pripousti vice vyznamu, v poslednim je predikat predikat Q aplikovan na zapis
c& x, ktery neni termem. V prvni formuli jsou vyskyty proménnych y, z vazané,
proménné x je volnd; kvantifikace jsou nadbytecné, formule je v predikatovém
poctu ekvivalentni formuli Q(c, z); druhé z formuli je uzaviena.

1I-2.6 Minimalni posloupnosti prokazujici, ze zapisy jsou termy jsou napf.
posloupnosti

€, 8"(%), C,S(C),f)(%(t)), S(x))
¢, z,5(c), (), H(3(c), 3(x))

pro zapis prvni a pro druhy zapis posloupnosti

z,y,9(z,y), 9y, ), H(H(z, ), H(y, )
Y, 2, 9(2,9), 9y, ), H(H(z, y), H(y, ).

11-2.7 Funkce & neni funkci jazyka La, funkce $) je binarni; posledni zapis
neni spravné uzavorkovan.

II-2.8 Termem neni pouze posledni zapis, jenz je nespravné uzavorkovan.

I1-2.9 Prvy zapis je formuli jazyka La, v némz je proménnd y vazani a pro-
meénnd x volna (formule je ekvivalentni formuli vzniklé vypusténim kvantifikace).
V dalsich zapisech neni $)(x) ani §F(z) = ¢ termem.

11-2.10 Termy aritmetiky jsou prvni a posledni zapis; pfedposledni zapis
je formuli aritmetiky, nikoli jejim termem. Druhy a tfeti zapis obsahuji funkce
kvadratu a podilu, které nejsou v zakladnim jazyce aritmetiky, zapisy tedy nejsou
termy zékladniho jazyka aritmetiky. Mezi témito funkcemi je vSak podstatny roz-
dil: funkci kvadratu mizeme pomoci formule y = x-x dodefinovat (viz zavér para-
grafu), funkci podilu s vlastnosti y-x/y = = v8ak obecné v aritmetice pfirozenych
¢isel dodefinovat nelze.

II-2.11 Prvni zapis neni formuli aritmetiky, protoze rozdil neni funkci arit-
metiky pfirozenych ¢isel. Druhé zapisy formulemi aritmetiky jsou a vyjadiuji, Ze
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¢islo y je nasobkem dcisla x a Ze y je spolecnym délitelem ¢éisel x1,x5. V prvni
formuli jsou proménné z,y volné a proménna z vazana a ve druhé formuli jsou
proménné x1, X2,y volné a proménné zi, zo vazané.

11-2.12 @A) (z=y-y&y#6(0)&
& (Vz)lr=q-2— (2=6(0)Vg=6(0)Vz=y))
[1-213  (a) (3y)Q(3(c), &(c, 3(y))), (d)  (Fy)Q(3(3(2)), 6(3(x),5(y)))
(b) By)Q(3(y), &(y,F(y))), (€)  (Fy)QF(&(x,y)),8(&(x,y),3(y))),
(c) By)QE(2),8(z3(v))), (£)-(1) Cy) QB (), &(x,F(v))),
(a)~(e) Q(e,y) = (V2)(Q(,y) & P(2)), (h) Q(c,§(2)) — (V2)(Q(x,3(2)) & P(2)),
() Qle,¢) = (Vo) (Q(x,¢) & P(2)), (i) Q(c,y) — (Vo) (Q(z,y) & P(x)),
(8)  Qez) = (Vo) (Qz,7) & P(2)),
(a) (V2)(Q(c,)VQ(c,y)), (d)(V2)(Q(S(x),c) V Q(c,y)), (g) (V2)(Qz,¢) V Q(e, x)),
(b) (v2)(Q(y, ) VQ(e,y)), () (V2)(Q(&(x,9), )V Q(c,y)), (h) (V2)(L(z,¢)V (e, §(x))),
(c) (v2)(Q(z,0)VQ(ce,y)), (f) (V2)(Q(x,¢) V Q(c, ), (i) (v2)(Q(z,¢) V Q(c, ).

V prvni formuli vzroste systém vazanych vyskytt proménnych pfi nahrazenich
podle bodt (b) a (e), ve druhé formuli podle bodi (g) a (h) a v posledni formuli pfi
nahrazeni podle bodu (c).

11-2.14 Formule ¢ V 1 je pravdiva ve struktufe pfi daném ohodnoceni, pravé
kdyz neni pravda, Ze soucasné neni pravdiva formule ¢ ani formule ¢. To je
vsak totéz jako tvrzeni, ze alespon jedna z formuli ¢, je pravdiva v uvazované
struktute.

I1-2.15 Formuli ¢ = 1 chapeme jako formuli (¢ — ¥) & (¢ — ¢), staéi proto
uzit bod (4) definice pravdivosti ve struktufe a ptiklad 5.

I1-2.16 Hledanymi formulemi jsou napt. (Vs)(Muz(s) — —s > Jan3B),
(3s)(Jan3B > s & —Muiz(s)) a (Fu)(&(u) = Jan3B & ~Muz(u)). Druhd a po-
sledni formule jsou pravdivé ve strukture S, prva nikoli.

11-2.17 Ptedpoklddejme nejprve, ze kazdd bezesporna teorie ma model. Jestlize
formule ¢ neni v teorii T' dokazatelnd, neni dokazatelny ani (jakykoli) jeji uzavér v,
takze teorie T, —1) je bezespornd, ma tedy model. V takovémto modelu teorie T neni
splnén uzavér formule ¢, tedy ani ona sama.

V zadné bezesporné teorii neni dokazatelna napt. formule ¢ & —¢ pro jakoukoli
formuli ¢ jejiho jazyka, musi tudiz existovat model teorie T (ve kterém nadto neni
splnéna formule ¢ & —p).

11-2.18 Dtikaz implikace ¢ — 9 v teorii T je také ditkkazem implikace v teo-
rii T, ¢; tento dikaz prodluzme nejprve piidanim nejprve formule ¢ (sepséni
axiomu) a poté formule ¥ (modus ponens). Uzavienost formule ¢ jsme nepotie-
bovali.

I1-2.19 Dokazatelnost formule ¢ v teorii T zajisti dokazatelnost téze for-
mule v teorii T, —¢. V posledné jmenované teorii je evidentné dokazatelny jeji
axiom —.

11-2.20 V teorii T, ¢ je dokazatelna disjunkce ¢ V 1, staci tedy uzit pravidlo
,vse dokazané lze pouzit k dokazovani®.
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1I-2.21 Fixujme z s vlastnostmi & a M. Uzijme specifikaci na prvni pre-
misu k ziskani implikace M(z) — =P(z). Uziti modus ponens zabezpeci =P (z).
Aplikaci dikazu konjunkce ziskame S(x) & —P(z), nakonec pouzijeme dualni
specifikaci.

K prokazani platnosti druhého sylogismu postacuje uvézit, ze za predpo-
kladu néjakého M implikuje premisa ,Kazdé M je S.“ druhou premisu naseho
sylogismu ,Nékteré M je S.“ (viz ptiklad 8).

11-2.22 Pro libovolny objekt x pouzijeme specifikaci na obé premisy a ziskame
implikace S(z) — - M(x) a P(z) — M(x). Z tautologie predikatového poctu
(p — q) — (-q — —p) a z formule P(x) — M(z) vyvodime uzitim modus
ponens formuli ~M(z) — —P(x). K dokdzani implikace S(z) — —P(z) uzijeme
tranzitivitu implikace a na zavér aplikujeme generalizaci.

Platnost druhého sylogismu prokazeme z platnosti prvého, prfedpokladu exis-
tence objektu s vlastnosti S a vysledku prikladu 8.

11-2.23 K prokéazani platnosti druhého sylogismu predpokladejme existenci
objektu s vlastnosti P; pak mtizeme na pruni premisu uplatnit vysledek ptrikladu 8
a nasledné pouzit platnost prvniho sylogismu tohoto cviceni.

11-2.24 Oba ¢tverce maji stranu délky a+b, kde a, b jsou délky odvésen vySet-
fovaného pravouhlého trojuhelnika. Prvni ctverec se skldada ze ¢tyi trojihelniki
a z Ctverce nad pieponou a druhy ¢tverec se sklada
z tychz ¢tyt trojuhelnik® a dvou ¢tvercit nad jejich

odvésnami. C

Popsana tivaha nad diagramy je velmi presveéd- Jp b a @
¢iva, nicméné pro zcela presny dikaz by bylo po-
tfeba zdtvodnit i tvrzeni z ndhledu jasna, napft. ze A e B
¢tyttahelniky v diagramech jsou ¢tverce (a ne pouze c
kosoctverce).

11-2.25 Plocha c¢tverce nad pieponou je souc- /]
tem ploch dvou obdélnikti, které maji stejnou plo- .

Diagram 2

chu jako ¢tverce nad jednotlivymi odvésnami.

III-1.1 NE, v Robinsonové aritmetice je dokazatelnd negace zkoumané for-
mule, tzn. formule

(Fz,y)r-y=0& ~(x =0& y = 0)].

Podle axiomu RA4 je totiz dokazatelna rovnost x - 0 = 0 pro kazdé prirozené
¢islo z. Uvédomujete si, ze jesté nejsme s odtvodnovanim hotovi? — Spravné,
jesté musime prokazat, zZe existuje alesponn jedno prirozené ¢islo rtizné od 0, to
v8ak zaruuje napft. formule (ra5).

IT1-1.2 ANO, rovnost 0+ 0 = 0 plyne z axiomu RA4, formule je dokazatelna
v RA.
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II1-1.3 ANO, rovnosti - 0= 0 = 0- x plynou v Peanové aritmetice z axiomu
RAG6 a z komutativity nasobeni. Naproti tomu v Robinsonové aritmetice zni
odpovéd NE — rovnost = - 0 = 0 je sice opét dusledkem axiomu RAG6, avsak
formule 0-z = 0 neni v Robinsonové aritmetice dokazatelnd, coz prokazuje napf.
struktura O, z tlohy 8, kde 04 2 =07-2 =07 # 0.

ITI-1.4 Jestlize existuje u takové, ze u +y = 0, je y = 0 podle formule (ral).

ITI-1.5 Za predpokladu S(z) < &(y) musi podle axiomu RAS8 existovat
pfirozené ¢islo u takové, ze u + &(x) = S(y), z éehoz podle RAS5 plyne rovnost
S(u+ x) = 6(y); pak vsak axiom RA2 zabezpedi u + x = y a nasledné uziti
R A8 dokonci dtkaz.

IT1-1.6 Predpoklad = < y zajisti v disledku RAS8 existenci u s vlastnosti
u+ x = y; pro toto u dostavame S(u + z) = S(y) (podle axiomu rovnosti pro
funkei nasledovnika), takze RA5 implikuje u + &(x) = &(y). Na zavér uzijeme
axiom RAS.

IT1-1.7 Jazyk aritmetiky obsahuje jak konstantu 0, tak také funkci néasle-
dovnika &, mizeme proto utvorit term &(0). Jako disledek axiomu rovnosti R1
dostaneme G(0) = &(0) a nasledné jako disledek dualni specifikace (a modus po-
nens) ziskdme (3z)(z=6(0)). Formule (Vz1,22)[(21 =6(0) & 20 =6(0)) — 21 = 25]
je dusledkem symetrie a tranzitivity rovnosti.

V tvaze jsme nepouzili mimologické axiomy teorie RA, konstantu tudiz mtzeme
ptridat bez obav jiz v teorii s jazykem aritmetiky a bez mimologickych axiomt.

ITI-1.8 Staéi uvazit, ze rovnosti x + 1 = =z + &(0) = &(z + 0) = S(x) jsou
postupné dusledkem axiomu rovnosti pro séitani (a axiomu definujiciho konstantu 1),
axiomu RAS5 a opét axiomu rovnosti, tentokrat vSak pro funkci nasledovnika, uzivajiciho
rovnost zarucenou axiomem RAA4.

ITI-1.9 V Peanové aritmetice ziskame rovnosti z -1 =z-6(0) = (z-0)+z ==z
postupné z axiomu rovnosti pro nasobeni uzivajiciho rovnost definujici konstantu I
a z axiomu RA'; posledni rovnost je disledkem axiom RA6 a RA4, komutativity
s¢itani a axiomu rovnosti pro s¢itani. Nedokazatelnost rovnosti « - §(0) = = v Robin-
sonové aritmetice prokazuje napf. struktura O3 z prikladu 9.

Piedpokldddme-li < 1, mlizeme fixovat u tak, ze u + x = &(0) a predpoklad
z # 0 umozni fixovat v s vlastnosti G(v) = z. Pii téchto fixacich ziskdme rovnosti
Su+v) =u+6() =u+z=6(0) v disledku RA5. Takze aplikace RA2 pfinese
u+wv = 0 a uzivajice (ral) obdrzime v = 0. Z pfedpokladu = # 0 jsme dostali z = &(0).

Druhé tvrzeni je dokazatelné v . RA a ve cviceni I1I-2.22 bude podstatné zesileno.

I11-1.10 Z axiomu RA6, RA1 a komutativity nasobeni ziskdme x # 0 & y # 0.
Mizeme proto fixovat u,v takové, ze &(u) = z & &(v) = y. Na zdkladé RA5 a RA7
dostaneme

S(6(u) -v)+u)=(6(u) v)+6(u)=6(u) 6)=x-y=56(0).

Aplikace RA2 piinese (&(u) - v) + u = 0 a nésledné ziskdme v = 0 & S(u) -v = 0
jako dusledek jiz dokdzaného (ral). Na zavér aplikujeme (ra2) a ziskdme v = 0 (nebot
S(u) # 0).

ITI-1.11 Uvazte, ze 6(0) + x = 6(0+ =) = 0+ S(z) podle (iv) a RAS.
V disledku (pal0) by rovnost © = &(z) implikovala &(0) = 0, coz je vylouceno
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axiomem RA1.

I1I-1.12 Dokazujme napf. indukci podle proménné z. Postupné ziskdme rov-
nosti z-(y+0) = z-y = x-y+0= x-y+z-0v disledku dvojndsobného uziti RA4
(jednou nahradime proménnou x proménnou y a podruhé termem x -y) a axiomu
RAG6 (a také axiomu rovnosti pro séitdni i nasobeni). Déle — predpokladajice
z-(y+z2)=(x-y)+ (z-z) — obdrzime

T+ 6() =2 Sy +2) = [z (y+2) +a =
(@ y)+@ D +a=(y) +[-2)+a]= () + (@ &)

postupnym vyuzitim axiomu rovnosti pro nasobeni uzivajicitho axiom RA5, dale
axiomu RAY, axiomu rovnosti pro sc¢itdni vyuzivajictho indukéni predpoklad,
asociativity s¢itani a opét axiomu rovnosti pro s¢itani tentokrat uzivajictho RAT.

I1I-1.13 Asociativitu nasobeni lze dokazovat indukci podle proménné z. Evi-
dentné (z-y)-0= 0=z - (y-0) prostym vicendsobnym pouzitim RA6. Druhy
potfebny vztah

(-y)-6(2)=[(z-y)2l+z-y=[z-(y-2)+z-y=a-[(y-2)+yl =z (y - 6(2))

dostaneme — za pouziti indukéniho predpokladu (z - y) -z = z - (y - 2) — po-
stupnym uzitim RA7, indukéniho predpokladu, jiz dokdzaného vztahu (pab), tj.
distributivity, a znovu RAT.

I11-1.14 Jestlize x < y & y < z, pak existuji RA8 pfirozena cisla u,v tak, ze
u+z=y&v+y=z, jest tedy (za pouziti asociativity s¢itani (pal))

(v+u)+z=v+(ut+z)=v+y=2z

Zvolime-li w = v + u, dostavame w + x = z, takze x < z podle RAS.

ITI-1.15 Neni co dokazovat, implikace x =y — (z + 2=y + z) je naprosto evi-
dentni diisledek axiomu rovnosti pro s¢itani. Implikace je dokazatelna v predikato-
vém poctu s jazykem aritmetiky, tzn. bez uziti mimologickych axiomi teorie RA.

ITI-1.16 Jestlize u+x =y, pak u+ (x + 2) = (u+ ) + 2 = y + z v dusledku
asociativity séitani. K dokazani obracené implikace zvazme, Ze z predpokladu
u+(z+2z)=y+=z dostaneme (u+x)+2z=y+z opétovné uzitim asociativity s¢itani
a nasledné obdrzime rovnost u+x =y uzitim vysledku tlohy 6 (viz formuli (pal0)).

I11-1.17 Jestlize pfedpokladame = < y, mizeme fixovat v tak, ze v + x = y;
nasledné pak mame (v-z) + (x-2) = (v+x) -z =y - z v disledku distributivity
(tj. formule (pab) dokazané ve cviceni I1I-1.12). (Chceme-li byt naprosto presni
musime jesté uvést, ze distributivitu pro nasobeni zprava ziskame z distributivity
pro nasobeni zleva a z komutativity ndsobeni.) Nerovnost y-z < z-z zajisti RAS,
protoze za pozadované u miizeme zvolit term v - z.

ITI-1.18 Neni-li z < y, je nutné y < x v dusledku (pa9), a v takovém piipadé
existuje u tak, ze u +y = x podle RAS8. Uzivajice distributivitu pro nasobeni
zprava (viz FeSeni pfedchoziho cviceni) ziskdme (u - z) + (y - z) = = - z. Pfedpo-
klad - z < y - z by v disledku RAS8 vedl k existenci v vyhovujictho rovnosti

314



RESENI CVICENI, HADANEK A HLAVOLAMU

v+ (x-z)=y -2z. Dohromady bychom néasledné ziskali
v+ (u-z2)+y-2z)=v+(z-2)=y-z
Podle RA4 a komutativity s¢itani bychom méli dokonce
0+(y-2)=y-z=v+(u-2)+(y-2),

takze uziti formule (pal0) by pfineslo v + (u - z) = 0. Z predchozi rovnosti vsak
(v dusledku (ral)) bychom obdrzeli v - z = 0 a nésledné pii uziti predpokladu
z # 0bychom ziskali u = 0 na zékladé (ra2). Pokud bychom se pak vratili k volbé
objektu u, nahlédli bychom, ze x = 0+ y = y (druha rovnost je opét dtisledkem
RA4 a komutativity séitani). Rovnost z = y je vSak podle (pa6) (viz uloha 7)
ve sporu s predpokladem -z < y.

IMI-'1.19 Jez = y = (x < y & y < z) podle bodu (pa7) a (pa6). Takze
(pall) je evidentnim dusledkem tvrzeni (pal3), kterouzto formuli jsme jiz doka-
zali v pfedchozich dvou cvicenich.

I11-1.20 ANO, implikace © = y — x-z = y- z je trividlnim dusledkem axiomu
rovnosti pro nasobeni. Pro obracenou implikaci nelze antecedent vynechat, nebot
S(0)-0=0-0, avsak &(0) # 0 napf. podle (rab).

Uvedli jsme, ze v diikazu prvni implikace jsme nepouzili antecedent, avsak dokonce
jsme nepotiebovali ani indukci, takze formule (Vz,y,2)(z < y — z-2 < y- z) je
dokazatelnd v Robinsonové aritmetice; pifesné totéz plati i o formuli ze cviceni I11-1.17.
Kdyby bylo mozno vypustit pfedpoklad z # 0 ve formuli ze cviceni I1I-1.18, zopakovali
bychom tavahu ze cviéeni I1I-1.19 a dokéazali formuli (Vz,y,2)(z-2 =y -2z — = = y)
v teorii PA, o ¢emz v8ak jiz vime, Ze je absurdni.

ITI-1.21 Musi byt Gg(a) = a, protoze rovnost Sg(a) = 0 je vyloucena axiomem
RA1 arovnost Gg(a) = n je pro n # 0 rovnéz vylouéena, tentokrat axiomem RA2.
Realizace funkci +¢, -¢ musi vyhovovat rovnostem

(a) a+60 = a v dusledku pozadované pravdivosti RA4 ve struktufe Og;

(b) a+666(n) = Ge(a+en) = Gg(a) = a; prokazovani provadime metamatematickou
indukci a pfi prvé rovnosti uzivame pozadavku pravdivosti axiomu RAS5 a pti druhé
rovnosti vyuzivame indukéni predpoklad a +¢n = a;

(c) b+ga=Db+66(a) = S4(b +6 a); nasledovnik zddného intuitivniho p¥irozeného
¢isla neni roven tomuto ¢islu samotnému, procez nezbytné b +¢ a = q;

(d) pro b # 0 mdme b s a = b ¢ Sg(a) = b ¢ a +6 b = a, nebot prostiedni rov-
nost je disledkem pozadavku pravdivosti axiomu RA7 ve struktute Og a protoze
posledni rovnosti mtizeme zdivodnit nasledovné: pri¢teme-li k intuitivnimu pfiro-
zenému Cislu nenulové intuitivni pfirozené ¢islo, nikdy nedostaneme cislo ptivodni,
v dusledku ¢ehoz pro nenulové prirozené ¢islo b je b-g a = a; pro b = a pouzijeme
bod (c);

(e) a-g0 =0, nebot se snazime zarucit pravdivost axiomu RA6 ve struktuie O

(f) a6 66(b) = a-¢b+¢a = a v disledku pozadované pravdivosti axiomu RA7
ve strukture Qg a v disledku jiz prokdzaného bodu (c).

Volit tedy mtzeme nanejvyse hodnotu 0 - a.

I11-1.22 V tvahéch z ptikladu 7 neni zapotfebi ménit viibec nic (kromé in-
dext1); zkoumani souéinu 01 &1(a) je korektni i pro pfipad 07 a # 0.
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Komutativita s¢itani v modelu Oy je pravdiva pravé kdyz je pravdiva komu-
tativita séitdni v modelu M; nasobeni v modelu O je vzidy nekomutativni, nebot
0za=a#0=a-0.

IT1-1.23 Realizace funkce & je popsdna vztahy Gg(ag) = ap a soucasné
Gs(a;) = ay. Realizace séitani a nasobeni jsou schématicky popsany nésleduji-
cimi tabulkami:

+s a0 a1y s |ag ay 0 y #0
Qp |Qp Qi Qo Qo aQp, aq 0 Qo
a; |a; ap a; a; a; a 0 a;
X |ap a1 X+MYy 0 0 0 0 0my

x#0 |ag a xy0 x-Mmy.

Pii prvni aplikaci vysledku z piikladu 7 pfidame individuum ay a obdr-
zime model Robinsonovy aritmetiky. Na tento model opét aplikujeme citovany
vysledek (v pfikladu 7 jsme o modelu M predpokladali pouze, Ze je modelem
Robinsonovy aritmetiky, aplikace je tedy pfipustnd) a nahlédneme, Ze sestrojena
struktura je modelem Robinsonovy aritmetiky.

Prvek ag je ptfidan za vSechna individua modelu M a individuum a; je pfi-
dano jak za vSechna individua modelu M, tak také za individuum ag. Formélnéji:

Os Ex<ap&-a<x&x<a &-a;<x&ay<a &-a; <ayp.

Je-li vychozim modelem M prirozeny model N, pak pfimo z nasich tabulek
nahlédneme, Ze jak komutativita sc¢itani, tak také komutativita nasobeni je prav-
diva ve vySetfovaném modelu, nebot pro kazdé prirozené ¢islo n evidentné musi
byt 0 nn=0=mn-n0.

I11-1.24 NE, nebot ag-g 69((10) =Qp9a;=0Qaq 7é Qy=0ap+9ap=0qp-9Qp+90Qyg.

I11-1.25 Uvazme nésledujici rovnosti, ve kterych 4, j nabyvaji hodnot 0,1, v nichz n
je libovolné prirozené ¢islo a b je libovolné individuum zkoumaného modelu:

a; +10 S10(a;) = a; +10 a; = &1o(a; +10 a;),
n+10 S10(a;) =n +10 a; = a1 = Gip(a1) = S1o(n +10 a;),
a; +10 G10(n) = a; = G19(a;) = G1o(a; +10 1),
b-10610(a;) =bpa; =ar=a1+10b=>b-190a;+10b,
a; 10 610(n) = a1 = a1 +10 a; = a; *10 7 +10 A3,
a uvédomme si, ze posledni rovnost je v poradku i pro n = 0, protoze
ai +10 @; = a1 = 0410 a; = @; -10 0 +10 Q.

Nahlédnéme, Ze neexistuje individuum b, pro které by bylo b +1g ag = ag, procez
O10 E —ap < ag. Déle jest a3 +10 ap = a; a soucasné také ag +10 a1 = ag, takze
O Fap<ai &ar <ag.

I11-1.26 Provérit potfebujeme pouze vztahy tykajici se nasobeni nulou zleva; navic
se miZzeme omezit jen na rovnosti

0-116(a;)=0-11a;=0=04+110=0"-11 a; +11 0,
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nebot rovnost 0- &(n) = 0-n + 0 je pravdiva v pfirozeném modelu.

Komutativitu nasobeni a nekomutativitu séitani v modelu ovéfime prostym po-
hlédnutim na zadani funkci. V modelu je pravdivd formule (3z)(&(z) = ), protoze
S(a;) = a;.

I11-1.27 V nésledujicich rovnostech kazdé z ¢isel 4,7 oznacuje budto 0 nebo 1,
av8ak 4, j jsou od sebe riznd. Necht dale n je libovolné pfirozené éislo (pro kazdé n je
S10(n) = n+ 1) a b oznacuje libovolné individuum modelu. UvaZme rovnosti:

b+12612(a;)) =b+12 a5 = a; = S12(a;) = G12(b +12 a4),

a; +12 612(2n) = a; +12 2n + 1) = a; = 6(a;) = G12(a; +12 2n),
a; +12 612(271 + 1) =a; +12 (2n+ 1+ 1) =aq; = 612((1j) = G(Gi + (2n + 1)),
2n 12 G12(@;) = ap = ap +12 2n = 2n 12 @; +12 2n,
(2n+1)-12612(a;) = (2n+1)-12a; = a; = a;+12(2n+1) = (2n+1)-12a; +12(2n+1),
a;-12612(b) =a; =a; +12a; = a; 12 b +12 q;
a uvédomme si, ze posledni rovnost na posledni fadce je v pofadku i pro b = 0, protoze
a;+12a;, =a; =0+12 a; = a; .12 0+12 a;.

O hodnoté souc¢tu individui ag a a; ,rozhoduje druhy séitanec”, procez neexistuje
individuum b tak, aby b +12 ap = a; nebo b +12 a; = ag. TakZe v modelu neni
pravdivd formule (pa9). Naproti tomu individua ag, a; jsou ve smyslu relace < az
za pFirozenymi Cisly a nadto Q2 E a; < a;. Tato fakta zajistuji pravdivost formuli
(pa6)—(pa8) v modelu Q2.

I11-1.28 Kazdé z &isel ¢, j budiz budto nulou nebo jednic¢kou a necht i # j. Pak

a; +13 6(a;) = a; +13 a; = ap = 6(a1) = &(a; +13 a;),
a; +13 6(a;) = a; +13 a; = a; = 6(ap) = 6(a; +13 a;),
n+136(a;) =n+13a; = a; = 6(a;) = &(n +13 ;),
a;+136(2n)=a; +13 (2n+1) = a; = S(a;) = 6(a; +13 2n),

a;+1362n+1)=a; +13 (2n+1+1) = a; = 6(a;) = 6(a; +13 (2n + 1)),

ap 13 6(a;) = ap-13 @; = ap = ap +13 Ap = Ao -13 Q; +13 Ao,
a;-136(a;) =a1-13a; =a; =a; +13 a1 = a -13 @; +13 Ay,
0-136(a;) =0-13a; =0=0+4+130=0-13 a; +130,
2n -13 G(GZ‘) =2n-13 a; = ap = ap +13 2n =2n-13 Q; +13 2n pro 2n # 0,
(2n+1)-136(a;) = (2n+1) 13 a; =a; =a;+13 (2n+1)=(2n+1)13a;+13(2n+1),
a;-136(0)=a;-131=a; =0+13 a; = a; 130 +13 a;,
a;-136(2n) =a;-13(2n+1)=a; =ap +13a; = a; -132n+13 a;  pro 2n # 0,
a;-1362n+1)=a;-13(2n+14+1)=ap=a;+13a; = a; 13 (2n+ 1) +13 a;.
Reflexivita predikatu < plyne z rovnosti ag + ag = ag a ag + a; = a; a negace slabé
antisymetrie z rovnosti a; + ap = a; a a; + a; = ag.
I11-1.29 Implikace neni splnéna napft. ve struktuie Oj2, nebot

O2 Fag<ap&—-ap <a; &a; =6(ag).

II1-2.1 M4 také rekord v poctu rekordi.
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I11-2.2 Jednoznacné je tfeba matce doporudit odpovéd ,ne“. Pokud matka
odpovi ,ano“, mtze krokodyl dité vratit i nevratit a vzdy dostoji svému slibu;
odpovi-li Zena ,ne“, nedostoji krokodyl svému slibu nikdy. Kdyz jsem prednasel
o logice gymnazialnim studentim jeden z nich nabidl obraz, ktery se mi zalibil:
krokodyl pak strne, tak jako obcas ,strne“ pocitac a $fastnd matka odebere dité
z tlamy nehybajiciho se krokodyla.

IT1-2.3 Prétagoras by mél svého zaka zazalovat u soudu. Jestlize vyhraje,
obdrzi penize z rozhodnuti soudu. Po pravu by vSak mél prohrat, protoze Euathlos
presné dodrzuje dohodu. Po vyhraném soudu by mél podle dohody Euathlos
zaplatit zbytek penéz za vyuku. Pokud to neudélé, zazaluje ho Protagoras jesté
jednou. Tentokrat by jiz po pravu mél soudni spor vyhrat a z rozhodnuti soudu
dostat spornou ¢astku.

I1I-2.4 Pfesvédcit ostatni, Ze nékdy mluvite pravdu a nékdy lzete, mizete
jednak pravdivym tvrzenim ,Nékdy 1zu.“ nebo nepravdivym tvrzenim ,Vzdy
1zu.“. Uvedené tvrzeni nemtize vyslovit ani pravdomluvny, ani lhar.

II1-2.5 Vezméme néjaké tvrzeni, o némz nikdo nevi, zda je pravdivé — napf.
»VsSechny rozumné bytosti ziji na nasi planeté.“. Vytvorme vyrok ,Vzdy lzu nebo sou-
Casné vSechny rozumné bytosti ziji na nasi planeté a ji nékdy fikdm pravdu a nékdy
Izu.“ Dusledkem prvniho disjunktu je, ze nékdy rikdm pravdu a nékdy 1Zu podle pred-
choziho cviceni, uvedené tvrzeni plyne i z druhého disjunktu nebot druhy disjunkt je
konjunkci, jejimz ¢lenem je uvedené tvrzeni. Protoze nikdo nevi zda tvrzeni ,,VSechny

ces

rozumné bytosti Ziji na nasi planeté.“ je pravdivé, nemuze nikdo védét zda druhy dis-
junkt je pravdivy. Prvni disjunkt je nepravdivy, takze nikdo neni schopen rozhodnout
o pravdivosti celé disjunkce.

I11-2.6 Zadny systém vjrokii nemtize piesvédéit ostatni, ze vidy mluvite pravdu,
nebo vzdy lzete, nebot tytéz vyroky miiZe vyslovit i ten, ktery nékdy mluvi pravdu a né-
kdy 1ze (i kdyz pravdivostni hodnota vyroku pronaseného tim, kdo nékdy mluvi pravdu
a nékdy lze, se leckdy miize liSit od pravdivostni hodnoty téhoZ tvrzeni pronaseného
vami, ktery jste budto pravdomluvny, nebo lhar).

I11-2.7 Podobizna je ve stiibrné skiince, zlatd skiinka je prazdné. (Napis
na zlaté skfince implikuje napis na stfibrné skiince, musi tedy byt nepravdivy;
za predpokladu pravdivosti napisu na stfibrné skiince nahlédneme, ze podobizna
neni ve zlaté skiince, nebot by na ni byl pravdivy napis.)

IT1-2.8 Opétovné je podobizna ve stiibrné skiince, zlata skiinka je prazdna.
(Kdyby byl népis na zlaté skiince nepravdivy, byly by obé skiinky prazdné, coz
je ve sporu s negaci napisu na st¥ibrné sk¥ince.)

ITI-2.9 Obé skiinky jsou prazdné. (Pravdivost napisu na stiibrné skiince
vyluc¢uje pravdivost népisu na zlaté skiince.)

I11-2.10 V obou skiinkach jsou podobizny. (Nepravdivost napisu na st¥ibrné
skiince vylu¢uje nepravdivost népisu na zlaté skiince.)

IT1-2.11 Zlata skiinka je prazdnd, podobizna je ve stiibrné skiince. (Népis
na stiibrné skiince nemtize byt pravdivy.)

IT1-2.12 Ve zlaté skiince je podobizna, stiibrné je prazdna. (UloZeni portrétu
do zlaté skiinky vylucuje negaci napisu na stiibrné skiince; neni-li ve zlaté skiince
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portrét, nesmi byt ani ve stiibrné; pak napis na stiibrné skfince ma byt pravdivy
— spor.)

I11-2.13 Zlata skiinka je prazdnd, podobizna je ve stfibrné skiince. (Prav-
divost napisu na stiibrné skiince by zajistila pravdivost napisu na zlaté skiince,
procez ve stiibrné skifince by musela byt podobizna — spor. Nepravdivost na-
pisu na stfibrné skiince zabezpeci jak neprazdnost stribrné, tak i prazdnost zlaté
skiinky. Nésledné je negace napisu na zlaté skiince skute¢né pravdiva.)

IT1-2.14 Podobizna je ve zlaté skiince, stiibrné je prazdna. (Pravdivost népisu
na stiibrné skfince zabezpeci pravdivost napisu na zlaté skiince, takze stiibrna
musi byt prazdna. Nepravdivost zapisu na stfibrné skiince by vynucovala jednak
podobiznu ve stiibrné skiince a jednak nepravdivost napisu na zlaté skiince, coz
vede ke sporu.)

I11-2.15 Napis ,, Tato skfinka je prazdna.” pfi soucasném zadani nemtiize byt
pripevnén na zlatou skifinku. Néapis ,,Obé skiinky jsou prazdné.“ musi byt ne-
pravdivy a zlatd skiinka musi byt proto prazdna. Nésledné musi byt ve stfibrné
skfince podobizna.

IT1-2.16 Néapisy na zlaté a olovéné skiince nemohou byt soucasné pravdivé,
takze jsou vSechny néapisy nepravdivé. Podobizna je tudiz jak v olovéné, tak
i ve zlaté skfince a stfibrna skfinka je prazdna.

111-2.17 Kdyby byly napisy na stfibrné a olovéné skiince pravdivé, nemohl
by byt pravdivy napis na zlaté skiince, procez jsou vsechny napisy nepravdivé.
Zlata a stiibrnd skiinka jsou proto prézdné a olovéné skryva podobiznu.

Pokud provedeme naznacenou zameénu slov na olovéné skfince, je FeSenim
vlozit podobizny do vSech skiinek — pak jsou vSechny népisy pravdivé. Kdyby
byly napisy na stiibrné a olovéné skiince nepravdivé, nebyla by podobizna v zadné
skfince a napis na zlaté skiince by byl pravdivy.

I11-2.18 Podobizna je ve zlaté skiince. (Ve stiibrné skiince podobizna uréité
nemuze byt, nebot pak by musel byt na ni pravdivy népis. Kdyby byla podobizna
v olovéné skiince, byly by néapisy na ostatnich skiinkach pravdivé, coz zadani
vylucuje.)

I11-2.19 Kdyby na népadnikovu otédzku byla pravdiva odpovéd ,,ano®, nevé-
déli bychom nic o pravdivosti napisu na osmé skfince, takze bychom se nikterak
nepfiblizili k jednozna¢nému feSeni, kde hledat podobiznu. Urcité tedy neni
v osmé skfince dopis na rozloucenou. V osmé skiince nemiize byt podobizna,
protoze v takovém pripadé by musel byt napis na této skiince pravdivy. Tudiz
osma skiinka je prazdnd a napis na ni je nepravdivy. Prvy konjunkt je vsak
pravdivy, procez je nutné nepravdivy druhy konjunkt a devétéd skiinka neobsa-
huje dopis. Podobné devata skiinka nesmi obsahovat podobiznu, je proto prazdna
a napis na ni je nepravdivy. Zjistili jsme, zZe napis na Sesté skiince je pravdivy,
procez napis na treti skifince je nepravdivy. Nasledné je jednak nepravdivy napis
na paté skfince, a jednak je pravdivy napis na skfince VII. Nepravdivost napisu
na skiince V zarucuje nepravdivost napisu na druhé i ¢tvrté skiince. Nepravdivost
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napisu na skiince IV zabezpecuje pravdivost napisu na prvni skiince. Shrneme-li
ptredchozi vysledky, zjistime, Ze pravdivé jsou pouze napisy na skfinkéch ozna-
¢enych ¢isly I, VI a VII; jen v téchto skiinkdch se mutze nachazet podobizna.
Pravdivost prvého napisu vyloudi Sestou skfinku; pravdivost sedmého napisu za-
jisti, Ze se podobizna nenachéazi v prvni skiince. Napadnik ma tedy oteviit sedmou
sk¥inku.

Mimochodem, vite, co obsahuje prvni a druhé skfinka?

I11-2.20 Pii prokazovani metamatematickou indukei dle m (a pfi pevné zvo-
leném n) dokazme nejprve v RA rovnosti

n+0=n+o0o=n=n+0.

(Prvni rovnost je ziejmym diisledkem definice 0, druhou ziskdme pouZitim axiomu
R A4 a posledni rovnost je prosté disledkem intuitivniho pri¢itani metamatema-
tického ¢isla 0).

K prokézani indukéniho kroku si uvédomime, ze v Robinsonové aritmetice
jsou dokazatelné rovnosti

n+m+l=n+6m)=6Mm+m)=6n+m)=Mn+m)+1=n+(m+1)

podle definice FORMALIZACE metamatematického nésledovnika, axiomu RAS5,
axiomu rovnosti pro nasledovnika uzivajiciho indukéniho predpokladu, definice
FORMALIZACE metamatematického nasledovnika a v disledku asociativity sci-
tani metamatematickych pfirozenych cisel.

I11-2.21 Prokazujme podle navodu metamatematickou indukei dle m (pfi
fixovaném n) v Robinsonové aritmetice. Dokazatelnost druhé rovnosti ze systému
rovnosti

n-0=m-0=0=0=n-0

je v teorii RA je zaruena axiomem RAG6. (Prvni a tfeti rovnost je zabezpeéena
definici 0 a posledni rovnost je prosté disledkem intuitivniho nasobeni metama-
tematickou nulou.) Navic jsou v teorii RA dokazatelné rovnosti

n-m+l=n-6(m=m-mM+n=n-m+n=n-m+n=n-(m+1).

Prvni z nich ziskdme z definice FORMALIZACE nésledovnika, druhé rovnost je
disledkem axiomu RA7, tfeti obdrzime z axiomu rovnosti pro s¢itani uzivajice in-
dukéniho predpokladu, pfedposledni rovnost je je zarucena predchozim cvicenim
a posledni rovnost je disledkem distributivity pro metamatematicka ptirozend
¢isla.

I11-2.22 Zprava doleva: Je-li m mensi nebo rovno n a je-li k rozdil ¢isel n a m,
je v Robinsonové aritmetice dokazatelna rovnost k +m = 7 dle cviceni I11-2.20,
na zavér uzijeme axiom RAS.

Zleva doprava: Metamatematickou indukci dle n. Je-1i n rovno 0, pak uzijeme
¢ast formule (ra3) dokézanou ve cviceni III-1.4.

320



RESENI CVICENI, HADANEK A HLAVOLAMU

Pro prokazani indukéniho kroku pracujme v teorii RA, x < (7). Pro vyuziti
indukéniho predpokladu se jevi vyhodné pfijmout jesté dodateény predpoklad
x # 0 a vyuzit ho — pfi uziti axiomu RA3 — k fixaci y takového, ze = = S(y).
Po této fixaci obdrzime &(y) < &(m)), z ¢ehoz podle formule (ra4) dokazané
v minulém paragrafu vyvodime y < m. Pouziti indukéniho prfedpokladu prinasi
y=oV..Vy=m,tzn. z = S(0) V... Vzx = &(n). Celkem jsme tedy prokazali

RAFz<6(M)— (zx=0Vz=06(o) V...V =06(n)).

IV-1 Jest t = 0, protoze mezi Ciniteli je rovnéz x — x.

IV-2 Za dvacet devét.

IV-3 Nejvyse jeden.

IV-4 Na prvni mtij syn, na druhé mtj otec.

IV-5 Nejdrive jeden z lidojedt preveze postupné druhé dva lidojedy na druhy
bfeh a nakonec ukotvi lodku u prvniho biehu. Pak prejedou dva bé&losi, vrdir
se béloch a lidojed a poté prejedou dva bélosi. V zavéru se lidojedi prevezou
navzajem.

IV-6 Prejede psovod se psem, vrati se saim. Psovod pfeveze jednoho priznivce Olo-
mouce a vrati se i se psem. Slavista preveze druhého piiznivce Olomouce, vrati se sam.
Fanousek Brna preveze Slavistu, vrati se sim. Prejede psovod se psem, vrati se Slavista,
potom fanousek Brna opét preveze Slavistu, vrati se sdm. Pak fanousek Brna pfeveze
prvniho Sparfana a vrati se psovod se psem. Psovod preveze druhého Spartana a na
Zaver se vrati pro psa.

IV-7 Jeden provaz zapilite na obou koncich, druhy jen na jednom. V oka-
mziku, kdy se plameny na prvnim provazu setkaji, tj. kdyz uplynulo 1/2 hodiny,
zapélite zbyvajici konec druhého provazu. Jakmile se na druhém provaze plameny
setkaji, uplynula dalsi ¢tvrthodina.

IV-8 Nejprve si uvédomme, ze na dvojstrané je jedno ¢islo sudé a druhé liché.
Poradi sudé-liché se neméni v celé knize. Je zvykem, ze vpravo je Cislo liché, avsSak
dokonce i kdybychom na to nebrali ohled, pfinuti nas k tomu nasSe zadani, jez by se
stalo nejednoznaénym, kdybychom pripustili sudé ¢islo vpravo (dvojice ¢isel 25, 26 se
souctem 51 a rovnéz dvojice 45, 46 se souctem 91 vyhovuji zadani). Na levé strané se
mohou vyskytovat éisla sudd od 6 do 48. (Soucet 50 + 51 je jiz t¥iciferny). Nékteré
soucty jsou vylouceny, nebot obracenim poradi ¢islic neziskdme ¢islo mensi a u jinych
¢islo vzniklé obracenim poradi ¢isel neni souctem sudého Cisla a jeho nasledovnika.
Jedinym feSenim je dvojstrana 18, 19.

IV-9 Prvni vyvolany fekne napt. ,bila“ pravé kdyz vidi lichy pocet bilych c¢a-
pek. Tato strategie dava prvnimu polovi¢ni pravdépodobnost k zachrané, ostatni
jsou zachranéni (umi-li po¢itat). Prvni vyvolany sdélil totiz vSem, zda vidi sudy
nebo lichy pocet bilych ¢apek na hlavach vSech ostatnich; kazdy dalsi vidi vsechny
¢apky kromé své, zjisti tedy barvu své ¢apky (¢apku prvniho vyvolaného neza-
pocitava, o té prvni nemluvil).

IV-10 Kazdy z rukojmich bude vidét lichy pocet capek, takze jedna barva bude
prevazovat. Rukojmi se dohodnou, Ze jeden kazdy z nich bude hlasovat jako kdyby mél
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¢apku prevazujici barvy. Pokud bude presné stejny pocet capek obou barev, budou ru-
kojmi pfi této strategii hlasovat Spatné. Ve vSech ostatnich p¥ipadech se zachrani. Capek
prevazujici barvy je alesponi o dvé vice nez ¢apek druhé barvy. Kazdy, kdo ma capku
prevladdajici barvy proto odpovida spravné. Procez pfi hlasovani bude vice spravnych
odpovédi nez Spatnych.

IV-11 Karticky s pismenem ,,A“ a s ¢islem ,,2.

IV-12 Své hodiny natdhnu pfed odchodem na navstévu pfitele a pozname-
nam si ¢as. U pritele si poznamenam nejen ¢as odchodu, avsak také dobu u néj
stravenou. Po navratu zjistim, kolik c¢asu uplynulo od mého odchodu, odeé¢tu dobu
stravenou u pritele, zbyly ¢as vydélim dvéma a zjistim tak, jak dlouho mi trvala
cesta zpét.

IV-13 Pokud maéte t¥i mince s jednou leh¢i, zjistite faleSnou prostym zvazenim
dvou minci. Jsou-li v rovnovéze, je falesna ta tfeti; pokud je jedna z nich lehdi,
je falesna.

V prvnim vazenim zvazite dvé trojice minci. Jsou-li v rovnovaze, je falesna
mezi zbylymi tfemi a urcite ji postupem popsanym pred okamzikem. Jestlize
trojice minci v rovnovaze nejsou, je faleSnd v trojici, ktera je lehéi. Opét staci
uzit vyse popsany postup.

IV-14 Nejprve zvazime dvé Ctvefice minci.

(1) Jsou-li ¢tvefice minci v rovnovéze, je faleSsnd mince ve zbyvajici pétici.
Vezmeme z nich t¥i a na druhou misku vah polozime tfi pravé mince (urcené
predchozim vazenim). (1a) Jestlize jsou tyto trojice minci v rovnovéaze, je falesna
mince mezi dvéma dosud nevazenymi. Staci zvazit pravou minci s jednou z nich
a podle vysledku uré¢ime tu falesnou. (1b) Nejsou-li trojice v rovnovaze, nachazi
se falesna mince mezi tfemi na vahach a srovnanim s pravymi mincemi vime, zda
je lehéi nebo tézsi. Na zavér uzijeme uvahu z pocatku feSeni predchozi hadanky.

(2) Jestlize nejsou ¢tverice minci pfi prvém vazeni v rovnovéze, je faleSna
mince mezi témito osmi. Z obou misek sundame po jedné minci, na prvni misce
ponechame dvé mince a jednu pfesuneme na druhou misku, na druhé misce po-
nechame jednu minci a dvé presuneme na prvni misku a druhou misku doplnime
dvéma pravymi mincemi. (2a) Pokud jsou vahy v rovnovéze, je faleSnd mince
jedna ze dvou sejmutych. Pti poslednim vazeni srovname jednu sejmutou minci
s pravou minci. (2b) Vychyluji-li se vahy stejné jako pfi prvnim vézeni, je falesna
mince v trojici nepfemisténych a (2c) jestlize se vahy vychyluji opa¢né nez pii
prvém vazeni, nachézi se faleSnd mince mezi presunutymi. V obou ptipadech jsou
dvé mince z této trojice na jedné misce vah. Pfi poslednim vazeni srovname tyto
mince mezi sebou. Vazi-li stejné, je faleSna zbyvajici mince z trojice. Jestlize dvé
naposled vazené mince maji riiznou vahu, je faleSna mince néktera z nich. Zda je
to ta leh¢i nebo tézsi, usoudime z druhého vazeni.

IV-15 Na jednu misku vah polozime pét minci, na druhou ¢tyfi a misku
doplnime pravou minci.

(1) Jsou-li pétice minci v rovnovaze, je falesnd mince ve zbyvajici ¢tvefici.
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Na prvni misku vah polozime dvé z ¢tvefice a na druhou misku vah dame jednu
z Gtvefice a doplnime pravou minci. (1a) Jestlize jsou tyto dvojice minci v rov-
novaze, je faleSnd mince ta jedind dosud nevazena. Poslednim vaZenim urcime,
zda je leh¢i nebo tézsi nez prava. (1b) Nejsou-li dvojice v rovnovéze, nachézi se
fale$snd mince mezi témi tfemi na vahach, o kterych nevime s jistotou jestli jsou
pravé. V poslednim véazeni srovndme dvé mince na prvni misce. Jsou-li pfi tomto
vazeni vahy v rovnovaze, je faleSnd mince na druhé misce. Z vysledku druhého
vazeni usoudime, zda je tézsi nebo lehéi nez prava. Pokud pii poslednim vézeni
nejsou vahy v rovnovéaze, je faleSnd mince na vahach. Ktera to je, je opét uréeno
vysledkem druhého vazeni.

(2) Jestlize pétice minci nejsou v rovnovaze, je faleSsnd mince na vahach a je
ruzna od zadané pravé mince. Z prvni misky sundame dvé mince a ze druhé jednu
dosud neurcenou minci, na prvni misce ponechdme dvé mince a jednu presuneme
na druhou misku, na druhé misce ponechame jednu dosud neuréenou minci, dvé
dosud neurcené presuneme na prvni misku a druhou misku doplnime jesté jednou
pravou minci. (2a) Pokud jsou vahy v rovnovéze, je falesnad mince jedna ze tii
sejmutych. Vezmeme dvé mince sejmuté z riznych misek a srovname je s pravymi.
Jsou-li misky v rovnovéaze, je faleSna zbyvajici sejmuta a jeji relativni vahu uréime
podle prvniho vazeni. V opacném piipadé je falesnd mince na vahach a vime, zda
je leh¢i nebo té781, coz ji umozni uréit na zakladé prvniho vézeni. (2b) Vychyluji-li
se vahy stejné jako pri prvnim vazeni, je faleSnd mince v trojici nepfemisténych
a (2c) jestlize se vahy vychyluji opa¢né nez pfi prvém vazeni, nachazi se falesna
mince mezi presunutymi. V obou pf¥ipadech jsou dvé mince z této trojice na jedné
misce vah. PTi poslednim vézeni srovname tyto mince mezi sebou. Vazi-li stejné,
je falesna zbyvajici mince z trojice, jeji relativni vahu urc¢ime z druhého vazeni.
Jestlize dvé naposled vazené mince maji riznou vahu, je faleSnd mince néktera
z nich. Zda je to ta leh¢i nebo té€zsi, usoudime opét z druhého vazeni.

IV-16 Dva vypinace nutné musi byt shodné budto zapnuty, nebo vypnuty.
Po vstupu do druhé mistnosti nemohu v prvém ptipadé rozhodnout, ktery ze
zapnutych vypinaci patii k té které rozsvicené zarovce a ve druhém piipadé ne-
mohu urcit, ktery z vypnutych vypinact ovlada tu kterou zhasnutou zarovku.
Prakticky vSak vyfesim tilohu snadno: na chvili zapnu jeden vypinac¢ a po chvili
ho zase vypnu. Pak zapnu dalsi vypina¢ a pfejdu do druhé mistnosti. Vypinac
zapnuty jen chvili ovlada zhasnutou Zarovku, ktera je tepla. (Pfi dikazu teo-
retické ,nemoznosti“ jsme nevzali v tvahu, Ze tloha nevylucuje uziti vhodnych
fyzikalnich zakon.)

IV-17 Stejné jako vase partnerka — se ¢tyifmi.

Nikdo si nemohl tFast rukou s deviti Géastniky, nebot si netfese rukou ani sdm
se sebou ani se svou partnerkou. Odpovédi jsou tedy ¢isla od 0 do 8. Uvazujme
ucastnika, jenz si potiasl rukou s osmi tcastniky. Jeho partner si nepottasl rukou
s nikym, nebot vime, Ze existuje Ucastnik, ktery si s nikym rukou nepotiasl,
a to nemiize byt nikdo jiny nez partner maximélniho potiasace. Vynechame-li
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tento par z tivah a budete-li se dotazovat, kolikrat si kdo potrasl rukou v rémci
zbyvajicich part, dostanete zase rtizné odpovédi (tentokrat 0-6).

Na zavér rekurze si uvédomme, Ze setkavate-li se s partnerkou s jedinym
dal$im parem, musi si vase partnerka potrast rukou pravé s jednim ucastnikem
(jinak dostanete dvé stejné odpovédi). Abyste od partnert ve druhém paru dostal
odpovédi ,s nikym“ a ,se dvéma“ musite si potiast rukou presné se stejnym
acastnikem jako vase partnerka.

IV-18 Neni potieba sc¢itat fadu vzdalenosti nalétanych vlastovkou mezi vlaky.
Vlaky se setkaji za hodinu a vlastovka tedy nalétd 100 km. V okamziku setkani
jsou od kteréhokoli mésta cela obou vlakt stejné daleko.

IV-19 Protoze v obou néddobach po dvojim pieliti je vzdy stejné tekutiny,
musi byt po dvojim preliti stejné vina v prvni nadobé jako vody v nadobé druhé.
Toto se nemize zménit ani desetindsobnym pielévanim.

Po prvnim dvojitém pielévani musi byt v prvni nddobé vice vody nez ve
druhé, nebot po prvnim preliti obsahuje smés ve druhé nadobé vice vina nez
»,Smeés“ v nadobé prvni. Pfesné stejné tomu bude po kazdém nasledujicim dvoji-
tém preliti. TakZze nikdy nemiize byt v zadné nadobé presné tolik vina jako vody.
Jedind moznost by byla pielit cely obsah prvni nddoby do druhé, to vsak zadani
nepovoluje.

Tvrzeni predchoziho odstavce je zalozeno na matematickém predpokladu,
ze tekutiny jsou donekonecna délitelné. Martina Gardnera, ktery poprvé tlohu
uverejnil, upozornil jeden Ctendr, ze pri prijeti predpokladu existence atomd, jez
se prelévanim nedéli, se pohled zméni. (Nicméné pokud je vina nebo vody lichy
pocet molekul, nemiize ani pii atomistickém pohledu byt mnozstvi vina a vody
v jedné sklenici nikdy stejné; pokud vam vadi pojem ,molekuly vina“ zménte
v zadani ,vino* na néjakou homogenni latku.)

IV-20 Jestlize soucin let synil je 36, je jejich v€k popsan nékterou z osmi tro-
jic ¢isel: (1,1,36); (1,2,18); (1,3,12);(1,4,9);(1,6,6);(2,2,9);(2,3,6) a (3,3,4).
Soucet let synd neurcuje jednoznacné trojici pouze v pfipadé, Ze je roven tii-
nacti. I v tomto pfipadé jsou v8ak mozné pouze dvé trojice (1,6,6) a (2,2,9).
Existuje-li nejmladsi syn, dovrsil pravé prvni rok zZivota a sourozenci jsou Sesti-
leta dvojcata. Pokud by naopak existoval nejstarsi syn, byl by devitilety a bratti
by byli dvouleta dvojcata.

IV-21 Rozhovor se musel udat 29. tinora, v kazdy jiny den v roce je feSeni
vice. Synové maji 4, 8 a 12 let. (Zadéani je pojisténo i proti t&m, ktefi by chtéli
oponovat jednoznacnosti tvrzenim, ze se mohou slavit i narozeniny pravé narozeného:
nejmladsi mél minuly tyden rymu a nemtze proto byt pravé narozeny.)

IV-22 Kdybyste prosté volil ze dvou dvefi a pak byl dotazan, zda chcete
volbu zménit, bylo by to jedno: pravdépodobnost, Zze jste poprvé volil spravné je
1/2, procez pravdépodobnost, Ze si volbou polepsite, je rovnéz 1/2.

vvvvvv

se viele doporucuje volbu zménit. Na pocatku volil vyherce ze tii dveii, takze
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pravdépodobnost, ze zvolil dvefe se skutecnou cenou, je 1/3, zménou volby by
si pohorsil v 1/3 pfipadi. Pravdépodobnost, Ze prvni volbou volil dvefe s cenou
utéchy, je 2/3. V tomto ptipadé moderator oteviel druhé dvere s cenou utéchy.
Za zbyvajicimi zavienymi dvermi se proto musela nalézat skutecna cena.

1V-23 Kdybychom nédhodné volili z celého systému kuli¢ek najednou, byl by
vybér cerné kulicky stejné pravdépodobny jako vybér kulicky bilé. V nasi dloze
vSak volime nejprve osudi a pak kulicku v ném. Prvni osudi zvolime s prav-
dépodobnosti 1/2, ¢ernou kulicku v ném s pravdépodobnosti 2/5. Pravdépo-
dobnost zvoleni ¢erné kulicky touto cestou je soucin uvedenych pravdépodob-
nosti, tzn. 1/5. Druhé osudi zvolime také s pravdépodobnosti 1/2, éernou ku-
licku v ném s pravdépodobnosti 2/3, proéez pravdépodobnost vybéru éerné ku-
licky touto cestou je 1/3. Celkovou pravdépodobnost vybrani ¢erné kulicky do-
staneme jako soucet pravdépodobnosti jejiho vybéru obéma cestami, coz ¢ini
(3+5)/15 = 8/15 > 1/2.

IV-24 Ne. Kazda strategie zaruc¢i presné polovi¢ni pravdépodobnost vyhry.
K prokazani si predstavme malou modifikaci hry, ve které po slové ,,dost“ oto¢ime
nikoli vrchni kartu zbyvajiciho paklicku, avsak kartu spodni (z hlediska pravdé-
podobnosti je to jedno, karty jsou dobfe zamichény). Pti takovéto hie je zcela
jedno, kdy reknete ,dost*, pravdépodobnost je vzdy pfesné jedna polovina.

IV-25 Medvéd je bily.

Hleddme na Zemi tii mista A, B a C, takova, Ze A je na sever jak od mista B,
tak také od mista C, vzdalenost mezi misty A, B je 100 m a misto C' je sto metru
na vychod od mista B. Jednou z moznosti je, ze A je severnim pdlem a mista B
a C' maji tutéz zemépisnou $itku, jsou 100 metr na jih od severniho pdlu a od
sebe vzdéleny 100 metrt. V Arktidé ziji jen bili medvédi (snad nékdy néktery
zabloudi az na pdl). Dalsi moznosti je, ze body B a C splyvaji a bod B je
u jizniho pélu v takové vzdalenosti, ze ujde-li lovec sto metrt na vychod, dostane
se do vychoziho bodu. Pfitom muze pdl obejit jednou, dvakrat, atd. Bod A je
pak piesné sto metri na sever od bodu B. Pfestoze moznych poloh medvéda by
tentokrat bylo nekone¢né mnoho, nemusi nas tyto piipady zajimat: v Antarktidé
jesté nebyl objeven zadny medveéd.

IV-26 Pokud zbudou jen dva nejmladsi pirati, nemtze se druhy nejmladsi
zachranit zddnym navrhem na déleni majetku. Musi tudiz v pfedchozich hlaso-
vanich hlasovat tak, aby k této varianté nedoslo. Takze pokud by zbyli jen tii
nejmladsi, mohl by prostfedni navrhnout, Ze si ponecha vSech sto zlatdki, nebot
druhy nejmladsi ho podpofi ze strachu o zivot. V okamziku, kdyz navrhuje déleni
druhy nejstarsi, vi, ze prostfedniho uplatit nemiize, ten se jen tiese na moznost
druhého nejstarsiho zabit a shrdbnout vSech sto zlatdkti. Druhy nejstarsi proto
musi uplatit dva nejmladsi. P¥i déleni navrzeném prostrednim by nedostali nic;
procez s radosti vezmou jeden zlatdk a podpori druhého nejstarsiho. Nejstarsi sice
miuize uplatit druhého nejstarsiho, ten ma vSak moznost pti svém déleni ziskat 98
zlatakt, takze by mu nejstarsi musel nabidnout 99 zlatdkt a uplatkem jednoho
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zlatdku ziskat prostfedniho. Pak by vSak nejstarsi neziskal ani jediny zlatdk. Co
tedy zkusit uplatit prostfedniho: ten pfi nédvrhu druhého nejstarsiho nedostane
nic, takze k jeho uplaceni staci jediny zlatak. Oba nejmladsi maji nadéji na zlatak
pri déleni, které by za okamzik navrhoval druhy nejstarsi. Bude-li nejstarsi pod-
poren prostfednim, staci mu si zajistit podporu kteréhokoli z nejmladsich pirata
a k tomu postacuje jednomu z nich nabidnout dva zlatdky. Nejstarsi tedy muze
sdm sobé& navrhnout dokonce podil 97 zlataku.

IV-27 V prvni ¢asti sestrojovaného algoritmu budeme pfedpokléddat, ze je
otofen navrch pannou sudy pocet minci. Protoze partner hru neukoncil oka-
mzité, nejsou vSechny mince otoceny pannou navrch. Nejprve zkusime zda nejsou
vSechny mince otoceny orlem navrch, tj. pfevratime vSechny mince. Pokud part-
ner hru neukoncil, prozkoumame, zda nejsou v rozich jedné diagonaly mince na-
vrch orlem a na druhé diagondle navrch pannou, tj. nejprve prevratime mince na
jedné diagondle a potom vSechny mince. Zatim jsme otéceli mincemi tfikréat.

Byl-li na poc¢atku sudy pocet minci otocen pannou navrch, je tomu tak dosud
a navic neukoncil-li partner dosud hru, nebyly a nejsou na diagonalach souhlasné
otocené mince. Oto¢me nyni dvé mince na jedné strané ¢tverce. Pokud na obou di-
agonalach byly dosud mince otoceny nesouhlasné, budou nyni otoceny souhlasné.
Zopakujme vSechny kroky algoritmu popsané doposud. Nas algoritmus mél dosud
sedm kroki.

Dosud jsme popsali algoritmus, jenz povede k ukonceni hry v ptipadé, ze
na pocatku byl sudy pocet minci otocenych pannou nahoru a pfi kazdém kroku
tohoto algoritmu jsme zachovali sudost poc¢tu minci otocenych pannou nahoru
(i kdyz konkrétni pocet se mohl zménit). Pfedpoklddejme, Ze partner hru stéle
jesté neukondil. Pak na pocatku byl a dosud je lichy pocet minci otocenych pannou
nahoru. Oto¢me nyni libovolnou minci, tim bude pocet minci otocenych pannou
nahoru zcela jisté sudy. Opakujme vyse popsany sedmikrokovy algoritmus; v jeho
prubéhu, anebo po jeho dokonceni nas partner hru ukondi.

IV-28 Usecky protinajici kazdou piimku prochézejici ¢tvercem ABC D, avsak
nefesici tlohu: (a) t¥i strany ¢tverce; soucet délek tisecek je 6 (b) obé thlopficky;
soucet délek vétsi nez 5,65 a mensi nez 5,66 (nebot 1,414 < /2 < 1,415); (c) dvé
sousedici strany ¢tverce a polovina tuhlopticky vychézejici ze ¢tvrtého vrcholu;
soucet délek je vétsi nez 5,41 a mensi nez 5,42 (viz diagramy 3-5).

D CD CD CD CD C
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Diagram 3 Diagram 4 Diagram 5 Diagram 6 Diagram 7

Sestrojime rovnoramenny trojihelnik AEC tak, aby vrchol E lezel uvnitf
NABC a thel JAEC byl 120° (viz diagram 7; néasledné ziskdme
JAEC = JAEB = 4BEC). Ke tfem useckdm AE, BE,CFE pfiddme polovinu
thlopticky vychazejici z vrcholu D. Soucet délek téchto tsecek je

V2-12-1/cos30° + (1 — tg30°) + 1]

a v disledku vztaht 0.866 < cos30° < 0.867 a 0.577 < tg30° < 0.578 je proto
mensi nez

1.415 - [2-1/0.866 + (1 — 0.577) + 1] < 1.415 - [2 - 1.155 + 0.423 + 1] < 5.283.

Vv e

tohoto trojuhelniku (viz diagram 6), dostaneme vSak o néco horsi vysledek: sice
mensi nez 5.345, avsak vétsi nez 5.336.

1V-29 Jeden princ, napf. nejstarsi si pfedstavi, ze ma na hlavé modry klo-
bouk. Pak by prostfedni princ uvazoval takto: ,Kdybych mél na hlavé modry
klobouk, vidél by nejmladsi bratr dva modré klobouky a okamzité by prohlasil,
Ze mé na hlavé klobouk ¢erveny. On to vSak dosud nerekl. Tedy ja, prostiedni
bratr, nemam modry klobouk.“ Nejstarsi se tedy znovu podiva na prostiedniho
a cekd chvili, zda jeho inteligentni bratr néco nefekne. Nic nerika. Takze pied-
poklad, Ze ja, nejstarsi princ, mam na hlavé modry klobouk je chybny. Honem
musim vstat a oznamit, Ze mam cerveny.

IV-30 Drive neZ se setkate s protivnikem, vypijete jed ¢. 1.

IV-31 Prvnim vyrokem vam Adam sdéluje mj., ze nedostal soucin dvou prvodisel.
Dale zcela urcité jsem mu nesdélil ani jeden ze soucinti 98-98,98-99 a 99-99. Tato cisla
jsou totiz od sebe rizna a vétsi nez jakékoli ¢islo tvaru z -y, kde x < 97 a y < 99, takze
kdyby Adam dostal néktery soucin z uvedené trojice, znal by ¢isla, jez jsem si myslel.

Protoze Bohous védél, ze Adam nedostal soucin dvou prvocisel, vite, Zze soucet
myslenych ¢isel neni souctem dvou prvocisel, procez jako mozné soucty jsou vyloucena
cisla
4=2+42,5=2+3,6=3+3,7=245,8=3+4+5,9=247,10=3+7,12=547,13=2+11,
14=3+11,15=2+13,16=3+13,18=5+13,19=2+17,20=3+417,21=2+419, 22=5+17,
24=5419,25=2423,26 =3+23,28=5+23,30=7+23, 31 =2+29, 32=3+29, 33=2+31,
34=3431,36=5+31,38=7+31,39=2+437,40=3+437,42=5+37,43=2+41,44=3+41,

45=2+4143,46=3+43,48=5+43,49=2+47,50=3 447,52 =5+447,54 =7 4 47.
Navic jakékoli ¢islo vétsi nez 55 a mensi nez 97499+1 je mozno psat ve tvaru 534z nebo
ve tvaru 97 + z, kde 2 < z < 99. Pro uvedena x je vSak ze soucint tvaru 53 - x a 97 - x
rozklad y - z spliujici 2 < y, z < 99 jednoznac¢ny, nebot 2 - 53 > 99. Ukdzali jsme, Ze po
prvni BohouSové odpovédi jiz vite, Ze soucet mu sdéleny je mezi €isly ze seznamu (7).

Prozkoumejme nyni nékolik moznych soucini zadanych Adamovi a ukazme, ze
v téchto pfipadech by Adam po prvni BohouSové odpovédi jiz znal ptivodné myslena
¢isla (nebot existuje jediny rozklad sou¢inu na dva éinitele rizné od 1 takovy, ze soudet
téchto Ciniteld je mezi Cisly seznamu (7)).
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soucin soucet Ciniteld jiny rozklad soucet Cinitelti jiny rozklad soucet Ciniteld
2-9 11 6-3 9
3-8 11 6-4 10 12-2 14
4-13 17 2-26 28
4-19 23 2-38 40
10-13 23 2-65 67 5-26 31
2-25 27 5-10 15
4-23 27 2-46 48
6-23 29 2-69 71 3-46 49
7-22 29 2-77 79 11-14 25
6-29 35 2.87 89 3-58 61
14-19 35 2-133 135 7-38 45
8-29 37 2-116 118 4-58 62
6-31 37 2-93 95 3-62 65
4.37 41 2.74 76
7-34 41 2-119 121 14 - 17 31
4-43 47 2-86 88
6-41 47 2-123 125 3-82 85
4.-47 51 2-94 96
10-41 51 2-205 207 5-82 87
6-47 53 2-141 143 3-94 97
10 - 43 53 2-215 217 5-86 91

Je vylouceno, aby Bohou$ dostal jiné cislo nez 17, protoze pro kazdé jiné c¢islo
existuje moznost zaddni Adamovi dvou souéinti, které umozni jednozna¢né urceni pu-
vodné zadanych c¢isel, coz vylucuje pravdivost druhé BohouSovy odpovédi. Zadanymi
¢isly mohou byt pouze ¢isla 4 a 13, nicméné presvédcme se jesté, ze tato ¢isla opravdu
umoznuji pravdivost druhé Bohousovy odpovédi, tj. prokazme, ze pro kazdy soucin z -y,
kde z +y =17 a {z,y} # {4,13} & = £ 1 & y # 1, existuje jesté jiny rozklad na dva
Cinitele razné od 1, jejichz soudet je v seznamu (7).

2.15=5-6,3-14=2.21, 5-12=3-20, 6-11=2-33, 7-10=2-35, 8-9 = 3. 24.

Myslel jsem si ¢isla 4 a 13.

IV-32 Prvnim tvrzenim sdéluje Adam mj., ze nedostal jako soucin prvocislo, rozklad
by totiz byl jednoznacny. Takze Bohous ve své prvni vypovédi vyhlasuje mj., Ze jeho
soucet neni nasledovnikem prvocisla. Dale Adam nemohl dostat sou¢in rovny 1, procez
Bohous nemohl obdrzet jako mozny soucet ¢islo 2.

Navic jakékoli ¢islo vétsi nebo rovno 55 a mensi nebo rovno 97499 je mozno psat
ve tvaru 53 + x nebo ve tvaru 97+ z, kde 2 < z < 99. Pro uvedena z je vSak ze soucini
tvaru 53 - x a 97 - x rozklad y - 2z spliiujici 1 < y, z < 99 jednoznaény, nebot 2 - 53 > 99.

Nadto Adam nemohl dostat souéin dvou prvoéisel, ktery je vétsi nez 99 (pokud je
soudin vétsi nez 99, nemohl jsem si myslet tento souéin a ¢islo 1). Procez z Bohousova
prvniho tvrzeni se dovidame, Ze nedostal ani soucty

11+ 11,11 + 17,11 4 23,11 + 29,11 + 41, 13 + 13,13 + 23, 13 + 37, 17 + 29.

Adamovi jsem vsak podle jeho prvni vypovédi nemohl dat ani dvojnéasobek soucinu dvou
stejnych prvocisel, pokud soucin téchto stejnych prvocisel by byl vétsi nez 99. Bohousova
prvni vypoveéd tudiz vylu¢uje i souéty 33=2-11+ 11, 39 a 51. Ukézali jsme, Ze po prvni
Bohousové odpovédi jiz vite, Ze soudet mu sdéleny je mezi ¢isly ze seznamu (7).
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Adam dostal néjaky soucin prvocisel = a k tomuto sou¢inu mohl vytvorit mnozinu
¢isel, do které zaradil nasledovnika obdrzeného soudinu, tj. ¢islo z 4+ 1 a vSechny soucty
y + z, dvou ¢isel y, z, pro které jest x = y -2z & 1 < y,z < 99. Jestlize by se nacha-
zelo mezi ¢isly (¢) pravé jedno éislo z uvazované mnoziny, umél by Adam ze znalosti
¢isla x urcit cisla y, z nebo ¢isla 1,z jako ta, kterd jsem si myslel. Procez prvni c¢ast
druhé Bohousovy vypovédi vylucuje, ze pro soucet s, ktery dostal, existuji ¢isla x,y, z
s popsanymi vlastnostmi a takova, ze s = y + z nebo s =z + 1.

Uvahu z pfedchoziho odstavce aplikujme na nékolik konkrétnich piikladii.

(a) K vylouc¢eni s = 5 zvolime y = 2,z = 2. Sestrojend mnozina se sklada z éisel
y-z+1=2-24+1=25a 2+ 2; v seznamu (i) je pravé ¢islo 5. Analogicky

k vylouceni ndsledovniki soucini 3 -3 a 3 -5 budeme volit uvedené cinitele jako

¢isla y, z. Nadto k vylouceni éisla s = 9 volime x = 2 - 2 - 2 (t¥i ¢initelé).

(b) K vylouceni ¢isla s = 21 zvolme &isla y = 2,z = 19 (pak z = 2-19 je soudinem dvou

Ginitelil). Sestrojend mnozina se sklada z éisel y-z4+1=2-194+1 = 39,2+ 19 = 21;

v seznamu (%) je pravé ¢islo 21. Analogicky k vyloudeni éisla s = 15 zvolme disla

y=28,z=7(pak x =2-2-2-7 je soud¢inem ¢tyf ¢initeltr). Popsand mnozina se

skldadd z ¢isel y-z+ 1 =57,2+ 28,4+ 14,8 + 7; v seznamu (¢) je praveé cislo 15.

Podobné k vylouceni nasledujicich sou¢tt zvolime jako ¢isla y, z uvedené scitance:

19=8+11,23=4+19,25 =8-+17,27=4+23,29=16+13,31 = 2+29,35 = 4+31,
37=8+420,41=4+37,43=2+41,45=2+43,47=4+43,49 =2+ 47,53 = 6+ 47.

Popsanym vynechanim &isel ziskdme seznam (it).

Jsou tfi moznosti, jak mohlo vzniknout ¢islo 7 jako soucet: 7=6+1=5+2=443.
V prvém piipadé dostal Adam soucin 2-3 a po prvni ¢asti druhé BohouSovy odpovédi umi
myslenéa ¢isla jednozna¢né uréit. Na proti tomu v druhych dvou pripadech dostal Adam
souciny 2-5 a 2-2-3 a v obou téchto pfipadech ma kromé ¢isla 7 praveé jeden mozny soucet,
ktery je v seznamu (i7): 11=10+1 v pfipadé prvém a v pfipadé druhém 13=12+1. Takze
kdyby Bohous obdrzel ¢islo 7, byla by jeho zadost o dodate¢nou informaci nesmyslna.
Pri své treti odpovédi uz Adam vi, ze Bohous ma nékteré z ¢isel 11, 13, 17.

Pokud Bohous obdrzel ¢islo 11, musi pfipustit, ze vzniklo jako néktery ze soucti
11=1041=9+42=8+3= =7+4=6+5. Ve vSech ptipadech kromé posledniho zbyva Ada-
movi jedind moznost, jak rozlozit zadany soucin a ziskat souctem Ccislo z trojice 11,
13, 17. Takze svou posledni odpovédi Adam vylucuje vSechny uvedené moznosti kromé
posledni. V poslednim pfipadé dostal Adam souéin 2 - 3 -5 a prislusné soucty jsou t¥i:
17=2+15, 13=3+410 a 11=54-6.

Pokud by Bohous$ obdrzel soucet 13 nebo 17, musel by zvazit, ze Adam mohl
dostat mj. souéiny 2-3-5a 2-3-7, nebot 13=34+10=6+7 a 17=2+15=3+14. Zadnou
7 téchto moznosti by Bohou$ nemohl po tfeti vypovédi Adama vyloucit a proto by
nemohl prohlésit, ze myslena ¢isla zna.

Myslel jsem si ¢isla 5 a 6.
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binarni funkce, 120

— vztah, predikat, 117

Claviuv zakon, 287

Castecny soud, 187
Cetnost, 117, 120

de Morganova pravidla, 73
dedukéni pravidlo, 29
dilema konstruktivni, 66
disjunkce, 59

disjunkce vylucujici, 61, 289
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disjunkt, 60

distribuce (axiom), 146

dokazatelna formule, 36, 148

dokazatelnost, 35, 36, 148

druh proménnych, 121

druhé véta o netplnosti, 251

dualni specifikace, 171

dikaz, 28, 35, 148

— dedukci, 43, 168, 294

— ekvivalenci, 66, 168

— fixaci (zavedenim) konstanty, 171

— konjunkce, disjunkce a ekvivalence,
64

— nahrazenim, 45

— neutralni formuli, 50, 168

— rovnosti, 171

— rozborem pripadu, 66, 168

— sporem, 46, 168, 287

— uzitim konjunkce, disjunkce a ekvi-
valence, 64

— v teorii, 148

— ze systému predpokladi, 35

dtsledek, 17

ekvivalence, 59

existenc¢ni kvantifikace, 119
— kvantifikator, 119
extenzionalita, 271

fixace konstant, 171

formalizace, 238

formule dokazatelna, 36, 148

— Godelova, 246

— nepravdiva pii ohodnoceni, 161

— otevfena, 131

— pravdiva pfi ohodnoceni, 158

— predikatového poctu, 131

— Rosserova, 249

— splnéna pfi ohodnoceni, 158

— splnéna ve struktufe, 161

— uzavrena, 131

— v prenexnim tvaru (formé), 191

— v uplném normélnim disjunktivnim
tvaru, 74

— — — konjunktivnim tvaru, 75



— vyrokového poctu, 18

— vyvratitelna, 36, 148

— zakladni (atomicka), 123
Fregeuv zakon, 26

fundovanost (axiom), 273
funkce, 120

— unérni, binarni, ternarni, 120
fuzzy logika, 278

generalizace, 140

Godelova formule, 246

— véta o neuplnosti (druha), 251
— — — (prvni), 246

— véta o uplnosti, 166
Grellingtv paradox, 295

Heytingova tabulka pravdivostnich
hodnot implikace, 92, 276

Hilbertiv program, 229

hodnota pravdivostni, 14

husté uspotradani, 265

idempotence konjunkce, disjunkce, 85
implikace, 17

— materialni, 289

— oboustrannd, 59

— obracena, 17

individualni proménné, 118
individuum, 151

— nestandardni, 241

indukce (matematicka), 198
indukéni krok, 199

— predpoklad, 199
inkonzistentni systém, 36

— teorie, 149

intuicionisticka logika, 92, 280

jadro formule, 191
jazyk, 123
— aritmetiky, 129

kladny soud, 187

Kleeneho tabulka pravdivostnich hod-
not implikace, 276

konjunkce, 59

konjunkt, 60

konsekvent, 17

konstanta, 119, 171

konstrukce rekurzi, 11
konstruktivni dilema, 66
kontradikce, 26

kontrarnost, 184

konzistentni systém formuli, 36

— teorie, 149

korektnost predikatového poctu, 166
— vyrokového poctu, 31

Kripkeho sémantika, 279

krok induké¢ni, 199

kvantifikace existen¢ni (mald), 119
— obecné, 118

— univerzalni (velkd), 118
kvantifikdtor, 119

lemma, 207
linearni uspotadani, 264
logicka operace, 58

— spojka, 59
logika, 7
— fuzzy, 278

— intuicionisticka, 92, 280

— matematicka, 8

— modalni, 279

— symbolicka, 8

— trojhodnotova, 92, 275

— vicehodnotova, 275

— vyrokova, 14

Lowenheim-Skolemova véta, 167

Lukasiewiczova tabulka pravdivostnich
hodnot implikace, 276

— — — — negace, 92, 276

malé kvantifikace, 119
matematicka logika, 8
materidlni implikace, 289
megarsko-stoicka skola, 10
metamatematika, 233
mnozina spocetna, 150
modalni logika, 279
model nestandardni, 239
— prirozeny, 213

— standardni, 213

— teorie, 165

modus ponens, 29, 139
— tollens, 49, 287

nahrazeni proménné, 136
— v teorii mnozin, 272



negace, 15

— optimisticka, 276

— pesimisticka, 95, 276

nekonecno v teorii mnozin, 273

nepodstatnost kvantifikace proménné
bez volného vyskytu, 191

nepravdiva formule, 161

nestandardni individuum, 241

— model, 239

neuplnost, 231, 246, 248, 251

nezavisla soustava axiomt, 175

Nicodova operace, 89

nutnad podminka, 17

obecné kvantifikace, 118

obecny soud, 187

objektova proménna, 118

oboustrannd implikace, 59

obracend implikace, 17

Occamova britva, 291

odvozovaci pravidlo, 29

— — dukaz dedukci, 43, 168

— — dtkaz ekvivalenci, 66, 168

— — dukaz fixaci konstanty, 171

— — dtikaz konjunkce, disjunkce,
ekvivalence, 64

— — dtkaz nahrazenim, 45

— — dtkaz neutralni formuli, 50, 168

— — dukaz rovnosti, 171

— — dtkaz rozborem ptipadt, 66, 168

— — dukaz sporem, 46, 168, 287

— — dtkaz uzitim konjunkce, dis-
junkce, ekvivalence, 64

— — generalizace, 140

— — modus ponens, 29, 139

— — modus tollens, 49, 287

— — odlouceni, 29

ohodnoceni, 152

— splnujici formuli, 158

operace implikace, 17

— konjunkce, disjunkce a ekvivalence,
59

— logicka, 58

— negace, 15

— Peirceova (Nicodova), 89

— Shefferova, 89

optimistickéd negace, 276

oteviena formule, 131

oteviené jadro formule, 191
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paradox Achillea a zelvy, 287

— Berryho, 233

— Grellingtv, 295

— holice, 3

— hromady (plesatého muze), 278

— krokodyla, 256

— leticiho Sipu, 287

— lhéfe, 232

— rohatého, 287

— Sancho Panzy, 3

— zahaleného, 287

Peanova aritmetika, 197, 198

Peirceova operace, 89

pesimistickd negace, 95, 276

platnost formule ve struktufe, 161

platny sylogismus, 101

pocet predikatovy, 10

— vyrokovy, 10, 14

podminka nutna, 17

— nutnd a postacujici, 59

— postacujici, 17

podprotiva, 184

postacujici podminka, 17

Postova véta o aplnosti, 32

potence mnoziny, 272

pravdivost formule ve struktufe pfi
ohodnoceni, 158

pravdivostni hodnota, 14

pravidlo de Morganovo, 73

— generalizace, 140

— modus ponens, 29

— odvozovaci (dedukéni), 29

predikat, 117

— unarni, binarni, ternarni, 117

predikatovy pocet, 10

prefix, 191

premisa, 17

— v sylogismu, 101

prenexni tvar (forma) formule, 191

Presburgerova aritmetika, 230

proménna, 10

— objektova (individuové, pfedmeétova,
individualni), 118

— univerzalniho druhu, 121

— vyrokova, 15

protiva, 184

prvni véta o neuplnosti, 231



predmétova proménna, 118
predpoklad, 29, 35

— implikace, 17

— indukéni, 199

preklad, 238

prirozeny model, 213

realizace predikatu, konstanty, funkce
a druhu proménnych ve struktute,
151

reductio ad absurdum, 46

reflexivita, 204

regularita (axiom), 273

rekurze, 11

rekurzivni teorie, 228

Robinsonova aritmetika, 197

Rosserova formule, 249

— véta o neuplnosti, 248

rovnost, 171

rozbor pripadu, 66, 168

sémantika, 10

Shefferova operace, 89

schéma indukce, 199

— nahrazeni v teorii mnozin, 272

scholastika, 290

sjednoceni mnozin, 272

— mnoziny, 272

slaba antisymetrie, 204

slozeny vyrok, 15

slozky konjunkce, disjunkce a ekviva-
lence, 60

slucovani premis, 72

soud, 100

— Castecny, 187

— kladny, 187

— obecny, 187

— zaporny, 187

specifikace (axiom), 140

— dudlni, 171

splnénd formule, 158

— formule ve struktute, 161

spoCetnd mnozina, 150

spojka logicka, 59

— vyrokova, 59

sporné teorie, 149

sporny systém formuli, 36

standardni model, 213
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struktura pro jazyk, 152

subjekt-predikatovy soud, 100

subkontrarnost, 184

substituce proménné, 136

subsumpce, 184

suma mnoziny, 272

sylogismus, 101

— aristotelsky platny, 102

— platny, 101

symbolické logika, 8

syntax, 10

systém formuli bezesporny (konzis-
tentni), 36

— — sporny (inkonzistentni), 36

tabulky pravdivostnich hodnot, 25

— — — zakladni, 23, 59

tautologie, 26

teorie, 128

— Abelovych grup, 262

— bezesporné (konzistentni), 149

— grup, 262

— hustého linedrniho usporadani bez
koncovych prvki, 265

— linearniho uspotradani, 264

— mnozin Zermelo-Fraenkelova, 271

— Peanova, 198

— Presburgerova, 230

— rekurzivni, 228

— Robinsonova, 197

— sporné (inkonzistentni), 149

— uplna, 229

— usporadani, 264

term, 121, 130, 134

terminus, 185

ternarni funkce, 120

— vztah, predikat, 117

tertium non datur, 70

tranzitivita, 204

— implikace, 27, 44, 287

trichotomie, 204

trojhodnotova logika, 92, 275

unarni funkce, 120

— predikat, 117

univerzalni druh proménnych, 121
— kvantifikace, 118

— kvantifikator, 119

— uzavér formule, 164



univerzum struktury, 151

aplna teorie, 229

uplnost predikatového poctu, 166

— teorie, 229

— vyrokového poctu, 32

Gplny normélni disjunktivni tvar for-
mule, 74

— — konjunktivni tvar formule, 75

uspotradani, 264

— bez nejmensiho (nejvétsiho) prvku,
265

— husté, 265

— linearni, 264

uzavér formule, 164

uzaviend formule, 131

vazany vyskyt proménné, 131

velka kvantifikace, 118

véta Godelova o netplnosti (druhd),
251

— — — (prvni), 246

— Lowenheim-Skolemova, 167

— o dualité, 87

— o neuplnosti (druhd), 251

— — (prvni), 231, 246, 248

— 0 uzavéru, 164

— o uplnosti predikatového poctu
(Godel), 166

— o uplnosti vyrokového poétu (Post),
32

— Rosserova o netplnosti, 248

vicehodnotova logika, 275

vlastnost, 117

volny vyskyt proménné, 131

vycerpanost, 187

vylouceni sporu (kontradikce), 71

vylucujici disjunkce, 61, 289

vyrok, 14

— slozeny, 15

vyrokova logika, 14

— proménna, 15

— spojka, 59

— tautologie, 26

vyrokovy pocet, 10, 14

vyskyt proménné volny, vazany, 131

vyvratitelnd formule, 36, 148

vztah, 116

— binarni, ternarni, 117

— univerzalni a existen¢ni kvantifikace
(axiom), 146

zékladni formule, 123

zakladni tabulky pravdivostnich hod-
not, 23, 59

zédkon Claviuv, 287

— Dunse Scota, 27, 44

— dvojité negace, 70

— Fregetv, 26

— hypotetického sylogismu, 27

— idempotence, 85

— slucovani premis, 72

— transpozice, 35, 48, 287

— vylouceného ttetiho, 70

— vylouceni sporu (kontradikce), 71

zaména poradi kvantifikace a implikace,
188

— — kvantifikaci stejného druhu, 169

zaporny soud, 187

zavedeni konstanty, 171

zavér implikace, 17

— sylogismu, 101

Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin,
271



REJSTRIK SYMBOLU

m,mn, ... znaky pro (intuitivni) pfiro- T,Y, 2, U, V, W, ... znaky pro promeénné
zena Cisla 13 predikatového poctu 131

1,7, k, ... znaky pro kladné (intuitivni) ¢,...znaky pro konstanty 131
pfirozend cisla 13 5,8, ... znaky pro funkce 131

P, q,... znaky pro vyrokové proménné @, 1,9, ... znaky pro formule predika-
15 tového poctu 132

- 15 o(z1,...,2n) 132

— 17 La 133

A, B,P,Q,R,... znaky pro formule t,s,... znaky pro termy 135
vyrokového poctu 19 p(xz/t) 139

VP1-VP3 34 PP1-PP3 140

J znak pro systém predpokladi 35 PP4, 141

TEA 36 PP4" 142

PP5 147

(\% 5?9? R1-R3 149

= 59 Tt 149 o

T.L 89 a,b,... znaky pro individua 152

M, ... znaky pro struktury 153

1 89 , » M= glai,...,an] 160
a, e, i, o znaky pro jednotlivé tvary ME@ 162

soudu 102 O 198
v 119 RA 198
3 120 RA1-RA8 199
AV 120 PA 199
Ls 124 (ral)—(ra5) 201
T,S,... znaky pro teorie 129 (pal)—(pald) 206
+, - 130 N 214
& znak pro aritmetickou funkci néasle- 7 218

dovnika 130 1 223
0 130 n 239
L,... znaky pro jazyky 131 ZF 272
P, Q,... znaky pro predikaty 131 IVP1-IVP4 282

Terminologickd poznamka: Uziti slova ,plyne“ jako ekvivalentu slova ,implikuje“
(napf. ve spojeni ,z formule ¢ plyne formule ¥“ je v souhlase s publikacemi [B-B-C],
[S]] a zejména s terminologickou stiedoskolskou normou [NZ]; v encyklopedii [EM] se
pro implikaci pouziva dokonce obratu ,,Z ... vyplyva ...“. Poznamenejme, vsak ze né-
ktefi autofi (napt. [D-M]) pouzivaji slov ,,plyne“, ,vyplyva* v ponékud jiném vyznamu:
spojeni ,,z prvniho vyroku vyplyva vyrok druhy“ uzivaji jen v pripadé, ze pravdivost prv-
niho vyroku zaruéuje pravdivost druhého vyroku, tj. jestlize implikace je dokazatelna)
— protoze vSak je pak velice obtizné najit vhodné sloveso pro vyjadieni implikace, je
asi nejlepsi kompromisné uzivat slovo ,,plyne“ pro implikaci a slovo ,vyplyva“ vyhradit
pro vyznam uvedeny jako druhy.
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