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Dokazovani platnosti usudku

Kdo zna Pavla a Marii, ten Marii lituje. Vvx ([Z(x, P) A Z(x, M)] o L(x, M) )
Nekteri nelituji Marii, ackoli ji znaji. dx [—L(x, M) A Z(x, M)]
Nekdo zna Marii, ale ne Pavla. Ax [Z(x, M) A =Z(x, P)]
Vx [=Z(x, P) v =Z(x, M) v L(x, M)] Odstranéni implikace (1.
predpoklad).
—L(a, M) A Z(a, M) Skolemizace (2. predpoklad).
Vy [=Z(y, M) v Z(y, P)] Negovany zaveér (prejmenovani x).
Klausule:
1. —Z(x, P) v =Z(x, M) v L(x, M)
2. —L(a, M) (2. predpoklad jsou
3. Z(a, M) dveé klausule - konjunkce!)
4. —-Z(y, M) v Z(y, P)
5. —Z(a, P) v =Z(a, M) rezoluce 1., 2., substituce x/a
6. —Z(a, P) rezoluce 3., 5.
I —Qa, M) rezoluce 4., 6., substituce y/a
8. rezoluce 3., 7.
Obdrzeli jsme prazdnou klausuli, tj. Igovany zavér je ve sporu
s predpoklady, tedy pGvodni zavér z predpokladld vyplyva.

Usudek je platny



Porovnani dikazu predchoziho Usudku se
sémantickym dikazem

Znazornime, jaké budou obory pravdivosti
predikatd Z a L, tj. relace Zv a Ly, aby byly
pravdivé premisy:

2V = {. . 5L inioy, (i k... (o,m),... }

], premisa/ 2. prgr@a

fie={= Gm Emy , {a;,m),... }
atd., sporem.



sporem:

Vyuzivame toho, ze pro uzavrené formule plati ekvivalence:
Py..o,PnE Z iffE (P1AwAP)DZ

A dale: E (P, A..A P,) o Z iff negovana formule je
kontradikce: (P, A...A P, A =Z)

Tedy negovany zaveér Z je ve sporu s konjunkci predpokladd.
Coz je presne v souladu s definici platnosti Usudku:

P.,....P, E Ziff Z je pravdiva ve vsech modelech mnoziny
predpokladl P.,...,P,iff

—Z neni pravdiva v Zadném modelu mnoziny predpokladu.
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Dokazovani logické pravdivosti

Dokazte, ze veta ,,Jlsty filosof odporuje vsem filosofiim,
tedy odporUJe sam sobe” je analyticky nutné pravdiva.

Vetu_analyzu O{eme Jjako: ("zamyslena” interpretace je nad
mnozinou individui, P - podmnozina filosofu, Q — relace,
ve které budou ty dVOche kde prvni odporuje druhemu)

Ax {[P(x) A Vy (P(y) o Q(x,y))] o Q(x,x)} dokazeme, ze je
logicky pravdiva:

Formuli znegujeme a prevedeme na klausularni tvar:

Vx Vy {P(x) A [0P(y) v Q(x,¥)] A 2Q(Xx,X)}.
K jednotlivym klausulim:
1. P(x)
2. ﬂP(v v Q(x,y)
Q(x,x)

je nejobecnéjsim unifikatorem substituce {y/x}:
4. ®(x,X) rezoluce 1. a 2.
5 rezoluce 3. a 4.



-

Dokazovani logické pravdivosti

b

Dokazte, ze véta ,Existuje nékdo takovy, ze je-li génius,
pak jsou vsichni géniové“ je analyticky nutné pravdiva.

Formule: 3x [G(x) o VX G(x)] (pozor na zavorkovani!)

Dokazeme, ze negovana formule je kontradikce:
® Vx[G(x)A3Ix—=G(x)], tedy po prejmenovani proméennych

® VxI[G(x)A3Ty-G(y)l, krok 6: [VXx G(x) A Ty =G(y)] a po
Skolemizaci:

® e lGa Ao

G(x)
- (a)
rezoluce 1. a 2., substituce x/ a

Obdrzeli jsme prazdnou klauzuli, negovana formule je
kontradikce, tedy plvodni formule je logicky pravdiva. .



1. Vsichni Clenové vedeni jsou maijiteli obligaci nebo akcionari.
2. Zadny clen vedeni neni zaroven majitel obligaci i akcionar.
3. VSichni majitelé obligaci jsou cleny vedeni.
4. Z4dny maijitel obligaci neni akcionéfr.

VX [V(x) o (O(x) v A(x))]

VX [V(x) o = (0(x) A A(x))]

Vx [O(x) o V(x)]

Vx [O(x) o =A(x)]

Klausule: 1. =V(x) v O(x) v A(x) 1. predpoklad
2. =V(y) v =0(y) v =A(y) 2. predpoklad
3. =0(z2) v V(2) 3. predpoklad
4. O(k) negovany zaver
5. A(k) (po Skolemizaci)
6. =0(y) v —A(y) rezoluce 2., 3., substituce z/y
7. —A(k) rezoluce 4., 6., substituce y/k
8. u rezoluce 5., 7.

Pozn.: VSimnéme si, ze jsme prvni klausuli pfi dukazu nepouzili. Tedy
zaver vyplyva jiz z druheho a tretiho predpokladu (prvni je pro odvozeni
dusledku nadbytecny). 7



Kazdy, kdo ma rad Jifiho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Ladou.
Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

Jestlize Karel kamaradi s Ladou, pak Petr nema réad Jiriho.
vx [R(Xx, J) o S(x, M)]
VX [K(x, L) o =K(M, x)]
vx [S(P, x) o K(x, Kr)

K(Kr, L) o =R(P, J)

Klausule:
1. =R(x,)) v S(x, M) 1. predpoklad
2. =K(y, L) v =K(M, y) 2. predpoklad
3. =S(P, z) v K(z, Kr) 3. predpoklad
4. K(Kr, L) negovany zaver
5. R(P,)) negovany zaver
6. —=K(M, Kr) rezoluce 4., 2., substituce y/Kr
7. —=S(P, M) rezoluce 3., 6., substituce z/M
8. =R(P,)) rezoluce 1., 7., substituce x/P
9. O rezoluce 5., 8.



predpokladu?

NG

Varianta predchoziho prikladu. Premisy neobsahuji zadné existencni
tvrzeni.

P1: Kazdy, kdo ma rad Jiriho, bude spolupracovat s Milanem.
P2: Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Ladou.

P3: Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

P4: Karel kamaradi s Ladou.

Zaver: 7?7

Klausule:
—-R(x, J) v S(x, M) 1. predpoklad
-K(y, L) v =K(M, y) 2. predpoklad
—-S(P, z) v K(z, Kr) 3. predpoklad
( r, L) 4. predpoklad
. =K(M, Kr) ddsledek, rezoluce 2,4, y/Kr
.=R(P, ]) v K(M, Kr)dusledek, rezoluce 1,3, x/P, z/M
.=R(P, J)  ddsledek, rezoluce 5,6
-S(P, M) disledek, rezoluce 3,5, z/M 2

WNOUTRWN



DU : i Usud
sporem

Kazdy muz ma rad fotbal a pivo.
Xaver ma rad pouze ty, kdo maji radi fotbal a pivo.
Neékdo ma rad fotbal a nema rad pivo.

Kdo neni muz, je zena. (nezamlcujeme
predpoklady)

Nekteré zeny nema Xaver rad.

Vx [M(x) o (R(x,f) A R(x,p))] 1. predpoklad
Vvx [R(Xa,x) o (R(x,f) A R(x,p))] 2. predpoklad
dx [R(x,f) A =R(X,p)] 3. predpoklad
VX [-M(x) o Z(x)] 4. predpoklad

= 3Ax [Z(x) A =R(Xa,x)] negovany zaver o



sporem

Klausule:

3 —M(x) v R(x,f)
2. —=M(x) v R(x,p)

3 —R(Xa,y) v R(y,f)
4, —R(Xa,y) v R(y,p)
5. R(k,f)
6

7

8

—|R(k,p)
M(z) v Z(2)
—Z(u) v R(Xa,u)
9 —R(Xa, k)
10 —Z (k)
11 M (k)
12. R(k,p)
13. N

proto je Usudek platny.

Vite, které predpoklady nebyly nutné pro odvozeni zavéru?

1. predpoklad
1. predpoklad
2. predpoklad
2. predpoklad
3. predpoklad
po Skolemizaci: x/k
4., predpoklad
negovany zaver

rezoluce 4., 6. (y/k)
rezoluce 8., 9. (u/k)
rezoluce 7., 10. (z/k)
rezoluce 2., 11. (x/k)

rezoluce 6., 12.
Opét jsme zjistili, ze negovany zaver je ve sporu s predpoklady,
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Usudky rezoluci

=
=

R

Je-li Cislo sudé, pak jeho druha mocnina je suda.

Je-li Cislo sudé, pak jeho ctvrta mocnina je suda.

VRO =-PEy D]

Vx [P(x) o P(f(f(x)))] znegujeme zaver:

dx [P(x) A =P(f(f(x)))] Skolemizujeme:

[P(a) A =P(f(f(a)))] sepiSeme klauzule:

—P(y) v P(f(y)) predpoklad

P(a) negovany zaver

—P(f(f(a))) negovany zaveéer

P(f(a)) rezoluce 1.,2., substituce y/a

Rif(f(a))) rezoluce 1.,4., substituce y/f(a)
rezoluce 3.,5., spor

Usudek je platny

-
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P(a), Yy [P(y) o P(f(y)] |- Vx P(x)

Vyplyva odvozena formule z premis? Jinymi slovy, je dukazové
pravidlo matematické indukce korektni, zachovava pravdivost?

Klausule:

1. P(a)

2. =P(y) v P(f(y))

3. P(fta)) duUsledek 2.1., subst. y/a

4. P(f(f(a)))dlsledek 2.3., subst. y/f(a)

5. P(f(f(f(a)))) disledek 2.4., subst. y/f(f(a))
6. Atd.

Ani sporem to nedokazeme, nebot negovany zavér po
Skolemizaci je: —P(b) a termy b, a, f(a), f(f(a)),... nejsou
unifikovatelné. Nikdy nedokazeme, ze Vx P(x) - aktualni
nekonecno. DokaZeme to pouze potencialne ...

13



Overovani konzistence

Jisty holi€ holi pravé ty vSechny, kdo se neholi sami.
Holi tento holi¢ sam sebe?

dx Vy [-H(y,y) = H(x,y)] E ? H(x,x)

V prednasce 7 IJsme videli, ze predpoklad je nesplnitelny,
tedy takovP/ holiC neeX|stu1e Overime rezolucni metodou.
a

K predpokladu pridame negovany zaver a upravime do
kIauzuI|

H(y,y) v H(a,y) = H(a,a) substituce y/a
—H(y,y) v =H(a,y) = —H(a,a) substituce y/a
—i (X, x) negovany zaver

rezoluce 1., 2., substituce y/a

I NN

K odvozeni sporu jsme nepotrebovali klauzuli 3.
(negovany zaver), tedy sporny, nesplnitelny,
nekonzistentni je jiz predpoklad.

Takovy holi¢ neexistuje. 14



/ M
Poznamka

Robinsontlv algoritmus obecné rezoluce a
unifikace pracuje tak, ze unifikuje rovnéz
jednotlivé literaly v klauzuli. Tak napriklad
klauzule:

1. P(x,y) v = Q(a,f(y)) v P(x,a) v 2Q(y,x) =
P(f(a),a) v —~Q(a,f(a))
2. =P(f(z),z) v =P(v,a) = =P(f(a),a)

daji po  unifikaci x/f(a), y/a, z/a, v/f(a)
rezolventu —Q(a,f(a)), nebot prvni klauzule se
unifikuje na P(f(a),a) v =Q(a,f(a)) a druha na
—P(f(a),a). 15



P : =
ekvivalence

a) Formule A = B neni sporna, je splnitelna
b) Formule A = —A je sporna

Klauzule ad a)
1. —-Av B
2. A \4 —-B

nyni v kazdém kroku miUzeme generovat rezolventu
Eouze skrtnutim jednoho literalu, tedy ne prazdnou
lauzuli:

3. B v =B tautologie vyplyva z jakékoli formule
4. A v =-A

Klauzule ad b)

1% —A v mA= A

2. BAVA = A

3. 1. a 2. rezolvuji na prazdnou klauzuli.

16



Oveéerovani konzistence

Pan X presel na kvalifikovanegjsi praci (K).

Pan X dobre rozumi mzdovym otazkam (M).

Jestlize pan X presel na kvalifikovanejsi praci, pak je spravné, aby jeho
zadost byla projednana (P).

Jestlize je §,orévné, aby jeho zadost byla v komisi projednana, pak by
nemel byt clenem komise (C).

Rozumi-li vyteCcné mzdovym otazkam, mél by byt clenem komise.

Co z toho vyplyva?

Oveérime nejprve konzistenci této mnoziny tvrzeni.
KAMA((KDP)A(P2=AC)A (Mo C)

1900 O i e e

K

M

—Kv P

—P A\ —IC

—M v C

P rezolucel, 3

—C rezoluce 4, 6

C rezoluce 2,5
spor rezoluce 7, 8

Dana mnozina tvrzeni je sporna, nekonzistentni, proto z ni vyplyva cokeli.



= 9
)
=2 [

Ovéter
formule

NE—E—

P(x) A Vy3ax (0Q(x,y) o VZzR(a,x,y))]

(D) A QUlz), z)) v Ria, [LD), z)]|

Antecedent prevedeme do klauzularni formy:

a) Metodou dle Skolemova algoritmu.

b) Nejdrive do prenexni formy a pak
Skolemizujeme.

18



Antecedent - prevod do klauzularni formy, postup a)
VX [P(x) A Vy 3x (=Q(x,y) o VZ R(a,x,y))]

Kroky 2., 5. Pfejmenujme promeénnou x a odstranime Vvz:
Vx [P(x) A Vy Ju (=Q(u,y) o R(a,u,y))]

Krok 3. Odstranime implikaci:
Vx [P(x) A Vy 3u (Q(u,y) v R(a,u,y))]

Krok 6. Nyni presuneme kvantifikator Vx doprava:
Vx P(x) A Vy 3u (Q(u,y) v R(a,u,y))

Krok 7. Skolemizujeme (tj. za proménnou u substitujeme g(y), nebot funkcni
symbol f je jiz pouzit v zaveéru):

Vx P(x) A Yy (Q(g(y), ¥) v R(a, g(y), y))

Krok 8. presuneme kvantifikatory doleva:
SK1: VxVy [P(x) A (Q(g(y). ¥) v R(a, gly), y))].
19



Antecedent - prevod do klauzularni formy, postup b) bez
kroku 6

VX [P(x) A Vy 3x (=Q(Xx,y) D VZ R(a,x,y))]

Kroky 2, 5: Pfejmenujme proménnou x a odstranime Vz:
Vx [P(x) A Vy 3u (=Q(u,y) o R(a,u,y))]

Krok 3. Odstranime implikaci:
Vx [P(x) A Vy 3u (Q(u,y) v R(a,u,y))]

Krok 7. Skolemizujeme (tj. za proménnou u substitujeme g(x,y),
nebot proménna u je v rozsahu Vx):

Vx [P(x) A Vy (Q(g(x,y), y) v R(a, g(x,y), y))

Krok 8. presuneme kvantifikatory doleva:
SK2: Vvx Vy [P(x) A (Q(g(x,y), ¥) v R(a, g(x,y), y))I.

20



Negovany zaver (jiz je v klauzularni forme):

vz [(=P(b) v =Q(f(2), 2)) A R(a, f(b), 2)].

Pokusime se dokazat spor s SK1 (klauzularni forma
antecedentu).

Sepiseme klauzule, postup a):

P(x) predpoklad

Q(g(y), y) v R(a, gly), y) predpoklad
—P(b) v =Q(f(z), z) negovany zavér
—R(a, f(b), Z) negovany zavér

—Q(f(z), z) rezoluce 1., 3., substituce x/ b
277
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Déle nemizeme rezolvovat, nebot termy g(y) a f(z), ¢i g(y) a
f(b) nejsou unifikovatelné.

Formule neni logicky pravdiva. .



Ani spor SK2 (postup b) s nasim negovanym
zaverem nedokazeme:

P(x)

Q(g(x,y), y) v R(a, g(x,y), y)

—P(b) v =Q(f(z), 2)

—-R(a, f(b), 2)

—Q(f(z), z) rezoluce 1., 3., substituce x/ b

LR W N

Dalsi kroky vsak jiz nelze provést, protoze termy
g(x,y) a f(z), pripadné g(x,y) a f(b) nejsou
unifikovatelné.

Zaver: Formule neni logicky pravdiva. =



Priklad, hadanka

Tom, Peter and John are members of a sport club. Every
member of the club is a skier or a climber. No climber likes
raining. All skiers like snow. Peter does not like what Tom
likes, and does like what Tom does not like. Tom likes snow
and raining.
Cb)uestion: Is there in the club a sportsman who is a climber
ut
not a skier?

Solution: Knowledge base (+ query 11):

SC(t)

SC(p)

SC())

vx [ SC(x) o (SKlI(x) v CLIMB(x)) ]
vx [ CLIMB(x) o =LIKE(x,r) ]

vx [ SKI(x) o LIKE(x,s)]

Vx [LIKE(t,x) o =LIKE(p,x)]

vx [-LIKE(t,x) o LIKE(p,x)]

9. LIKE(t,s)

10. LIKE(t,r)

11. 23Ax [SC(x) A CLIMB(x) A ~SKI(x)]

© N A WN R
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Priklad, hadanka

Knowledge base (in Clausal form + negated query 11):

1. SC(t) sport-club(tom).

2. SC(p) sport-club(peter).

3. SC(j) sport-club(john).

4. —SC(y) v SKl(y) v CLIMB(y) each club member is a skier or
a climber

5 —CLIMB(z) v =LIKE(z,r) each climber does not like raining

6. —SKI(v) v LIKE(v,s) each skier does not like snowing

75 —LIKE(t,x1) v =LIKE(p,x1) Tom and Peter have opposite

8. LIKE(t,x2) v LIKE(p,x2) tastes

9. LIKE(t,s) like(tom, snow).

10. LIKE(t,r) like(tom, raining).

11. =SC(x) v =CLIMB(x) v SKl(x) Query

Proof by resolution that 1-11 is inconsistent. In other words, we are
looking for an instantiation of the variable x, that leads to a
contradiction.

12. —LIKE(p,s) res.: 9, 7 by substituting s for x1

13.  =SKl(p) res.: 12, 6 by substituting p for v

14. —=SC(p) v CLIMB(p) res.: 13, 4 by substituting p for y

15. IMB(p) res.: 14, 2

16. Resolution 11 + 2 + 13 + 15 by substituting p for x.24



Oveéreni platnosti usudku: hadanka

Situace: Sesli se pratelé, mezi nimi knez A, ktery prohlasil:

~Prvni Clovek, kterého jsem zpovidal, je vrah“. Po chvili vegel

Ean B, uvidél knéze a rekl: ,Ja jsem byl prvni ¢lovék, kterého
néz A zpovidal“.

Otazka: Porusil knez zpovedni tajemstvi?
Redeni: Vx [(x = f(A)) > V(x)]

B = f(A)

77?7

(Zamyslena interpretace: f bude funkce, ktera kazdemu
kne2|hp5|razu1e toho jediného cCloveéeka, kterého zpovidal jako
prvniho

Klausule: 1. =(x = f(A)) v V(x) 1. premisa
2. B =1f(A) 2. premisa
3. V(B) disledek: rezoluce
(B je vrah) 1.,2., substituce x/B

Odpoved: Knéz zrejmé porusil zpovédni tajemstvi S
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Zaklady (logika) Prologu

Metoda (Cistého) logického programovani
je specialnim pripadem obecné rezolucni
metody. Oproti obecné rezolucni metodé
splhuje nasledujici omezeni:

Pracuje pouze s Hornovymi klauzulemi (které
maji nanejvys jeden pozitivni literal).

Pouziva linearni strategii generovani
rezolvent spolu s tzv. navracenim
(backtracking).

26



M
= iiacy toalks) Frolooi

®V  logickém programovani  pouzivame  nasledujici

terminologii:
®Zapisy: P :- Qi Q,,..,Q.. podminéné prikazy (pravidla)
(coz je ekvivalentni: =Q; v = Q; v ... v m1Q, v P, neboli (Q; A Q, A
A Q,)DP)
® Z4apis P. riepodminény prikaz (fakt)
o 2
$ i 00 O cile (cilove klauzule, dotazy)

(coz je ekvivalentni: =Q; v =Q, Vv ... v =1Q,)

ozapis B, YES: spor (prazdna klauzulez7
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Zaklady (logika) Prologu

Logicky program je posloupnost prikazQ
(procedur) podminénych (tj. pravidel) i
nepodminénych (tj. faktl). Cilova klauzule
zadava otazky, na které ma program nalézt
odpovedi.

Pozn.: Pojem prikazu chapeme ve smyslu
predchozi poznamky. Logicky program je tedy
deklarativni (ne imperativni). Specifikujeme,
"co se ma provéest” a neurcujeme, "jak se to ma
provést”.

28
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Zaklady (logika) Prologu

Priklad:

Vsichni studenti jsou mladsi nez Petrova matka. Karel a Mirka jsou studenti.
Kdo je mladsi nez Petrova matka?

Zapis v PL1: Vx [St(x) o MI(x,matka(p))], St(k), St(m)  ?
Program v Prologu (pozn.: proménné velkymi pismeny, konstanty malymi):

mladsi(X, matka(petr)):- student(X). pravidlo
student(karel). fakt

student(mirka). fakt

?7- mladsi(Y, matka(petr)). dotaz

Prekladac provadi unifikaci a rezoluci, linearni strategie rizena cilem:
a) Cil ?- mladsi(Y, matka(petr)) unifikuje s mladsi(X, matka(petr)), Y=X;
b) Generuje novy cil: ?- student(Y)

c) Unifikuje tento cil s 2. faktem v databazi: Uspéch pri Y=karel

d) Vyda odpovéd: YES, Y = Karel ;

M{zeme zadat stfednik ,,;“ to znamenad, Ze se ptame ,a kdo jeSté?” Vyvola tzv.
backtracking, tj. proces navraceni. Vrati se k poslednimu cili a pokousi se splnit jej
ZNOovu:

?- student(Y).

Ted jiz nemuze pouzit 2. klausuli (pamatuje si misto, které jiz bylo uzito), ale mize
pouzit 3. klausuli:

e) Vyda odpoved: YES, Y = Mirka ; 29



Zaklady (logika) Prologu

Pojem prikazu chapeme ve smyslu predchozi
poznamky. Logicky program je tedy deklarativni (ne
iImperativni). Specifikujeme, "co se ma provest” a
neurcujeme, "jak se to ma provést”.

Cestu, jak odpovédét na dotazy, najde prekladac, tj.
urCi, co vyplyva ze zadané baze znalosti, a jaké
hodnoty je nutno substituovat unifikaci za proménné.

Omezeni na Hornovy klauzule vsak mUze nékdy cinit
potize. Viz priklad - hadanka (slidy 19, 20).

Zkuste naformulovat tuto hadanku v Prologu!
Shrnuti omezeni: nanejvys jeden pozitivni literal,
nemuzeme vyjadrit primo negativni fakta.
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Nedace = netisnech ori odvo7ovani !



