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Typické ulohy

Dokazat logickou pravdivost formule PL1:

oL F
®tji, formule F je pravdiva ve vsech
interpretacich, tj. kazda interpretace je
jejim modelem.

Dokazat platnost Usudku v PL1:
op - P 0O

® tj. formule Q je pravdiva ve vsech modelech
mnoziny predpokladl P, ..., P.. Tedy E (P, A
A F =0



Typicke ulohy

Jejich reseni rozborem (nekonecne) mnoziny
modelU je obtizné, sémantické dukazy jsou pracné
a nedaji se snadno automatizovat.

Proto hledame jiné metody.

ednou z nich je metoda sémantickych tabel,
terou jsme se jiz naucili, tj. prevod na SJunktlvm
normalni formu (nevyhoda - Casto prilis mnoho
distributivnich Uprav).

Nyni se naucime velice efektivni metodu
Pouzwanou také pro automatické dokazovani_ a
ogicke programovani - zobecneni rezolucni
metody vyrokové logiky.

Rezolucni metoda vyuzi konjunktivni
normalni formu formule.
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Rezolucni metoda

Je aplikovatelna na formuli ve spec.
konjunktivni normalni forme (Skolemova
klauzularni forma).

Je zobecnénim rezolucni metody ve vyrokoveé
logice: dukaz sporem.

Je zakladem pro automatizované deduktivni
metody a logické programovani.

Je zakladem pro programovaci jazyk
PROLOG.
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Rezolucnli metoda

Dva problémy:
1. Prevod do Skolemovy klauzularni formy:
VXl...VXn [C]_ A sun A Cm]

Ci jsou klausule, tj. disjunkce literall, napr. P(x) v
—Q(f(x,y))

2. Uplathovani pravidla rezoluce na ruzné literaly -
unifikace literala. Napr.:

P(x) v =Q(f(x),y)
—P(g(y)) v =Q(x,2)

Literaly P(x), =P(g(y)) bychom mohli ,skrtnout”, kdyby
byly stejné .
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revod do klausulg Y (Skolem
str. 78)

1. Utvoreni existencniho uzaveru
(zachovava splnitelnost)

Eliminace nadbytecnych kvantifikatorU
Eliminace spojek o, =

Presun negace dovnitr

Prejmenovani proménnych

Presun kvantifikator doprava

Eliminace existen¢nich kvantifikatord
(Skolemizace - zachovava splnitelnost)

Presun vSeobecnych kvantifikdtort doleva
Pouziti distributivnich zakonu
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Rezolucni metoda - priklad

= [Vx3y P(x,y) AVy3dzQ(y,z)] o Vx 3y 3z [P(x,y) A
Q(y,2)]

1. Formuli znegujeme a prejmenujeme promenné:
[Vx 3y’ P(x,y') AVy 3z Q(y,2)] A Ju Vv Vw [=P(u,v) v =Q(v,w)]

2. Odstranime existencni kvantifikatory. POZOR !
[Vx P(x, f{x)) A Vy Q(y, g(y))] A Vv VW [=P(a,v) v =Q(v,w)]

3. Presuneme kvantifikatory doleva:
Vx Vy Vv Vw [P(x, f(x)) A Q(y, g(y)) A [=P(a,v) v =Q(v,w)]]

4. Formule je evidentné nesplnitelna, jak to dokazeme?

5. Vypiseme klausule pod sebe a budeme provadét unifikaci
literalu, tj. substituci termu za proménné tak, abychom
mohli uplatnit rezolucni pravidilo: x



Rezolucni metoda - priklad

Pl floa))

Q(y, 9(y))
—-P(a,v) v =2Q(v,w)

Nyni se budeme pokouset o rezoluci. Abychom mohli
uplatnit rezoluci na klausule 1. a 3., musime
substituovat term a za vsechny vyskyty proménné x.

4. —=Q(f(a),w) rezoluce 1., 3., substituce x/ a, v/ f(a)
5. Mrezoluce 2., 4., substituce y / f(a), w / g(f(a))

QED - negovana formule je kontradikce, plGvodni je tedy
logicky pravdiva

Pozn.: Je nutno substituovat za vsechny vyskyty
promenné!



lauzular

forma

Literal: atomicka formule nebo negace atomické formule, napr.:

P(x, g(y)), =Q(2)
Klausule: disjunkce literdld, napfr.:

P(x, g(y)) v ~Q(2)
Skolemova klauzularni forma:vx;...Vx, [C; A ... A C,],
uzaviend formule, kde C; jsou klausule, tj. disjunkce literdld,
napr.:

P(x) v =Q(f(x,y))
Skolemizace (odstranéni existencnich kvantifikator():

Ax Vy:...Vy, AX, Yi,....¥Yn) > VYV1..Yy, A(C, Vi,...,Vn)
kde c je nova, dosud v jazyce nepouzita konstanta.

Vyi..Vy,Ax AX, YVi,....Yn) > VY1..YV, A(H(YV1,eesVn), Vi,ees Vi)

kde f je novy, dosud v jazyce nepouzity funkcéni symbol.



Skolemizace zachovava splnitelnost

Vy:..Vy,Ax A(X, Vi,...,Yn) — VyY1..YVy A((Y1,-c0,¥n), YVi,e Vi)
B Bs

Duikaz: Necht interpreatce | je model formule Bs na prave
strane. Pak pro libovolnou n-tici iy, i,...,i, prvku universa plati,

ze (n+1)-tice prvkd universa b |n, fu (iy, Iz,...,10)> € AU (lezi
v oboru pravdivosti A), kde fu je funkce prlrazena mterpretacf I
symbolu f a Au je relace - obor pravdivosti formule A

v interpretaci |. Pak je ovsSem interpretace | rovnéz modelem
formule B = Vy Vy,...Vy, 3x A(X, V1, V2,...,Yn).

Tedy kazdy model formule Bs je i modelem formule B, ale nikoliv
naopak, tj. Bs E B. Mnozina modeld Mss formule Bs je
podmnozinou mnoziny Ms modeld formule B: Mss c Ms,

Navic, ma-li B model I, pak ma také Bsmodel I’ (ne nutné
stejny)

Naopak, nema-li B zadny model, tedy je nesplnitelna (Ms = @),
je také Bs nesplnitelna (Mss = @),

Coz pro dikaz sporem postacuje.
10



/Thoralf Albert Skolem

Born: 23 May 1887 in Sandsvaer, Buskerud, Norway
Died: 23 March 1963 in Oslo, Norway

Skolem was remarkably
productive publishing
around 180 papers on
topics such as Diophantine
equations, mathematical
logic, group theory, lattice
theory and set theory.
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Prevod do klausularni formy (str. 78)

1. Utvoreni existencniho uzaveru (zachovava
splnitelnost)

Eliminace nadbytecnych kvantifikdtorQ
Eliminace spojek o, = (dle zakonl VL)
Presun negace dovnitr dle de Morganovych zakonu
Prejmenovani proménnych
Presun kvantifikdtort doprava:
Qx (A @ B(x)) - A @ Qx B(x),
Qx (A(x) @ B) —» Qx A(x) @ B,
kde @ je spojka konjunkce nebo disjunkce,
Q kvantifikator (vSeobecny nebo existencni)

7. Eliminace existenc¢nich kvantifikatord
gS)koIemizace podformuli Qx B(x), Qx A(x) z kroku

Presun vSeobecnych kvantifikatort doleva
Pouziti distributivnich zdkon(

A il

£0400

12



® Vysledna formule As neni ekvivalentni ptvodni formuli A (ani
z ni nevyplyva), ale plati, ze

je-li A splnitelna, je splnitelna i As,
a naopak, je-li A nesplnitelna, je nesplnitelna i As

protoze As = A.

® Kroky prevodu, které nejsou ekvivalentni, pouze zachovavaji
splnitelnost jsou:
® Utvoreni existencniho uzaveéeru
® Skolemizace (odstranéni existencnich kvantifikator)

® Proto pouzivéame rezolu¢ni metodu v PL1 pro dikaz sporem.

® Pouze - tehdy,  kdyz  formule  neobsahujl - existencnl
kvantifikatory, muzemeél pouzit pro primy dbkaz toho, co
vyplyvé z danych predpokladd.
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Provadime vzdy dle Skolemova algoritmu (9 krok(). Tedy ne
tak, ze bychom formuli prevedli nejprve do konjunktivni
normalni formy, a pak skolemizovali, jak se nekdy uvadi.

Priklad: dllezitost kroku 6 (kvantifikatory doprava).

Ukazeme chybny postup:
E Vx A(x) o Vx A(x), formuli znegujeme:
VXx A(x) A 3x A(X), prejmenujeme proménné:
VXx A(x) A 3y mA(y), presuneme kvantifikatory doleva:
Vx [A(x) A Jy =A(y)],
Vx 3y [A(x) A =A(y)], skolemizujeme:
VX [A(X) A =A(f(X))].

Ovsem nesplnitelnost této formule nedokazeme, termy x a f(x)
nejsou unifikovatelné.

Pfitom rezolu¢ni metoda je uplna dukazova metoda. Kazda
logicky pravdiva formule je dokazatelna: F A=} A 14



Priklad:
Vx {P(x) o 3z {~Vy [Q(x,y) o P(f(x1))] A Vy [Q(Xx,y) D P(x)]}}

1.,2. Existen¢ni uzavér a eliminace 3z:
dx; Vx {P(x) o {~Vy [Q(x,y) o P(f(x;))] A Vy [Q(x,y) o P(x)]}}

3.,4. Pfejmenovani y, eliminace o:
Ax; Vx {=P(x) v {=Vy [=Q(x,y) v P(f(x1))] A VZ [-Q(X,2) v P(x)]}}

5.,6. Negace dovnitr a kvantifikatory doprava:
3x; VX {=Pix) v {13y QULGyE A SPHOG)) ] A [NZ20062) v PUx)]})

7. Eliminace existencnich kvantifikatora:
YoeaPeEvi i Ooegteea=aBiktall ae ivee @iba s avabie kLT
8. Kvantifikator doleva:
Vx Vz {—P(x) v {[Q(x,9(x)) A =P(f(a))] A [-Q(x,2) v P(x)]}}
9. Distributivni zakon:
V)I(DLV,?]%[_IP(X) v Q(x,9(x))] A [=P(x) v =P(f(a))] A [4P(x) v =Q(x,2)
X
10. zjednoduseni:
Vx {[-P(x) v Q(x,9(x))] A [=P(x) v =P(f(a))]}
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Po ° : “ni
metodou

Dlkaz, Zze formule A je logicky pravdiva:
1. Formuli znegujeme.

2. Formuli —=A prevedeme do klausularni
Skolemovy formy (—=A)s.

3. Postupnym uplatnovanim rezolucniho
pravidla se snazime dokazat nesplnitelnost
formule (=A)s a tedy také formule =A.

DUkaz platnosti usudku P4,...,P, |- Z
1. Zaver znegujeme

2. Formule predpokladl a negovaného zavéru
prevedeme do klausularni formy

3. Postupnym uplatnovanim rezolucniho
pravidla se snazime dokazat nesplnitelnost
mnoziny {P,,...,P,, =27}
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Unifikace literald

Problémem je v obou pripadech bod 3.

P)f)l'ﬂ(lad: VxVyVzVV[P(x, f(x)) A Q(y, h(y)) A (=P(a, z) v =Q(z,
74

Jak dokazat nesplnitelnost?

1. P(x, f(x))

2. Q(y, h(y))
3. =P(a, z) v =Q(z, v)

Chceme-li rezolvovat klauzule napr. 1. a 3., brani nam to, ze
termy - argumenty nejsou stejné. Ale - vSechny promenne
jsou kvantifikovany vSeobecnym kvantifikdtorem. MUzeme
pouzit zakon konkretizace (,,co plati pro véechnly(/, plati i pro
neékteré”), dosazovat za proménné termy tak, abychom
nalezli svedka nesplnitelnosti.

Provedeme proto substituci tak, abychom jednotlivé literaly
unifikovali.
I



—nifikace literald

Substituce: x [ a, z/ f(a)

Po provedeni této substituce dostaneme klausule:
1°. P(a, f(a))

2 QY iy

3°. =P(a, f(a)) v =Q(f(a), v)

kde na 1‘ a 3" jiz lze uplatnit pravidlo rezoluce:
4. —=Q(f(a), v)
Abychom nyni mohli rezolvovat klausule 2. a 4., zvolime opét

substituci:
Substituce: y / f(a), v/ h(f(a)). Dostaneme:

2°.  Q(f(a), hif(a)) )
4’. —=Q(f(a), h(f(a)) )

a jejich rezoluci jiz obdrzime prazdnou klausuli. Tedy formule A

je nesplnitelna. -



Unifikace literald

Jednotlivé  substituce jsme vsak hledali
intuitivné. Musime najit néjaky algoritmus, jak
provadeét prislusné unifikace.

a) Herbrandova procedura
b) Robinsonlv unifikacni algoritmus

Ad a) Formule je nesplnitelna, kdyz je
nepravdiva v kazdé interpretaci nad vsemi
moznymi universy. Neslo by nalézt jedno
universum takové, ze je-li nad nim formule
nesplnitelna, je pak jiz nesplnitelna nad
kazdym? Ano - Herbrandovo universum.

19



/ﬁfﬂﬂW
Born: 12 Feb 1908 in Paris, France

Died: 27 July 1931 in La Bérarde, Isere,
France

Ecole Normale Supérieure
at the age of 17 (!). His
doctoral thesis was
approved in April 1929. On
a holiday in the Alps he
died in a mountaineering
accident at the age of 23.
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John Alan Robinson

In his 1965 article " A Machine-Oriented Logic
Based on the Resolution Principle " John Alan
Robinson laid an important foundation for a
whole branch of automated deduction
systems. The original Prolog is essentially a
refined automated theorem prover based on
Robinson's resolution .

21
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Herbrandova procedura

Herbrandovo universum: vsechny mozné termy
vytvorené z konstant a funkénich symboll ve
formuli, nebo libovolné konstanty, pr.:

Pro formuli A = Vx [P(a) v Q(b) o P(f(x))]
je HA = {a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)), ...}

Pro formuli B = Vx Vy P( (f(x), y, g(x,y) )
je He = {a, f(a), g(a,a), f(f(a)), g(a,f(a)),
gittaral - .}

Zakladni instance klausule: vsechny proménné
nahradime prvky Herbrandova universa.

22



Herbrandova procedura

Herbrandova veta: Formule A v klausularni forme je nesplnitelna,
rave kdﬁz existuje konecna konjunkce zakladnich instanci jejich
lausuli, ktera je nesplnitelna.

Priklad:
1. P(x, f(x))

2. Q(y, hiy))
3. =P(a, z) v =Q(z, v)

HAa = {a, f(a), h(a), f(f(a)), f(h(a)), h(f(a)), h(h(a)), ...}.
Substituce 1: {x/a, y/a, z/a, v/a}

P(a, f(a)) A Q(a, h(a)) A [=P(a, a) v =Q(a, a)]
Substituce 2: {x/a, y/a, z/a, v/f(a)}

P(a, f(a)) A Q(a, h(a)) A [=P(a, a) v =Q(a, f(a))] ..., atd., az
Substituce n: {x/a, y/f(a), z/f(a), v/h(f(a))}

P(a, f(a)) A Q(f(a), h(f(a)) ) A [=P(a, f(a)) v =Q( f(a), h(f(a)) )]
Nesplnitelna 23
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Herbrandova procedura

Herbrandova procedura parcialné rozhoduje,
zda je predlozena formule nesplnitelna (tj.
pokud nesplnitelna je, vyda po konecném
poCtu krokl odpovéd Ano, jinak nemusi
odpovedet).

Problém: Prostorova a casova slozitost
algoritmu - pocet zdkladnich instanci, které
musime vygenerovat, nez narazime na svedka
nesplnitelnosti, mtze byt prilis velky.

24



(1965)

Necht A je formule obsahujici individuové proménné Xx;,
i=1,2,....n, a to bud primo (jako bezprostredni
argumenty) nebo zprostredkované (jako argumenty

funkci). Oznacme S =t e e
simultanni substituci termU t za (vSechny vyskyty)
proménné x; pro i=1,2,...,.n. Potom zapisem Ao
oznacime formuli, ktera vznikne 2z formule A

provedenim substituce o.

Unifikace (unifikaCni substituce, unifikator) formuli A, B
je substituce o takova, ze Ac = Bo.

Nejobecnéjsi unifikace formuli A, B je unifikace o
takova, ze pro kazdou jinou unifikaci p formuli A, B plati
p oT, kde

T £ 0 kazda unifikace vznikne z nejobecnéjsi
unifikace provedenim dalsi dodatecné substituce.




(1965)

Nalezeni nejobecnéjsi unifikace
Predpokladejme:
A= Plt, t, ... ,t), B = P(s;, S, ... , Sp), kde vzdy (pro
jednoduchost) alespon jeden z termi t;, s; je proménna.

1. Proi=1, 2, ..., nprovadéj:

Je-li t; = s;, pak poloz o; = € (prazdna substituce).

Neni-li t; = s;, pak zjisti, zda jeden z term0 t;, s; predstavuje néjakou
individuovou proménnou x a druhy néjaky term r, ktery proménnou
X heobsahuje (tedy hledame prvni rozdil, zleva doprava).

c) Jestlize ano, pak poloz o, = {x/r}.

Jestlize ne, pak ukonci praci s tim, ze formule A, B nejsou

unifikovatelné.

a)

2. Po radném dokonceni cyklu urci 6 = 6,0,...0, (slozena
substituce). Substituce o je nejobecnéjsi unifikaci formuli

A, B.

26



Robinsonlyv algoritmus - Priklad

A = P(x, f(x), u), B = P(y, z, g(x,y))

c, = {xX/v},
Ac, = Ply, fly), u), Boy = P(y, z, g(y,y))

o, = {z/f(y)},
Ac.c, = Ply, fly), u), Boio, = P(y, fly), ga(y.y))

os = {u/g(y,y)},
Ac,0,65 = Ply, f(y), gly,y)),
Boi6,05 = P(y, f(y), gly.y)).

Slozena substituce 6=0,0,03 je nejobecnéjsi
unifikaci formuli A, B: {x/y, z/ f(y), u/ g(y,y)}=



\"4 V4

Z AN E lucC
pravidlo

AvlLl,Bv-L |- Ac v Bo,
kde o je nejobecnéjsi unifikator L, L,: Lo = L,o

Priklad: Dokazte logickou pravdivost formule:

vxVy [{P(x,y) o Q(x, f(g(x))} A

{R(x) v 3x =Q(x, f(g(x)))} A Ix =R(x)] o Ax
—P(x, g(x))

(dale priklady od str. 85)

28
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Priklad

VxVy [{P(x,y) o Q(x, f(g(x)))} A
{R(x) v Ax =Q(x, f(g(x)))} A Ax mR(x)] o IAx =P(Xx,
g(x))

1. Formuli znegujeme (negace implikace!):
vxVy [{P(x,y) o Q(x, f(g(x)))} A
{R(x) v Ax =Q(x, f(g(x)))} A Ix AR(x)] A VX P(x,
g(x))

2. Odstranime existencni kvantifikatory a prejmenujeme:

vxVy [{P(x,y) o Q(x, f(g(x)))} A
{R(x) v =Q(a, f(g(a)))} A aR(b)] A Vz P(z, g(2))

3. Sepiseme klauzule (po odstranéni implikace):
29
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Priklad

vxVy [{P(x,y) o Q(x, f(g(x)))} A
{R(x) v =Q(a, f(g(a)))} A =R(b)] A VZ P(z, g(2))

=P(x,y) v Q(x, f(g(x)))

R(x) v =Q(a, f(g(a)))

—R(b)

P(z, 9(2))

Q(x, f(g(x))) rezoluce 1., 4.; substituce z/x, y/g(x)

—Q(a, f(g(a))) rezoluce 2., 3.; substituce x/b
rezoluce 5., 6.; substituce x/ a

NSO UIAWN

O
Pozn.: Rodicovské klauzule pro vytvareni rezolvent

volime tak, aby zlistalo co nejvice proménnych volnych.
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