Uvod do TI - logika

Relace, zobrazeni, spocetnost a nespocetnost
mnozin,

opakovani VL

(5. prednaska)

Marie Duzi
marie.duzi@vsb.cz
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Intermezzo: Relace

Relace mezi mnozinami A, B je podmnozina
Kartézského soucinu A x B.

Kartézsky soucin A x B je mnozina vsech
usporadanych dvojic {a, b), kde ae A, be B.

(Binarni) relace R2 na mnozineé M je
podmnozina Kartézského soucinu M x M: Rz c
M x M.

n-arni relace R» na mnoziné M: Rnc M x...x M
n-krat
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Intermezzo: Relace

Pozor:
Dvojice (a,b) # (b,a), ale mnozina {a,b} =

{b,a}
(a, a) # (), ale {a,a} = {a}

U n-tic zalezi na poradi, prvky se mohou
opakovat, na rozdil od mnozin.

Notace: (a,b) € R znacime také prefixneé R(a,b),
nebo infixné a R b. Napr. 1 < 3.



Relace - priklad

Binarni relace na N: < (ostre mensi):

{<O’1>l<0’2)l<0’3)7""<1’2>’<1’3>’ <1l4>’ il ) (2’3>’<2’4>l
g Q) gDl sk 110,419, o F

Ternarni relace na N: mnozina trojic prirozenych cisel
takovych, ze 3. cislo je rozdil 1. ¢islo minus 2. Cislo:

{<0’010>’<1lol1)’<11110)l"" <21012>' <2’111>’<2’2'0>l Pl ¢
(3’0’3>' (31112>’ (3'2’1)'<3l3io)l""<115’110’5>’ "'}

Relace ,adresa osoby*“:

{{Jan Novak, Praha 5, Bellusova 1831), (Marie Duzi, Praha
5, Bellusova 1827),...,} 4



Int - Funkce

(zobrazeni)

n-arni funkce F na mnozineé M Je specialni
zprava jednoznacna (n+1)-arni relace F <
M Xewa X M:

(n+1) x Va VbVvc ([F(a,b) A F(a,c)] o b=c).

Parcidlni F: ke kazdé n-tici prvkl ae Mx...xM
existuje nanejvys jeden prvek be M.
Znacime F: M x...x M — M, misto F(a,b)
piseme F(a)=Db.

Mnozinu M X...x M nazyvame definic¢ni
obor (doména) funkce F, mnozinu M pak
obor hodnot (ranae).



Int - Funkce

(zobrazeni)

Priklad: Relace na N:

{<<1’1>’1>’<<2’1>’2)’ <<2’2 )’1>’ R ((4’2>’2>'
e Rl <<9’3>’3)’ o lrdbeny A <<27’9>’3>’ "'}

je parcialni funkce deleni beze zbytku.

Také relace minus na N (viz predchozi slide) je
na N parcialni funkci: napr. dvojice (2,4) nema v
N obraz. Aby byla totalni, museli bychom
rozsirit jeji definicni obor na cela cisla.



Int - Funkce

(zobrazeni)

Jako interpretace funkcénich symbolt formuli
PL1 pouzivame pouze totalni funkce:

Totalni funkce F: A — B:

Ke kazdému prvku ac A existuje prave jeden
prvek be B takovy, ze:

F(a)=b: Va3db F(a)=b A YavbVvc [(F(a)=b A
F(a)=c) o b=c]

Zavadime nékdy specialni kvantifikator 3! s
vyznamem ,existuje prave jedno” a piseme:

Va 3alb F(a)=b 7



Int - Funkce

(zobrazeni)

Priklady:

Relace + {(0,0,0), (1,0,1), (1,1,2), (0,1,1), ...} je
na N (totalni binarni) funkce. Kazdym dvéma
¢islim priradi pravé jedno, jejich soucet.

Misto (1,1,2) € + piseme 1+1=2

Relace 2 neni funkce: 3x 3y 3z[(x =2 y) A (X 2
z) Ay #2)]

Relace {(0,0), (1,1), (2,4), (3,9), (4,16), ...} je
na N totalni funkce druhd mocnina (x2).



Sur] Injekce,
bijekce

Zobrazeni f : A — B je surjekce (zobrazeni A
na B), jestlize k libovolnému b € B existuje a
e A takovy, ze f(a)=b.

vb [B(b) o da (A(a) A f(a)=b)].

Zobrazeni f : A — B je injekce (prosté
zobrazeni A do B), jestlize pro vsechna aeA,
be A takova, ze a # b plati, ze f(a) # f(b).

vavb [(A(b) A A(a) A (a # b)) o (f(a) = f(b))].

Zobrazeni f : A —» B je bijekce (prosté
zobrazeni A na B), jestlize f je surjekce a

iNnialrroa
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Funkce (zobrazeni)

Priklad:
Surjekce Injekce Bijekce
{12345} {234} {12 3
45} W/
\
{234} {12345} {1234
S5}

Existuje-li mezi mnozinami A, B bijekce, pak
rikdme, ze maiji stejnou kardinalitu (pocet prvk().

10
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Kardi ocetné

mnoziny

Mnozina A, ktera ma stejnou kardinalitu jako
mnozina N prirozenych cCisel, se nazyva spocetna.

Priklad: mnozina sudych cCisel S je spocCetna. Prosté
zobrazeni f mnoziny S na N je dano napriklad
predpisem:
f(n) = 2n.
Tedy0—-50,1—-52,2—-54,3—-6,4-38, ...

Jeden z paradoxu Cantorovy teorie mnozin:

S c N (vlastni podmnozina) a pritom pocet prvku
obou mnozin je stejny:
Card(S) = Card(N)!

11



N n
mnoziny
Mnozina racionalnich Cisel R je
rovnez spocetna.

Diikaz: Provedeme ve dvou krocich.

a) Card(N) < Card(R),
nebot kazdé prirozené cislo je
racionalni: N c R.

b) Sestrojime zobrazeni N na R
(tedy surjekci N na R), ¢imz
dokazeme, Zze Card(R) <
Card(N):

1 2o 34 5 6
1/1 2/1 1/2 3/1 2/2 1/3 ...

Ale v tabulce se nam racionalni Cisla
opakuji, tedy toto zobrazeni neni
proste. Nicméne, zadné racionalni
Cislo nevynechame je to zobrazeni
na R (surjekce).

1/1

1/2

1/3

1/4

1/5

1/6

2/1

2/2

2/3

2/4

2/5

2/6

3/1

3/2

3/3

3/4

3/5

3/6

4/1

4/2

4/3

4/4

4/5

4/6

5/1

5/2

5/3

5/4

5/5

5/6

6/1

6/2

6/3

6/4

6/5

6/6
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Kardinalita, ocet
Mmnoziny

Existuji vSak nespocetné mnoziny: nejmensi z
nich je mnozina realnych cCisel R.

Jiz v intervalu {0,1) je realnych Cisel vice nez je
\Fg\slech prirozenych, ale stejné mnoho jako vsech

Cantorlv diagonalni dukaz; Kdyb%/ bylo v tomto
intervalu Cisel R spocetne mno o pak by sly
usporadat do Eosloupnostl prvni ( 1 druhe (2 ),
treti (3.),. azdé z nich je tvaru O, LEE , kde

ksl Je desetlnny rozvoj Cisla.

Racionalni Cisla maji desetinny rozvoj konecny,
iracionalni Cisla jej maji nekonecny.

V posloupnosti desetinnych mist i,i,i;... pricteme
ke kazdému n-tému CIS|U IV Jeho rozvon cnslo131

T a0 L A 0 A A A A S N Lo nmnlohnn Rrrnsganisnn s dls weiamm sre lnnan, Ninr s nni i sirnmmnsssns b



miagonélm’ dlkaz nespocetnost;
redlnych cisel v intervalu (0,1).

1 2 345 6 7
PR PPN PE PR PP PP B
PR PPR PRSI PR PR P S
31 135 33 134 I35 136 137

I41 I42 I43 I44 I45 I46 I47

u B W NP
U)_
=
Uu_
N

I51 I52 I53 I54 I55 I56 I57
Nové Cislo, které v tabulce neni:

0 hli 1 fii el e
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ovani: vy :

logika

® Pristi tyden se kona zapoctova pisemka:

® maximalné 15 bodu, minimalné 5 bod(
® Nebude opravny termin !

15
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il ey o
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1
0
1
1
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—_ OO |-

1
1
1
0

Pozor na implikaci p o q. Je nepravdiva pouze v jednom
pripadé: p = 1, g = 0. Je to jako slib:

,Budes-li hodny, dostanes lyze” (p o q). ,,Byl jsem hodny, ale
lyze jsem nedostal”. (p A —q) Byl slib splnén?

Kdyby nebyl hodny (p = 0), pak slib k nicemu nezavazuje.

16



Shrnuti

Typické ulohy:
® Qveéreni platnosti usudku
® Co vyplyva z danych predpokladt?
® Doplnte chybeéjici predpoklady tak, aby Usudek byl platny
® Je dana formule tautologie, kontradikce, splnitelna?
® Najdéte modely formule, najdéte model mnoziny formuli

Umime zatim resit:

® Tabulkovou metodou

® Uvahou a ekvivalentnimi Gpravami

® Sporem, neprimym dikazem - sémanticky
® RezolucCni metodou

® Sémantickym tablem
1574
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Priklad: DUkaz tautologie

Sq)a(mpor)]o(—qor)

SN

E [(p

Tabulkou:




Dlkaz tautologie - sporem
FI(Po>d) A (=p> 1> (=q> )

Formule A je tautologie, pravé kdyz negovana formule —A je
kontradikce:

E A, prave kdyz —-A

Predpokldddme tedy, Zze negovana formule mdze byt pravdiva.
Negace implikace: -(A > B) & (A A =B)

(b h)/\ﬂ_‘ #r)/\—lq A T

\ 1 10 10 g=0,r=0,tedyp>0,=p>0
0 Q 0 O proto:p=0,=p=0,t.p=1

1
spor

negovana formule nema model, je to kontradikce, tedy
puvodni formule je tautologie.
19



DUkaz tautologie - Upravami

Potrebné zakony:

(A>B) e (-AvB) s (=(AA-B))

—(A A B) & (-A v =B) de Morgan

—(A v B) & (—-A A —B) de Morgan

—(A o B) © (A A —=B) negace implikace
(Av(BACQ) e ((AvB)A(Av(Q)) distributivni zakony
(AABvC(C) e ((AAB)v(AAQ) distributivni zakony
v AT 1 < tautologie, napr.(pv—p)
1AA A

OAA 0 0 & kontradikce, napf. (pA—p)

OVA A

20



DUkaz tautologie - Upravami

EI(po>q)A(=pD K)o (—q>r)

[((Pog)Aa(=por)]lo(-gor)e
“[(pog)Aa(=ponlvi(-qor e
(p/\—uq)v(—up/\—lr)qur@
[pv(—up/\—ur)qur]/\[—uqv(—up/\—ur)qur]@
(Pv—apvavra(pvarvqvra(-qv-apvqvr)a(-q
varvqvr)

< 1A1A1A1< 1-tautologie

Pozn.: Obdrzeli jsme konjunktivni normalni formu,
KNF.

21



WM

metodou

|=[(p:>q)/\(—|p:> r)l1o (-nqg>r)

Negovanou formuli prevedeme do klauzularni formy
(KNF), dukaz sporem:

(poa)A(EporNAgare(=Epvagalpvr)a
-1 A F

—pvqg

pvr

—q

—r

qvr rezolucel, 2
r rezoluce 3,5
Rezoluce 4, 6 - spor

RO e S D ke

22



Dlkaz tautologie—sémar M

tablem
FI(pog) A (mpDr)]> (-q>r)

Primy dukaz: sestrojime KNF
(‘A" vetveni, ‘v':, - ve vSech vétvich 1: ‘p v =p’)

(p/\—lq)v(—lp/\—lr)qur

/\

P, (_Ip A —ur), q, r —q, (—lp A —ur), q, r
P, —pP,q,r p,r,q,r
+ +

23



Dlkaz tautologie—sémar M

tablem
F(poq)A(=pD 1D (—g>T)

Neprimy dukaz: sestrojime DNF negované formule.
(‘v’: vétveni, ‘A’: , - a ve vsech vétvich 0: ‘p A =p’)

[(pvg)A(pvn)]laA—QgAaA-r

—p, (pvr),—q,—r q,(pvr), q, r

/\ +
—p, P, =, =r =P, I, =g, =
+ + .



DUkaz platnosti Usudku

(P> q) A(=p> ] (=g o) ff
[po gl o Cp Dl g 1) I
(p>Qq), (mp>r) |=(—|q )

p: Program funguje.
g: Systém je v poradku.
r: Je nutno volat systémového inzenyra.

Funguje-li program, je systém v poradku.
Nefunguje-li program, je nutno volat syst. inzenyra

Neni-li systém v poradku, je nutno volat syst. inzenyra.

25



DUkaz platnosti Usudku

(p2q), (-por) F(—-qor)
Neprimy dukaz:

- musi byt sporna mnozina formuli {(p > q), (=p > 1), (—q
A —|r)}

—pvq
VA
—q
i
v rrezoluce 1, 2
rezoluce 3, 5
rezoluce 4, 6, spor -

NO Uk LN -



DUkaz platnosti Usudku

(pP>q), (-por) F(—-g>oT)

Primy dukaz: Co vyplyvéa z predpoklad?
Pravidlo rezoluce zachovava pravdivost:

—-pvag,pvrlqgvr
1 1 1

V libovolné valuaci v, jsou-li pravdivé predpoklady, je pravdiva i
rezolventa.

Dukaz:
a)p=l=>-p=0=>qg=1=(qvrn=1
b)p=0=r=1=(qvr)=1

1. —P v Qg
2 PREE
3. qvr rezolucel, 2-dusledek: (qvr)e (nq>or)
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