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vyrokové logiky

Kazdé formuli vyrokove logiky pfrislusi prave jedna pravdivostni funkce,
zobrazeni {p, g, r...} — {0, 1} (pravdivostni tabulka).

Naopak vsak jedne takové funkci odpovida nekonecné mnoho formuli,
které jsou navzajem ekvivalentni.

Definice: Formule A, B jsou ekvivalentni, znaCime A < B, maji-li presne
stejné modely, {j VyjadFUJI stejnou pravdlvostnl funkci. Jlnyml slovy, AB
iff A1= a A.
Priklad: po g —pvge —(paA—Q)
(pog)Aa(pvp)epoqg)vipa-p)

Pozn.: Nesmime plést ekvivalenci formuli A & B s formuli tvaru ekvivalence
A = B.
Plati vSak, ze A < B prave kdyz formule A = B je tautologie.

Pr.: (p=g)el(pog) A(gop)] iff
El(p=qg)=((p>a)A(q>op))]



N ot i
vyrokové logiky

(p=qg)e [(po2g)A(gop)le
[(pvg)A(—gqVvp)le
[(PAq)V ((pA—Q)]le....

Je wuzitecné stanovit neéjaky normalni tvar
formule - tj. vybrat mezi temito nekonecne
mnoha ekvivalentnimi formulemi jeden nebo dva
kanonické normalni tvary. Trida ekvivalentnich
formuli je pak reprezentovana touto
vybranou formuli v normalnim tvaru.

V nasem prikladu jsou v normalnim tvaru formule
na druhém a tretim radku.



vyrokové logiky

Literal je vyrokovy symbol nebo jeho negace. Pr.: p, —q,r, ...
Elementarni konjunkce (EK) je konjunkce literdll.Pf.: p A =q, r A 4, ...
Elementarni disjunkce (ED) je disjunkce literdlG. Pr.:pv —q, rv —r, ...

Uplna elementarni konjunkce (UEK) dané mnoziny vyrokovych symbol{ je elementarni
konjunkce, ve které se kazdy symbol z dané mnoziny vyskytuje prave jednou (budto prostée
nebo negovany): Pr.:. p A =q

Uplna elementarni disjunkce (UED) dané mnoziny vyrokovych symbold je elementarni
disjunkce, ve které se kazdy symbol z dané mnoziny vyskytuje prave jednou (budto prosté nebo
negovany). Pr.: p v 0q

Disjunktivni normalni forma (DNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou formuli a
majici tvar disjunkce elementarnich konjunkci. Priklad: DNF(p=p): (pA pP) Vv (p A —=p), PV
—p

Konjunktivni normalni forma (KNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou formuli a
majici tvar konjunkce elementarnich disjunkci.  Priklad: KNF(p = p): (=p v p) A (=p v p)

Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar disjunkce Uplnych elementarnich konjunkci. Pfiklad: UDNF(p = q): (p A q)
\4 (ﬂp A ﬁC])

Uplna konjunktivni normalni forma (UKNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar konjunkce Uplnych elementarnich disjunkci. Priklad: UKNF(p = q): (—=p v q)

st sl i (e N
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vyrokové logiky

Jak nalézt kanonicky tvar (tj. UDNF, UKNF) formule?

UDNF: disjunkce = 1, kdyz alespon jedna UEK = 1, tj.
vsechny literaly v této UEK = 1.
UKNF: konjunkce = 0, kdyz alespon jedna UED = 0, tj.
vsechny literaly v této UED = 0.

Proto: UDNF (UKNF) sestrojime z pravdivostni funkce tak,
ze si vSimame radkud, kde je hodnota 1 (0) a ,zajistujeme
spravnou hodnotu literalG" - 1 (0).
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m UDNF, UKNF - tabulkou
Nalézt UDNF, UKNF formule: =(p>q)

T 0 —Ppv—/(

110 1 PA—Q

0|1 0 pv—Q

0|0 0 pvq
UDNF: pA—qQ

UKNF: (—-pv—-q)/\(pv—lq)/\(pvq)



upravami

Metoda ekvivalentnich uprav:

—(pog & (mpv g < (pA-q) UDNF &
[Pv((dA-DIA[-gyv (pA-p)le
& (p \% Q) A (p \% —|Q) A (—|p \% —|Q) UKNF

Pozn.: Vyuzivame zde tautologie vyrokové logiky, viz pfedchozi
presentace.

Ve druhém radku vyuzivame toho, ze disjunkce libovolné formule A
s kontradikci (F) je ekvivalentni A: Av F < A

Ve tretim radku jsou pouzity distributivni zakony.

Kazda formule, ktera neni kontradikce, ma UDNF a
Kazda formule, ktera neni tautologie, ma UKNF



Opacna uloha: k UDNF, UKNF nalézt
jednodussi ,,puvodni“ formuli

Alchymista je zavien ve vézeni a dostane 5 motdkl s vyroky:
® p: Podari se ti preména olova ve zlato
® g: 1.4. bude tvlj Svagr jmenovan prokuratorem
® r:  Po 1.4. bude soud.
Prvni motak zni: pAqATr
Druhy motak zni: p A q A —r
Treti motak zni: —pA—-qQAT
Ctvrty motdk zni: =p A =q A r
Paty motdk zni: Alespon jeden z predchozich motékl je pravdivy.
® Otazka: Co se vlastné nebohy alchymista dovedél?
ReSeni: (pAaqar)yviipadgaar)v (mpA-qAar)y (=p A-qa-ar).
Mame tedy nalézt formuli, k niz je tato UDNF ekvivalentni. Za pomoci
distributivnich zdkont dostaneme:
(PAgAr)viPAgqAAr)V (ApAGQAT)Y (RPpAgQA-r) e
(PAg)A(rvan)v(Eparg)a(rvar)e (paq)y ((paAq) e (p=q)
Odpovéd: Podari se ti preména olova ve zlato tehdy a jen tehdy, kdyz
bude 1.4. tvdj Svagr jmenovéan prokuratorem. 8
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funkci
(a tedy logickych spojek) existuje?




potrebUJeme?

Dle vety o normalnich tvarech staci: =, v, A
(funkcionalne uplna soustava)

Ostatni vytvorime skladanim funkci

Nasledujici soustavy pravdivostnich funkci jsou funkcionalné Uplné:

1. pravdivostni funkce prislusejici spojkam {—, A, v},

2. pravdivostni funkce prislusejici spojkam {—, A} nebo {—, v},
3. pravdivostni funkce prislusejici spojkam {—, o},

4. pravdivostni funkce pfislusejici spojce {T} nebo {l}.

Tedy k vyjadreni libovolné pravdivostni funkce, tj. libovolne formule
ekvivalentnim zplsobem staci jedna spojka!

Bud Schefferova NAND T nebo Pierceova NOR .

10



potrebUJeme?

® Soustava {—, A, v} staci dle vet o normalnich formach.
® Prevod na soustavu {—, A} nebo {—, v}:

A A B<=>—|(—|AV—|B),
AVB(:_I(_IA/\_IB)

® Prevod na soustavu {—, o}:

Av B -A> B,
A/\B<=>_I(A:)_IB)

® Pfevod na soustavu {T} nebo {!}:

-A o ATA, AAB « (ATB)T(ATB), kde T znadi NAND,
-A < AlA, AvB < (AlB){(A!B), kde | znadi NOR.
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Disjunktivni tablo: strom jehoz |listy jsou
konjunkce literdld.

Konjunktivni tablo: strom jehoz listy jsou
disjunkce literald.

E A (tautologie) = vSechny listy konjunktivniho
tabla musi byt uzavrené, tj. obsahovat opacny
par literdll: p, —p: (p v =p) - tautologie

A E (kontradikce) = vSechny listy disjunktivniho
tabla musi byt uzavrené, tj. obsahovat opacny
par literall: p, —p: (p A =p) - kontradikce
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1. Formuli upravime tak, aby negace byla vsude
SJuvnitr, tj. u jednotlivych promennych (tedy
provedeme ekvivalentni negace).

2. Tam, kde je nejaka podformule ve tvaru implikace
nebo ekvivalence, prevedeme na disjunkci resp.
konjunkci s vyuzitim logickych zakonu:

(pPoqg)e (Hpva)
(qu)<=>(—|;JVC|)/\(—ICIV p)e (parq)yv
(=p A —Q
3. Konstruujeme tablo uplatnovanim distributivniho
zakona.
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Vétveni znamena disjunkci, carka znamena
konjunkcl.

Postupujeme zleva a jakmile narazime na
disjunkci, rozvetvime. Levy disjunkt do levé
vetve + zbytek formule oddéleny carkami, pravy
disjunkt do pravé vétve + zbytek.

Vétvime tak dlouho, az zadna podformule
neobsahuje disjunkci a strom ma v listech pouze
seznamy literdld oddélené carkami, které znaci
elementarni konjunkce.

14



| normalni

forma:
dualni k disjunktivni

Vétveni znamena konjunkci, carka znamena
disjunkci.

Postupujeme zleva a jakmile narazime na
konjunkci, rozvétvime. Levy konjunkt do levé
vetve + zbytek formule oddéleny carkami, pravy
do pravé + zbytek.

Vétvime tak dlouho, az neni nikde konjunkce a
strom ma v listech pouze seznamy literalQ
oddéelené Ccarkami, které znaci elementarni
disjunkce.
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DUkaz, ze formule je
a) tautologie, b) kontradikce

aDukaz, ze formule F je kontradikce:

Zkonstruujeme disjunktivni tablo. Pokud se vsechny vétve
uzavrely, tj. kazdy list sémantického stromu tvori elementarni
konjunkce s dvojici literdlld s opacnym znaménkem (napfr. p, —p, coz
znamena p A —p), je formule F kontradikce.

bDukaz, Ze formule F je tautologie:

Zkonstruujeme konjunktivni tablo. Pokud se vSechny vétve
uzavrely, tj. kazdy list sémantického stromu tvori elementarni
disjunkce s dvojici literdll s opacnym znaménkem (napf. p, —p, coz
Zznamena p v —p), je formule F tautologie.
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/,,/,— : AVA ¢ /C
formule

Disjunktivni sémantické tablo, které se
neuzavrelo, doplnime takovou formuli (konjunkci
literdl(), aby se vSechny vétve uzavrely.

Negace toho, co jsme doplnili, vyplyva. Napr.
doplnime-li p, =q, pak jsme doplnili pA—q, tedy
vyplyva =pvq, tj. poq.

Dualnim zpusobem muUzeme pouzit konjunktivni
normalni formu.
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Uplné normalni formy.

Z tabla se da snadno zduvodnit, proc
tautologie nema uplnou konjunktivni normalni
formu (UKNF) a proC¢ kontradikce nema
uplnou disjunktivni normalni formu (UDNF):

&e-li formule tautologie, pak se vsechny vétve
onjunktivniho tabla uzavrou, tj. v kazdé ED je
dvojice literall s opacnym znaménkem (p,
—p), resp. p v —p, coz je vylouceno v UED.
Tedy neexistuje UKNF.

Analogicky pro UDNF.
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/UDNF tautologie
o jedné (T1), dvou (T2) a trech (T3) proménnych

T1: pv —ap
T2: (pArg)viipa—q)v (BpAqg)yv (=p A -—q)

T3: (pargar)viipargaar)vi(ipa—-qAar)yv

(p/\—ICI/\—II‘)\/(—lp/\CI/\I‘)V(—Ip/\CI/\—II‘)
\
(—Ip/\_lq/\r)\/(_lp/\_lq/\—lr)

V kazdé mozné valuaci musi byt alespon jedna
UEK pravdiva.

19
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UDNF tautologie

Neni-li formule tautologie, pak musi v UDNF
néjaka z téchto UEK chybét.

Proto, konstruujeme-li UDNF z tabulky,
vyjdeme z téch radkl pravdivostni funkce, ve
kterych je hodnota = 1 (hodnoty nepravda
v disjunkci nehraji roli, nebot A v F & A) a
konstruujeme UEK tak, aby byla pri této valuaci
pravdiva.

Zcela analogicky pro UKNF - vyjdeme z O.

20



Dokazte,z
tautologie:

B s e Bl (Cs s a) ) (o (S
t))

Neprimy dikaz (sporem). Pomoci disjunktivni
normalni formy dokazeme, ze formule —F je
kontradikce:

(5 - ) iy s 5 el A fE 2 B 8 s b e

v ) A (5 v o At B A D A S A i

Konstrukce disjunktivniho tabla (vétveni - disjunkce,
carka - konjunkce):

21



tautologie:

Cpvqurialsy g Alt 1) ADp A 5
/\_It

—|p,(S \Y4 —|CI),(t \Y4 —|r),p,—|s,—|t q,(S \V —IQ),(t \Y% —||"),p,—|S,—|t
-+ I, — ,(t \V/ —|r),p,—|s,—|t

q,s,(t v —r),p,—s,—t q,—q,(t v —r),p,—s,—t

+ +
r,s,(tv-r),p,—s—t r—q,(tv-r),p,—s,—t
_|_
rr_lqrtrpr_lsr_'t rr_lql_lrrpr_lsr_'t

+ +
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Co vyplyva z formule G ?

G: (po(gqvr)A(=s>—aq)A(tyr)

Reseni: Kdybychom udé&lali sémantické tablo formule G, pak ve
vsech listech predchoziho sémantické stromu budou chybét
||teré|y p, s, t.

Doplnime-li je tedy do vSech veétvi, vSechny vétve se uzavrou.
Tedy formule (G A p A =5 A —t) je kontradikce.

Proto: |=G > =(p A s A At).

Tedy: G |=ﬁ(p/\ﬁ5/\ﬁt),
G |=(ﬁpvsvt),
GE(po(svi)

Neni divu, vzdyt formule F (sl. 22) je tautologie ! s



Dokazte,z
tautologie:

B Hpotavralbs s agiatb vl odlpotsvt))

PrFimy dlkaz: Pomoci konjunktivni normalni formy
dokazeme, ze formule F je tautologie:

Vétveni - konjunkce, carka - disjunkce.

Fae b aaga=n)vissaglivistariv=p vs vl

Atd., analogicky (dualné) k neprimému dikazu
disjunktivni normalni formou.

24



Sémantické tablo neni vyhodné z praktickych dtvodd.

Chceme-li dokdazat, Zze Py,...,P, F Z, stali dokazat,
€ F(PiA «o. APL)D Z, tj. P1A ... A P, A =Z je kontradikce.

Ale, pro dukaz sémantickym tablem potrebujeme formuli v
dlSjunktlvm normalni formé. To znamena, ze musime
prevadet tuto formuli, ktera je temer v konjunktlvnl forme,
za pouziti distributivniho zékona do disjunktivni formy.

Pouziti sémantickoého tabla vede casto k mnoha
distributivnim krokum.

Jednodussi prakticky bude dokazat primo spornost, tj.
nesplnitelnost, formule PiA ... A P, A 2Z.

25
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vyrokove logice

Necht / je literal. Z formule (A v ) A (B v —=I) odvod (A v B). Zapisujeme:

Lﬁ)v I) A (Bv

Toto pravidlo neni prechadem k ekvivalentni formuli, ale zachovava
splnitelnost. (A v B)

Dukaz: Necht je formule (A v I) A (B v =) splnitelna, tedy pravdiva pri
R?Jake \l/a)luau v. Pak pri této valuaci musi byt pravdivé oba disjunkty (tzv.
ausule

(Av])a(Bv-l).

Necht je dale v(I) = 0. Pak w(A) = 1 a tedy w(A v B) = 1.
Neé:)ht'jelnaopak v(l) = 1. Pak w(—l) = 0 a musi byt w(B) = 1, a tedy w(A
\"4 =k

V obou pripadech je tedy formule A v B pravdiva v modelu v pavodni
formule, a tedy splnitelna.

26
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vyrokove logice

Uvédomme si, ze dlkaz byl proveden pro jakykoli model, tj.
valuaci v.

Jinymi slovy plati, ze pravidlo zachovava take
pravdivost:

(AvI)a(Bv-alE(Av B).

To nam poskytuje navod, jak resit Ulohu, co vyplyva z dané
formule, resp. mnoziny formuli.

Navic, plati ze konjunktivni rozsireni formule o
rezolventu (A v B) neméni pravdivostni funkci formule:

(AvIDABvAal)e (Avi)a(By al) A (Av B)

27




Klauzularni forma

Konjunktivni normalni forma formule se v rezolu¢ni metodé
nazyva klauzularni forma. Jednotlivé konjunkty (j.
elementarni disjunkce) se nazyvaji klauzule.

Priklad: Prevod formule do klauzularni formy:

A[((pog)Aa(rv—=q)Aa-r)o—pl &
(Ppog)Aa(rvagq)A—rnaAp &
(pvag)a(rvag)Aa-arap

® Formule ma ctyfi klauzule.
Dlkaz, Ze je to kontradikce provedeme tak, Zze postupng

pridavame rezolventy, az dojdeme ke sporné klauzuli (=p A p),
znacime:

®*(ApvaAlrv=ag)A(mp Vv IH)ATrATpPAD 28



DUkazy rezolu¢ni metodou

R(F) - konjunktivni rozsireni formule F o vSechny rezolventy.

Ro(F) = F, R{(F) = R(R;.;(F)) - rezolucni uzavér formule F. Plati,
ze R(F)  F

DUkaz, ze A je kBntradikce (nesplnitelnd): existuje n takové, ze R,(A)
obsahuje prazdnou klausuli:

DUkaz, ze A je tautologie: —A je kontradikce.

Dlkaz, Zze mnozina formuli {A,,...,A,} je nesplnitelna: dokdzeme,
ze : _ formule
A1 A... A A,je kontradikce.

Odvodit, co vyplyva z {A,,...,A,} znamena odvodit vSechny rezolventy.

Dlkaz spravnosti Usudku A,,..., Ak Z
® Primy: postupnym vytvarenim rezolvent odvodime, ze z A,,...,A, vyplyva Z
® Neprimy: dokazeme, ze A; A...A A, Z je tautologie, neboli
A; AweeA A A —Z je kontradikce, neboli mnozina {Ai,..., A,,—Z} je

nesplnitelna.
29



Priklady, postup

Jednotlivé klausule napiSeme pod sebe a odvozujeme
rezolventy (které vyplyvaji). Pri neprimém dikazu se snazime
dojit k prazdné klauzuli.

DUkaz nesplnitelnosti formule:
(gop)a(pvr)a(goar)aA-p

qvp
pvr
—q v r
—1p
pv-r rezolucel, 3
pgrezoluce 2, 5
spor 4,6

Nou A~ wN R

Dotaz: Co vyplyva z formule (gqo p)A(pvIr)A(q> —r)?

Formule p.
30



Priklady, postup

Primy dikaz platnosti Usudku:

pDCI\/I‘,—ISD—Iq,t\/—II"FpD(SVt)

I PV

2. SV (]

3 Ev—f

2t sl e e rezoluce 1, 2

5 P s i rezoluce 3, 4

6 b S vt Do(s vt OFED,

31



Priklady

Neprimy dtkaz platnosti Gsudku:

p:qu,—lss—lq,tv—ur|=p:)(svt)

1. —pvqvr

2. S v —Qq

3. tv—ar

4. —pvsvr rezolucel, 2

5. —pvsvt rezoluce 3, 4

6. p Negovany
. - Zaver

5 (radky 6.,7.,8.)
9.

—|p\/S\/t,p,—|S,—|t |=S\/t,—|S,—|t |=t,—|tF

32



Logické programovani
Strategie generovani rezolvent.

Rezolu¢ni uzavéer - generujeme vsechny
rezolventy - strategie generovani do sirky

® MUze byt implementacné neefektivni -
kombinatoricka exploze rezolvent

Proto v logickém programovani se pouziva strategie
generovani do hloubky: neni Uplnd - muze
uviznout v nekonecné veétvi, i kdyz reseni existuje.

33



\V 4V 4 Y4 ] n

rbckaa neunimoststratecte do
hloubky

daean(boa)a(eob)a(doa) Fa(?)

- Logicky program (strategie do hloubky, rizena cilem):

D. fakt

E. fakt

A :— B. pravidlo (A pokud B)
B:—E. pravidlo (B pokud E)
A :— D. pravidlo (A pokud D)
?A  dotaz, cil

2o bt

- snazi se splnit cil A, prohledédvé program shora doli a hledé klauzuli s A
vlevo - najde klauzuli 3. - generuje novy cil B - najde klauzuli 4. - novy cil E -
je splnén klauzuli 2. - ANO.

- nebo generuje proces navraceni: znovu ?A - klauzule 5 - cil D -
klauzule
1. - ANO.

34



WﬂpMEﬁ?ﬁaﬁ/

hloubky, zleva

Mala Uprava programu:

D)

2. BB

3. A :-B.

Al p e

5. A:=D.

6. ?A A
3 / \ 5
B D
A | T
E []
2
B
A

...atd. Redeni nenajde, i kdyZ existuje.
35
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DlUkaz, Zze dana formule je tautologie / kontradikce,
nesplnitelna.

Dlkaz, Zze dand mnozina formuli je nesplnitelna.
DUkaz (pfimy / nepfimy), Ze Usudek je platny.
Odvozeni, co vyplyva z danych predpokladu.

Umime resit:

Sémanticky, tj. tabulkou nebo sporem.

Ve

Upravami formuli a pouzitim zakladnich pravidel odvozovani (modus
ponens, transpozice, eliminace disjunkce).

Pomoci normalnich forem: konjunktivni a disjunktivni, tj. pomoci
sémantického tabla.

Rezolucni metodou: klazularni forma (konjuktivni normalni forma).
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