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Vyrokova logika

Analyzuje zplsoby skladani jednoduchych vyrokd do vyroku
slozenych pomoci logickych spojek.

Co je to vyrok? Vyrok je tvrzeni, o némz ma smysl prohlasit,
zda je pravdive ci nepravdive.

Princip dvouhodnotovosti - tercium non datur -
dvouhodnotova logika (existuji vsak vicehodnotoveé logiky,
logiky parcialnich funkci, fuzzy logiky, ...)

Trivialni definice? Jsou vsechna (oznamovaci) tvrzeni vyroky?
Ne, neni pravda, ze vsechna tvrzeni jsou vyroky:
® Francouzsky kral je holohlavy

® Prestal jste bit svou zenu?

(zkuste odpovedét ano nebo ne, pokud jste nikdy nebyl zenaty nebo nikdy
svou zenu nebil).
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Vyrokova logika: sémanticky vyklad
(sémantika = vyznam)
Vyroky délime na:

® Jednoduché - zadna vlastni cast jednoduchého vyroku jiz
neni vyrokem.,

® Slozené - vyrok ma vlastni cast(i), ktera je vyrokem.

Princip kompozicionality: vyznam slozeného
vyroku je funkci vyznamu jeho slozek.

Vyznam jednoduchych vyrokl redukuje VL na
Pravda (1), Nepravda (0).

Proto je vyrokova logika vlastné algebrou
pravdivostnich hodnot.



/rokova Iogika: priklady slozenych

vyrokU

®V Praze prsi a v Brné je hezky.

.

V: spojka V,

® Neni pravda, ze v Praze prsi.

| |

spojka V



rokova logika: Definice 2.1.1.

(Jazyk VL)

Formalni jazyk je zadan abecedou
(mnozina vychozich symboll) a gramatikou
(mnozina pravidel, ktera u avajl jak
vytvaret ,Dobre utvorené formule” - DUF).

Jazyk vyrokové logiky

- Abeceda:
® VVyrokové symboly: p, q, r, ... (prfipadne s indexy)
* Symboly logickych spojek (funktord): =, v, A, D, =
® Pomocné symboly (zavorky): (, ), [, 1, {, }

Vyrokové symboly zastupujl’ elementarni vyroky

Symboly =, v, A, D, = nazyvame po rade
negace (—), disjunkce (v), konjunkce (A), implikace
(o), ekvivalence (=).
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yrtokova logika: Definice
(Jazyk VL)

- Gramatika (definuje rekurzivné dobre utvorené formule DUF)

Induktivni definice nekone¢né mnoziny DUF:

1. Vyrokové symboly p, q, r, ... jsou (dobre utvorené) formule
(baze definice).

2. Jsou-li vyrazy A, B formule, pak jsou (DU) formulemi i vyrazy
(=A), (A A B), (A v B), (A > B), (A=B) (indukcni krok definice).

3. Jinych formuli vyrokové logiky, nez podle bodi (1), (2) neni.
(uzavér definice).

Jazyk vyrokové logiky je mnozina vsech dobre utvorenych formuli
vyrokoveé logiky.

Pozn.: Formule dle bodu (1) jsou atomické formule. Formule dle
bodu (2) jsou slozeneé formule.



yTtokova logika: Dobie utvorené

formule

Poznamky:

Symboly A, B jsou metasymboly. Mlzeme za né dosadit kteroukoli DUF jiz vytvorenou dle
definice.

Pro spojky se nékdy uzivaiji jiné symboly:

symbol alternativné
o) =, >

= =, &

A &

5 2

Priorita logickych spojek: =, A, v, D, = (v tomto poradi).
Priklad: (p o q) A p neni ekvivalentnipo> q A p !

Druha formulejep > (q A p) !

Proto radéji nezneuzivat priority a psat zavorky!

Priklad: (p o ) A p  je DUF (vnegjsi zavorky vynechany)
(pv)—m=qg neni DUF



antika (vyzna
2.1.2.)

| (Definic

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symbolu
je zobrazeni v, které ke kazdému vyrokovému symbolu p
prifazuje pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny {1,0},
ktera kéduje mnozinu {Pravda, Nepravda}: {p} — {1,0}

Pravdivostni funkce formule vyrokové logiky je funkce w,
kterd pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v vyrokovych symbolt

p pfirazuje formuli jeji pravdivostni hodnotu. Tato hodnota je
urcena induktivné takto:

Pravdivostni hodnota elementarni formule: w(p), = v(p) pro
vsechny vyrokové proménné p.
Jsou-li dany pravdivostni funkce formuli A, B, pak

pravdivostni funkce formuli-A, AAB,AvB,A>B,A=B

jsou dany nasledujici tabulkou 2.1: -



. s

Pravdivostni funkce (Tabulka 2.1.)
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Prevod z prirozeného jazyka do
jazyka vyrokové logiky, spojky.

- Elementarni vyroky: prekladame symboly p, q, r, ...
- Spojky prirozeného jazyka: prekldddme pomoci symboll pro spojky:

Negace:

® .neni pravda, ze“: — (unarni spojka)
Konjunkce:
® ,a“: A (binarni, komutativni) spojka;
® Praha je velkomésto a 2+2=4: p A q
ne vzdy, ne kazdé ,a“ je logicka konjunkce.

Napr. ,Jablka a hrusky se pomichaly”.
Disjunkce:

® _.nebo“: v (binarni, komutativni) spojka;
Praha nebo Brno je velkomeésto. (,nevylucujici se“): p v q

® V pfirozeném jazyce Casto ve smyslu vylucujicim se , bud, anebo”
(Pdjdu do Skoly (a)nebo ziistanu doma.)

* Vylucujici se ,nebo” je non-ekvivalence
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Spojka implikace

Implikace

e Jjestlize, pak”, ,kdyz, tak”, ,je-li, pak”: o (binarni, nekomutativni)
spojka;
Prvni ¢len implikace antecedent, druhy konsekvent.

® Implikace (ani zadna jina spojka) nepredpoklada zadnou obsahovou
souvislost mezi antecedentem a konsekventem, proto byva nekdy
nazyvana materialova implikace (stfedovek "suppositio materialis”).

® Implikace tedy (na rozdil od ¢astych pripadl v prirozeném jazyce)
nezachycuje ani pricinnou ani casovou vazbu.
"Jestlize 1+1=2, pak zelezo je kov” (pravdivy vyrok): Pp>(Q
"]Jestlize existuji ufoni, tak jsem papez”: por
(co tim chce dotycny rict? Nejsem papez, tedy neexistuji ufoni)

® Pozn.: Spojce “protoze” neodpovida logicka spojka implikace!
* “Hokejisté prohrali semifindlovy zapas, proto se vratili z olympiady predcasné”.

,Protoze jsem nemocen, zUstal jsem doma*“. ,nemocen” > ,doma“?
Ale to by muselo byt pravda, i kdyz nejsem nemocen (slide 24). 11
o Mohli bvchom o analvvzovatr nomaci moadiic noneanc: In A (n— Al =~ A
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Spojka ekvivalence

Ekvivalence:
® "prave tehdy, kdyz”, "tehdy a jen tehdy, kdyz”, apod. , ale ne
"tehdy, kdyz” - to je implikace!
® "Reckd vojska vyhravala boje tehdy (a jen tehdy), kdyZz o jejich
vysledku rozhodovala fyzicka zdatnost”: p = q
® Pouziva se nejcastéji v matematice (v definicich), v prirozeném
jazyce ridceji.

- Priklad:

a) "Dam ti facku, kdyz mée oklames.” okl o facka
b) "Dam ti facku tehdy a jen tehdy, kdyz mé oklames.” okl = facka

Situace: Neoklamal jsem. Kdy mohu dostat facku?
Ad a) - mlzu dostat facku, ad b) - nemizu dostat facku.

12



Splnitelnost formuli, tautologie,
kontradikce, model (Definice 2.1.3.)

Model formule A: ohodnoceni vyrokové Ilogickych
proménnych p, q, ... (valuace) v takové, ze formule A je v
tomto ohodnoceni v pravdiva: w(A), = 1.

Formule je splnitelna, ma-li alespon jeden model.

Formule je nesplnitelna (kontradikce), nema-li zadny
model.

Formule je tautologie, je-li kazdé ohodnoceni v jejim
modelem.

Mnozina formuli {A,,...,A,} je splnitelna, existuje-li

ohodnoceni v, které je modelem kazdé formule A, i = 1,...,n.
13



Splnitelnost formuli, tautologie,
kontradikce, model

Priklad: Formule A je tautologie, —A kontradikce, formule

(p 2 q), (p A—=Qq) jsou splnitelné.

Formule A: =(p>q)=(p A Q)

q|p>q|pAr—q|=(p>q)|(PDq)=(pA—q) | A
g 0 0 1 0
0| O 1 1 1 0
1 0 0 1 0
5 0 0 1 0

14




Vy s ické
vyplyvani

Formule A vyrokove Ilogicky vyplyva
Zz mnoziny formuli M, znaCcime M |= A, jestlize A je
pravdiva v kazdém modelu mnoziny M.

Poznamka: Okolnosti (definice 1) jsou zde
mapovany jako ohodnoceni (Pravda - 1,
Nepravda - 0) elementarnich vyroku:
® Za vsech okolnosti (pfi vsech ohodnocenich),
kdy jsou pravdivé predpoklady, je pravdivy i
zaver !

15



y 4 7 & y 4
vyplyvani
P1: Je doma (d) nebo Sel na pivo (p)

P2: Je-li doma (d), pak nas ocekava (o)
= Z: Jestlize nas neocCekava, pak sel na pivo.

P1 P2 Z

d | p| o dvp doo —0Dp Z4VEr je

111 1 1 1 M1 pravdivy ve

110 1 0 1 M2 vsech Ctyrech

1|01 1 1 1 M3 modelech

e 1 0 0 predpokladu.
(M1, M3, M4, M5)

0|11 1 1 1 M4

0| 1|0 1 1 1 M5 M1: d=1, p=1, o=1;

051205000 0 1 1 M6 M3: d=1, p=0 ,0=1;

g 00 0 1 0 -




vyplyvanl

P1: Je doma (d) nebo Sel na pivo (p)
P2: Je-li doma (d), pak nas ocCekava (o)
= Z: Jestlize nas neocekava, pak sel na pivo p.

dvp,doo f-0op

- Tabulka ma 2»fadku! Proto diukaz sporem.

- Predpokladejme, ze Usudek neni spravny. Pak tedy
mohou byt vsechny predpoklady pravdivé a zaver
nepravdivy:

d\‘/p, doo |= —0Dp
1

1

“SPOR” ) =




74 A4 u y 4
(V ké
y 4 V 4 y 4
vyplyvani
® Vsechny usudky se stejnou logickou formou
jako platny Usudek jsou platné:

dvpdoer—o0-p

Za proménné d, p, o muzeme dosadit kterykoli
elementarni vyrok:

Hraje na housle nebo se uci. (P1)

Jestlize hraje na housle, pak hraje jako Kubelik.

(P2)
Tedy = Jestlize nehraje jako Kubelik, pak se uci. (Z2)

Platny usudek - stejna logicka forma.

18



(Vy s ické
vyplyvani

Jestlize plati, ze je spravny Usudek:
P, . P.LZ
pak plati, ze je tautologie formule tvaru implikace:
|= (P, A...A P,) D Z.
Dukaz, Ze formule je tautologie, nebo Zze zavér Z
logicky vyplyva z predpokladi :
® Primo - napf. pravdivostni tabulkou
® Neprimo, sporem: P; A...A P, A =Z je kontradikce, Cili
mnozina {P,, ..., P,, =Z} je sporna (nekonzistentni,

nema model: neexistuje ohodnoceni v, ve kterém by
byly vsechny formule této mnoziny pravdivé).

19
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DUkaz tautologie

|=((p:)q)/\—|q):>—|p

S po rAanrn:
(pD>ag)Aa—q)Ap
| | Negovana formule musi
1 1 byt kontradikce. Pokus,
1 1 0 1 Zda mllee Vyjl't 1.
0 0<— /
T spoR—

Pri zadném ohodnoceni neni negovana formule
pravdiva, tedy puvodni formule je tautologie.

20



Tautologie s jednim vyrokovym
symbolem:

P=DP

pVv—p zakon vylouceného tretiho
—(p A —p) zakon sporu

pD=—p zakon dvoji negace

21



> zakon
konjunkci, disjunkci a
ekvivalencl
L (pvg)=(gvp) komutativni zakon pro v
- (pAQ)=(gAp) komutativni zakon pro A

L (p =q) = (q = p)komutativni zdkon pro =

= [(pvag)vrl=[p v (gvr)]lasociativni zakon pro v
= [(pAq) Arl=[p A (g A r)]asociativni zakon pro A
L [(p=q)=r]=[p=(qg=r)] asociativni zdkon pro =

= [(pva)arl=[(p Ar)v(gnar)]ldistributivni zakon
pro A, V
(pAarqg)vrl=[(pvr)a(qgvrnldistributivni zakon
pro Y

22



Zakony pro implikaci

po>(q>p) zakon simplifikace

(p A —p) > q zakon Dunse Scota

(p > q)=(—q>-p) zakon kontrapozice
(po(@>on)=((pagq) >r) spojovani predpokladu
(po(g>or)) =(g>(por)) na poradi predpokladl nezalezi

(po>2g)o((gor)o(p>r)) hypoteticky sylogismus
((pog)a(gor)) o(por) tranzitivita implikace
(po(gor))=(po>g)o(p>or)) Freglv zdkon

(-p o p) o p reductio ad absurdum
(po>2g)A(p>—q)) o—p reductio ad absurdum

(pArgq)op, [=(prd)Dq
po(pva), [=g>(pvq)

23
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Zakony pro prevody

(p=g)=(p>g)A(g>p)
(p=0a)=(pAq)v(=gA-—p)
(p=0q)=(=pva)A(=gvp)
(p>g)=(—pvq)

(P> q)=(pA—q) Negace implikace
—(p A q) = (=p v =q) De Morgan zakony
= —(p v q) = (—p A =q) De Morgan zakony

Tyto zakony jsou také navodem jak negovat.

24
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Negace implikace

Neni pravda, ze budu-li hodny, dostanu lyze.
P> g)
Byl jsem hodny a (stejne) jsem lyze nedostal.
P A —q (nesplnény slib)
Statni zastupce:
Pokud je obzalovany vinen, pak mél spolecnika (v o s)
Obhajce:
To neni pravda ! = (v o s)
Pomohl obhajce obzalovanému, co vlastné rekl?
(Je vinen a udélal to sam!)

25
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Negace implikace

Véty v budoucnosti:

Jestlize to ukradnes, tak té zabiju! (p>0q)
To neni pravda: Ukradnu to a (stejné) mé nezabijes. p A —q
Ale:

Bude-li zitra 3. svétova valka, pak zahyne vice jak 5 miliard lidi.
To neni pravda: Bude zitra 3.sv. valka a zahyne méné nez 5 miliard lidi 7?7

.. Asi jsme nechtéli fict, ze bude urcite valka.

Zamlcena modalita: Nutné, Bude-li zitra 3. svétova valka, pak
zahyne vice jak 5 miliard lidi.

To neni pravda: Mozna, ze Bude zitra 3.sv. valka, ale zahynulo
by ménée nez 5 miliard lidi.

Modalni logiky - nejsou naplni tohoto kursu.

26
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Jeste usudky

Prevod z prirozeného jazyka nemusi byt
jednoznacny:

Jestlize ma clovek vysoky tlak a spatné se mu dycha
nebo ma zvysenou teplotu, pak je hemocen.

D - ,X ma vysoky tlak*

g - ,X se spatné dycha*“

r - ,X ma zvysenou teplotu”
S - ,X je nemocen”

1. mozna analyza: [(pAQg)vr]los
2. mozna analyza: [pAa(gvr)]os

27
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Jeste usudky
- Jestlize ma Karel vysoky tlak a spatné se mu
dycha nebo ma zvysenou teplotu, pak je

nemocen.

- Karel neni nemocen, ale spatné se mu dycha.
— Co z toho plyne?

Musime rozlisit 1. cteni a 2. cteni, protoze
nejsou ekvivalentni, zavéry budou ruzné.

28
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Analyza 1. Cteni

1. analyza: [(paAqQg)vrlos,—s, q= ??7?

Uvahou a Upravami:
[((pAQ)vr]los, =s = —[(p Aq)vr] (transpozice)
< (=p v —g) A —r (de Morgan)

= (=p v —q), —r, ale plati
q = —p, —r (ddsledky)

Tedy = Karel nema vysoky tlak a nema vysokou
teplotu.

29
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Analyza 2. Cteni

2.analyza: [pA(gvr)]>os,—s, q= ??7?

Uvahou a ekvivalentnimi Gpravami:

b @ oS s > |pig I
(transpozice)

& —p v (—g A —r) (de Morgan)
= ale plati g = druhy disjunkt nemuze byt
pravdivy = je pravdivy prvni: =p (dtsledek)

Tedy = Karel nema vysoky tlak (o jeho teploté r
nemuzeme nic usoudit)

30
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Dukaz obou pripadu

1. analyza: [(pAqQ)vrlos,—s, qk—p,-r
2.analyza: [pa(qvrlos,—s,qf-p D.U.
a) 1. pripad - tabulkou D.U.

b) 1. pripad - sporem: k predpokladdim pridame
negovany zavér—(—pa-r)<(pvr)a
predpokl|” ~**=-- - -7~

[(pAQ)VvrlDs, —s,q,pVvr
‘ _
1 | 10 1 |1
0 O«ér/ 1 0
0 0
01—
. IS

31
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Shrnuti

Typické ulohy:

® Oveéreni platnosti usudku.

® Co vyplyva z danych predpokladd?

® Doplnte chybégjici predpoklady.

® Je dana formule tautologie, kontradikce, splnitelna?

® Najdete modely formule, najdéte model mnoziny
formuli.

Umime zatim resit:

® Tabulkovou metodoul.

® Uvahou a ekvivalentnimi Gpravami.
® Sporem, neprfimym dikazem.
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