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5. Sémantika predikatové logiky prvniho radu

Yev7s

proménné zde mame individuové proménné, kterym bude valuace prifazovat individua.
Dal$im sémantickym krokem je udani sémantiky individuovym konstantam (pfifazovano je
individuum) a predikatovym symboliim (pfifazeni podmnoziny univerza, resp. kartézského
soucinu nad univerzem). Interpretace U pak v zavislosti na valuaci v a sémantické funkci S
prifazuje hodnoty termim a formulim (pravdivostnich hodnot nabyvaji jen atomické ci
molekuldrni formule).

Valuace. Individua lze usporadavat do nekone¢né mnoha nekonecnych sekvenci. V
téchto sekvencich rozpoznavame pozice. Valuace je funkce, ktera kazdé proménné priradi
presné jedno individuum, a to - pro proménnou x; - pravé to individuum, které je na i-té
pozici (v(x;)=¢E).

Napt. pro U={a, } mame sekvence aaaa..., aaa..., apaa..., aapa.., .., fpaa...
Bapa..., ..., pticemz v, ptitazuje proménné x; prvek O, proménné x, také prvek Q, stejné tak i
proménnym Xs, Xs, ..., valuace v, prifazuje x, prvek 3, x21 x31 x4 prvek @, atd.

Sémantickd funkce S je funkce, kterd individuovym konstantam ptifadi prvky U a
predikatovym k-argumentovym predikatovym symbolim pfifadi podmnoziny univerza U
(pti k=1), ¢i pfi k>1 mnoziny uspotradanych k-tic individui z U.

Interpretace je funkce [ls,, ktera prifazuje kazdému termu nebo formuli urcitou

sémantickou hodnotu v z4vislosti na valuaci v a sémantické funkci S takto:
1) termy (pfifazuje jen individuum jako valuace)

a) je-li term d proménna x;, pak [s.(d) = v(x:)

b) je-li d individualni konstanta a;, pak Us,(d) = S(a;)

2) formule
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2.1) atomické formule

a) je-li A atomicka formule P*(d,, ..., di), pak Us(A) = 1, jestlize n-tice (Us(d1), ..,

Os.(de)y O S(P¥); 0 v opa¢ném piipadé

2.2) molekuldrni formule

a)

b)

1) je-li A tvaru =B, pak s (A) = 1, jestlize s,(B) = 0; 0 v opacném pripadé

2) je-li A tvaru BUC, pak [s.(A) = 1, jestlize [s.(B) = Us,(C)= 1; 0 v opa¢ném pripadé
3) je-li A tvaru BUC, pakUs,(A) = 0, jestlize [s.(B) = Us(C) = 0; 1 v opacném piipadé
4) je-li A tvaru B - C, pak [s.(A) = 0, jestlize [s.(B) = 1 a [s,(C) = 0; 1 v opacném
pripadé

5) je-li A tvaru B « C, pak Us,(A) = 1, jestlize [s,(B) = [s(C); 0 v opa¢ném pripadé

1) je- li A tvaru UxB, pak Us,(A) = 1, jestlize U, (B) = 1 pfi kazdé valuaci v, ktera
prifazuje volné proménné stejnou hodnotu jako v, avSak vazané proménné priradi
jakoukoli hodnotu z U, 0 v opa¢ném piipadé

2) je- li A tvaru [kB, pak Us.(A) = 1, jestlize Us,- (B) = 1 alespon pfi jedné valuaci v’, 0

v opa¢ném pripadé.

Komentar k interpretaci

1) termy - interpretace spociva v prifazovani prvka U ¢i podmnoziny U ¢i U”

a) Interpretace individuové proménné je totéz, co valuace pro tuto proménnou (je to
néjaky prvek univerza ({JU), v zavislosti na valuaci).

b) Interpretace individuové konstanty je prvek univerza ({[JU) (interpretace nejsou
ovlivnény valuacemi).

c) V pripadé predikdtového symbolu P* je jednotlivou interpretaci ptifazena v
zavislosti na v a je-li k=1 podmnozina univerza, resp. je-li k>1, mnozina usporadanych

n-tic.

2) formule - interpretace spociva v prirazeni jedné z pravdivostnich hodnot (P nebo N)
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2.1) atomické formule
a) Interpretace atomické formule P¥(di, ..., dx) je 1, jestlize n-tice prvka (dana
interpretaci termt je prvkem interpretace daného predikatu P* ({ Us,(d:), ..., Us.(di)) O
S(P¥)).

2.2) molekuldrni formule
a) Interpretace vyrokové logickych formuli v prostfedi PL je snadno nahlédnutelna.
Umoznuje nam to ustrojné v¢lenit vyrokovou logiku do PL.
b) Valuace v’, je takova valuace, ktera je zcela podobna valuaci v, az na prisouzeni
riznych hodnot vazané proménné x. Jinymi slovy feCeno - dana valuace v je
akceptovana pouze pro proménné (pripadné vyskytujici se v B), které jsou odlisné od

x. Je to omezeni valuace v tak, Ze se netyka x.

Ma-li U celkem 3 prvky, tedy n=3, tak pfi U? je n*kombinatoricky moznych k-tic (srov.
v kombinatorice variace s opakovanim), napf. dvojic (k=2) je 3% tedy 9.

Ma-li U celkem 3 prvky, tedy n=3, celkovy pocet kombinatoricky moznych
podmnozin (nikoli uspotradanych k-tic) je 2" (coz pocet prvkli poten¢ni mnoziny tohoto
univerza, tj. soucet kombinacnich ¢isel v n-tém fadku Pascalova trojuhelniku, srov.
v kombinatorice kombinace a kombinac¢ni ¢isla). Cili monadicky predikatovy symbol je
mozno interpretovat 2%, tedy 8 rliznymi interpretacemi.

Celkovy pocet kombinatoricky moznych podmnozin néjakych k-tic je 2 na n* (coz je
pocet prvki poten¢ni mnoziny k-¢lennych usporadanych k-tic tohoto n-prvkového univerza),
napt. pocet podmnozin sestavitelnych z dvojic je 2 na 32 tedy 512. Cili binarni predikatovy

symbol je mozno interpretovat 512 riznymi interpretacemi.

Pravdivost
Jak bylo zfejmé z definice predikatové logické interpretace, pravdivost formule
predikatové logiky zavisi na mnoha faktorech. Nasledné muzeme rozliit riznou ,miru®

pravdivosti néjaké formule. Formulujeme si také vyplyvani na Grovni predikatové logiky. Poté
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si v souvislosti s pravdivosti je$té doplnime terminologii: definujeme volny a vazany vyskyt

proménné, uzaviené a oteviené formule.

Véta A nabyva v interpretaci [s, hodnoty pravda nebo nepravda pri valuaci v.

(Véta A je splnovana valuaci v v interpretaci [, jestlize [ls, (A) = pravda.)

Véta A je pravdiva v interpretaci [s,, pokud nabyva hodnoty pravda p¥i kazdé valuaci
v.

Véta A je logicky pravdiva (tautologie), pokud je pravdiva pri kazdé interpretaci.

(V alternativni terminologii: v kazdém modelu.)

Otevrené formule jsou tedy vydany napospas nahodnosti valuaci, pfi¢emz v zavislosti

na téchto riaznych valuacich nabyvaji hodnoty pravda nebo nepravda.

Vyplyvani
Véta B logicky vyplyvd z vét Ay, .., A, pravé tehdy, kdyz je pravdiva pii kazdé

interpretaci, pfi niz jsou pravdivé véty A,, ..., A,.



