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14. Diikazové systémy

V této kapitole si ukdZeme nejzndméjsi ditkazové systémy, tedy systémy organizujici
dokazovani formuli (Uzeji: tautologickych formuli) z néjakych formuli. Kazdy z téchto
systémi akcentuje jinou stranku naseho bézného usuzovani, ovSem nékteré systémy vystihuji
nase usuzovani lépe nez jiné. Napriklad hilbertovska dedukce s dikazy bez predpokladu si
adresuje primarné otazku generovani tautologickych formuli, kdezto predpokladové systémy
prirozené dedukce jsou vhodnéjsi ke studiu béznych usudkd; metoda sémantickych tabel zase
zuzitkovava sémantickou rovinu natolik, Ze neni ¢isté syntaktickou manipulaci symbolt. Ne
vSem témto systémim vénujeme stejnou pozornost. A¢ to nebudeme vzdy opakovat, véechny
tyto systémy jsou uplné v tom smyslu, Ze dokazuji véechny tautologie VL, a jsou korektni
v tom smyslu, Ze dokazuji pouze tautologie.

14.1 Hilbertovska dedukce

Davidem Hilbertem navrzeny systém dedukce, dale jen hilbertovskd dedukce, je korektni
dedukéni kalkul pro VL. Lze snadno ovéfit, ze vSechny axiomy nami uvadéného systému jsou
tautologie a ze jediné pravidlo systému, totiz MP, je korektni, takze formule B, ktera vznikne
aplikaci pravidla na formule A, a A,, z téchto formuli logicky vyplyva, ¢ili plati, ze pokud {A,,
A3} |- B, pak {Ay, Ao} |= B.

Definice formalniho systému Hilbertova typu pro VL je:

1) Jazyk s =, —.
2) Axiomova schémata:

Ax 3: (_lB—>_|A)—>(A—>B)

3) Odvozovaci pravidlo MP:
A-B,A|-B.

Znize uvedenych ilustra¢nich prikladt je zfejmé, ze nalezeni dikazi i velmi
jednoduchych teorémt nemusi byt pfimocaré. To souvisi s tim, Ze v axiomatickém systému je
minimalizovan pocet axiomt a pocet odvozovacich pravidel na nezbytné nutny pocet.
S pribyvajicim mnozstvim dokdzanych teorémi a odvozenych pomocnych odvozovacich
pravidel se vSak neustdle zlepsuji moznosti pro hledani dtkazt. Stoji rovnéz za zminku, ze
rutinou pfi sestavovani strategie dikazu v ramci hilbertovské dedukce je v mysli postupovat
od toho, co se ma dokazat kbezprostfedné predchazejicim formulim. Poté se doplni
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predpoklady, pokud néjaké jsou. Nasledné hledame vhodné substituce do axiomt, abychom
mohli pomoci MP dospét k dokazované formuli.

14.2 Priklady diikazi v hilbertovském systému dedukce

1)
Dokazte, e plati |- A - A. Uzijeme oby¢ejny pfimy dukaz:

3. (A-(B-A))-((A-B)->(A—>A)) substituce do 3. (A/C)

4. (A-B)-(A-A) MP (3,1)

5. (A-(B-A)>(A-A) substituce do 4. ((B— A)/B)
6. A-A MP (5,1)

2)

Dokazte, ze plati A |- A. Uzijeme pfimy duikaz, ktery je az po krok 5. (v¢etné) jinym

dikazem A - A, nez v predchozim prikladu:

1. (A-((A-A)-A)-(A-(A-A)-(A-A)) Ax2 ((A-A)/B, A/C)

2. A-((A-A)-A) Ax1((A - A)/B)
3, (A= (A-A))-(A-A) MP (1,2)

4. A-(A-A) Ax 1 (A/B)

5. A-A MP (3,4)

6. Al-A VD (5)

3)

Dokazte, ze plati A - C za predpokladu A — B a B - C. Uzijeme dtikaz z predpokladii:

1. A-B predpoklad
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2. B-C
3. (A-(B-C)-(A-B)-(A-())

4. (B-C)-»(A-(B-0))

predpoklad
Ax 2

Ax 1 ((B— C)/A, A/B)

5. A-(B-C) MP (4,2)
6. (A-B)>(A-C) MP (3,5)
7. A-C MP (6,1)
4)
Dokazte, ze plati-i (A-C), (A-C), (AOB) |- C, tak je dokazatelné
1. (A-C),(B-C), (AOB) |- C dané predpoklady
2. (A-Q),(B-C)|- (ADB)-C VD (1)
3. (A-Q)|-(B-CO)=((AB)-~C) VD (2)
4, |- (A-C)-((B~C)-((AOB) - C)) VD (3)
5)
Dokaite, ze plati A, = A |- B (Pravidlo Dunse Scota). Uzijeme dtikaz z predpokladu:
1. A predpoklad
2. —A predpoklad

5. _|B—>_|A
6. A-B
7. B

Ax 1 (—A/A, -~ B/B)
MP (4,2)
MP (3,5)

MP (6,1)

S pomoci VD pak miizeme dokazat |- A — (= A - B):

8. -A-B

9. A—»(‘lA—>B)

VD (2,7)

VD (1,8)
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Dokazte, 7e |- 7 A - (A - B). UZijeme obyc¢ejny piimy dikaz:

6)
1_ |—_|A—>(_|B—>_|A)
2. =A|-(~Bo-A)
3. _lA |— (_lB—>_|A)—>(A—>B)
4 =A|-(A-B)
5. |—‘|A—>(A—>B)
7)
Dokaite, ze 7= A |- A.
1_ |—_I_|A—>(_IA—>_I_|_|A)
2. |—(_|A—>_|_I_|A)—>(_|_IA—>A)
3. —|—|A|—(—|A—>—|—|—|A)
4, —=A |— (A= A)
5. —|—IA|—A

Pohodlny je i dtikaz z predpokladii:

1. ——A

2. (FA5ammA) S (00ASA)
3. amAS (A5 nA)

4. “AosannA

5. ——mASA

6. A

8)

Dokaite, ze plati |- A—---A:
1_ _|_|_|A—)_|A
3. A—»‘l_lA

9)

Ax 1 (= A/A, ~B/B)
VD (1)

Ax 3

MP (3,2)

VD (4)

teorém - A - (A—-B) (nA/A, -~~~ A/B)
Ax 3 (n—A/A, B/A)
VD (1)

MP (3,2)

VD (4)

predpoklad

Ax3

teorém |- A - (A - B)
MP (1,3)

MP (4,2)

MP (1,5)

teorém ——A->A(~A/A)
Ax 3 (= A/A)
MP (3,2)

Dokazte, e plati |- = (A -~ B) - A, resp. pravidlo = (A - - B) |- A.

" (A-1B)

2. (A~ (A-B))-(7(A - 7B)>74)

3. _|A—>(A—>_|B)

predpoklad
teorém |- (A - B) - (nB—--A)
teorém |- A - (= A - B)
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4. “(A>-B)>--A MP (3,2)
5. -A MP (1,4)
6. —nASA teorém |---ASA
7. A MP (5,6)
8. |--(A--B)-A VD (1,7)

14.3 Prirozena dedukce

Hilbertovska dedukce ma stale zastance tfeba v matematickych kruzich, je vSak asi stézi
obhajitelna jako model naseho bézného usuzovani. Uz v dobé vzniku moderni logiky byly
hledany jeji alternativy, jeZ by naSe prirozené uvazovani vystihovaly lépe. Pionyrské prace
Gerharda Gentzena (a nezavisle Stanistawa Jaskowského) pritom vedly ke dvéma dulezitym
soucasnym druhtim dikazovych systému, pfirozené dedukci a k sekvencnimu kalkulu.
Myslenka prirozené dedukce, ktera si ve svém vyjadfeni ponechava mnohé z hilbertovské
dedukce, se opira o fadu intuitivné platnych odvozovacich pravidel, nikoli o jedno, jak je
tomu v hilbertovské dedukci. To zna¢né usnadnuje usuzovani. Tato pravidla byla znama jiz po
staleti, a proto maji mnohad tradi¢ni nazvy.
Zde je seznam téch nejznaméjsich odvozovacich pravidel:

Modus ponens (MP; modus ponendo Modus tollens (MT; modus tollendo tollens,

ponens; pravidlo odlouceni): lat. zptisob zaporné zaporny):
A-B A-B
A =B
B —A

Pravidlo Disjunktivni  sylogismus (DS; Pravidlo Dunse Scota (PDS) (ze sporu plyne
star$im nazvem Modus tollendo ponens, lat. cokoliv, srov. zakon Dunse Scota):
zptsob zaporné kladny):

nebo: event.
AlLB ALB A AlRA
-A - B -A
B A B B
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Pravidlo Hypoteticky sylogismus (HS): Pravidlo Reductio ad absurdum (RAA):
A-B
A-B
A--B
~c
_____ - A
A-C
Pravidlo simplifikace (Simp): Pravidlo pridani (Add):
nebo: nebo:
A[B A[B A B
A B ACB ACB
Pravidlo Konstruktivni dilema (KD): Pravidlo Destruktivni dilema (DD):
A-B A-B
C-D C-D
AlC - B[RD
BOD —AlRC

Pravidlo Jednoduché konstruktivni dilema Pravidlo Jednoduché destruktivni dilema

(JKD): (JDD):
A-C A-B
B-C A-C
AlB - B[~C
C -A
Pravidlo absorbce (Abs): Pravidlo exportace (Exp):
nebo:
A-B

A-(B-C) (AIB)-C

(AB)-C A-(B-O)

Casto se uvazuji také pravidla pro introdukci nebo eliminaci jednotlivych spojek,
napiiklad zavedeni konjunkce A, B / ALB, dale De Morganovy zakony, atd. (néktera z téchto
pravidel jsou explicitné uvedena nize vsekci o gentzenovské dedukci). Na tyto zakony
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budeme odkazovat bud snadno pochopitelnymi zkratkami, anebo jejich explicitnim
uvedenim.

Nyni jesté jedna doplnujici informace. Jak lze zjistit, dokazani podminénych tvrzeni, tj.
formuli tvaru A-B, je vpfirozené dedukci obtizné a nékdy jednoduse nemozné.
Z hilbertovského dokazovani vime, ze by v takovych pfipadech slo aplikovat Vétu o dedukci
a dokazanou formuli B tedy podminit formuli A, jez se nam v dtikazu vyskytla nékde vyse.
Nahrada VD existuje ve varianté prirozené dedukce, kterou navrhl Frederic B. Fitch, nékdy se
uzeji hovori o vétveném diitkazu, angl. ,conditional proof (to, ze jsme k néjakému kroku
dospéli pomoci n¢j, byva indikovano pomoci CP). V anglicky psanych uvodech do logiky se
s touto dikazovou technikou setkavime pomérné casto, my ji vSak pouzivat nebudeme.
Podstata dokazovani tkvi v tom, ze v pribéhu dokazovani pfijmeme docasny predpoklad (dale
jen DP), ktery nam z dosavadniho umozni odvodit formuli, kterou podminime timto DP.
Tomu, ze se nam v dikazu objevi pfislusna implikace a tedy onen vnoreny diikaz je ukoncen,
se ika vypusténi (angl. ,discharge®). Dany vnofeny dtikaz byva oddélovan ¢arou, zde jsou dvé
notac¢ni varianty téhoz.

1. A-B predpoklad

2. A DP

3. B MP (1,2)

4, ACB zavedeni [(2,3)
5. A-(ACB) CP (2,4)

L. A-B predpoklad

2. A DP

3. B MP (1,2)

4, AlB zavedeni [1(2,3)
5. A-(ADB) CP (2,4)

Jesté dodejme, ze onéch ,vnofenych® dikazii muze byt vjednom dikazu vice. Nasledné
dostaneme podobnost s dikazy v sekvenénim kalkulu, ktery rovnéz bézné pracuje s takto
komplexnimi dikazy.

14.4 Priklady diikazi v systému prirozené dedukce

Zakladni strategii vedeni diikazii v pfirozené dedukci Ize z nékolika prikladt rychle pochopit
i bez vysvétlovani. V premisach se snazime ,uvidét’ hledanou formuli, a to jako nasledek
nékterého (nebo nékterych) z pravidel z naseho rezervoaru pravidel. V pribéhu dtikazu se
dostavame do situaci, které vylozené volaji po uziti urc¢itého pravidla, nacez se posouvame
v dikazu dopredu. Stoji jes$té za poznamku, Ze mnozinu odvozovacich pravidel lze riznym
zptisobem rozdélit na pravidla zdkladni a odvozena, kdy ta odvozena jsou odvozena z téch
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zakladnéjsich. Dtikazem néjaké formule z mnoziny jinych formuli ziskdvame v pfirozené
dedukci dalsi odvozené dedukéni pravidlo.

1)
Dokaite, ze z formule ALXA — = B) 1ze odvodit = B, tj. ALXA - - B) |- = B.

L. AJA--B) predpoklad
2.  A_-B Simp (1)
3. A Simp (1)
4, - B MP (2,3)
2)
Dokazte, 7e z formuli A - - B, A a C— B lze odvodit = C.
1. A--B predpoklad
2. A predpoklad
3. C-B predpoklad
4, - B MP (1,2)
5. -C MT (3,4)
3)
Dokazte, 7e z formuli A - B, AllxD a B C lze odvodit CCRD.
L. A-B predpoklad
2. ARD predpoklad
3. B-C predpoklad
4. A Simp (2)
5. B MP (1,4)
6. C MP (3,5)
7. =D Simp (2)
8. ChD zavedeni [(6,7)
4)
Dokazte, Ze z formuli AL(B - A) a = A lze odvodit = B.
1. AOB-A) predpoklad
2. —A predpoklad
3. B-A DS (1)
4, -B MT (3,2)
5)

Dokazte, ze z formuli A a = A 1ze odvodit B, tedy Pravidlo Dunse Scota.



Jit{ Raclavsky (2014): Uvod do logiky: klasickd vyrokové logika

1. A predpoklad
2. -A predpoklad
3. AlB Pravidlo pridani (Add, tj. zavedeni [J) (1)
4. B DS (3,1)
6)
Dokazte, ze z formuli A -~ (B- C), D - (C—E), A a D lze odvodit B E.
L. A-(B-C) predpoklad
2. D-(C-E) predpoklad
3. A predpoklad
4. D predpoklad
5. B-C MP (1,3)
6. CoE MP (2,4)
7.  BoE HS (5,6)
7)
Dokazte, ze z formuli A - B, "B a = A - C lze odvodit - ALIC.
L. A-B predpoklad
2. -B predpoklad
3. —A-C predpoklad
4, -A MT (1,2)
5, C MP (3,4)
6. - ALC zavedeni [J(4,5)
8)
Dokazte, ze z formuli ACIB, C— D, A - C a - D lze odvodit B.
L. AUB predpoklad
2. C-D predpoklad
3. A-C predpoklad
4. =D predpoklad
5, -C MT (2,4)
6. -A MT (3,5)
7. B DS (1,6)
9)

Dokatzte, ze z formuli A - (B - C), CUA a = C lze odvodit = B.

10
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L. A-(B-C) predpoklad
2. CLA predpoklad
3. -C predpoklad
4, A DS (2,3)
5. B-C MP (1,4)
6. -B MT (5,3)
10)
Dokazte, ze z formuli A - B, (BUOC) — (DLIE) a A lze odvodit D.
L. A-B predpoklad
2. (BOC) - (DLE) predpoklad
3. A predpoklad
4 B MP (1,3)
5. BLC zavedeni [1(4)
6.  DCE MP (2,5)
7. D Simp (6)
11)
Dokazte, ze z formuli A -~ B, C— D, A a =D lze odvodit (A= D)(B[=C).
1. A-B predpoklad
2. C-D predpoklad
3. A predpoklad
4. =D predpoklad
5. B MP (1,3)
6. -C MT (2,4)
7. AlRD zavedeni [1(3,4)
8. B-C zavedeni [ (5,6)
9. (ALRD)L(BL~C) zavedeni [1(7,8)
12)
Dokatte, ze z formuli A - B, CLID, = A - -~ C a = B lze odvodit D.
L. A-B predpoklad
2. CtbD predpoklad
3. —“A--C predpoklad
4. - B predpoklad
5, -A MT (1,4)
6. -C MP (3,5)
7. D DS (2,6)

11
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13)
Dokazte, ze z formuli A—-~B a A—-B lze odvodit = A, tedy Pravidlo Reductio ad
absurdum. Dikaz sporem.

L. A-B predpoklad
2. A--B predpoklad
3. -—A predpoklad dikazu sporem
4. A eliminace dvojité negace (3)
5. B MP (1,4)
6. -B MP (2,4)
7. -A na zakladé dikazu sporem (reductio; 5,6)
14)
Dokazte, ze z formuli (ACB)CIC a = A= D lze odvodit C.
L. (AUB)LC predpoklad
2. - AlRD predpoklad
3. CO(ALB) komutativita [J(1)
4, (COA)L(COB) distributivita [1(3)
5. CLA Simp U (4)
6. -A Simp U (2)
7, C DS (5,6)
15)
Dokazte, ze z formuli A - B, B— C, C > D a = D lze odvodit (A - C)[{(= B[~ C).
1. A-B predpoklad
2. B-C predpoklad
3. C-D predpoklad
4. =D predpoklad
5. A-C HS (1,3)
6. -C MT (3,4)
7, -B MT (2,6)
8. -B-C zavedeni [(6,7)
9. (A-QO)(=B~C) zavedeni[1(5,8)
16)
Dokazte, ze z formuli A - B, = BUC, DUE a (- ALID) - F 1ze odvodit FOIC.
. A-B predpoklad
2. = BLC predpoklad
3. DUE predpoklad

12
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4. (wALD) - F predpoklad
5. - B Simp U (2)
6. -A MT (1,5)
7. D Simp 0(3)
8. - AlD zavedeni [(6,7)
9. F MP (4,8)
10. C Simp U (2)
11. FOC zavedeni [1(9,10)
17)
Dokazte, ze z formuli A — B a =B lze odvodit = A, tedy Modus tollens. Diikaz sporem.
L. A-B predpoklad
2. - B predpoklad
3. --A predpoklad dikazu sporem
4. A pravidlo eliminace dvojité negace (3)
5. B MP (1,4)
6. -A na zakladé dikazu sporem (reductio; 2,5)
18)
Dokazte, ze z formuli A - = (BUC) a AUC l1ze odvodit = B.
1. A -~ (BUC) predpoklad
2. ALC predpoklad
3. A Simp [J(2)
4. = (BUC) MP (1,3)
5. C Simp 0(2)
6. - B[RC De Morganiv zakon (4)
7, -B DS (6,5)
19)
Dokazte, ze z formuli = A - (A= B), =B - (C - = B) a = A lze odvodit = C.
L. - A~ (AR B) predpoklad
2. -B-(C-B) predpoklad
3. —A predpoklad
4.  AHB MP (1,3)
5. -B DS (4,3)
6. C-B MP (2,5)
7. -C MT (6,5)

13
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-F a D lze odvodit

20)
Dokazte, ze z formuli (ACB)C a = (BLC) lze odvodit (CLA).
1. (AOB)LC predpoklad
2. = (BUC) predpoklad
3. CL(ALB) komutativita [1(1)
4, (COA)L(COB) distributivita [1(3)
5. (COA)(BOC) komutativita [1(4)
6. (CA) DS (5,2)
21)
Dokazte, ze z formuli A-(B-C), D-(C-E), ALF,
(B> C)[AB-E).
L. A-(B-C) predpoklad
2. D-(C-E) predpoklad
3. ALF predpoklad
4. -F predpoklad
5. D predpoklad
6. C-E MP (2,5)
7. A DS (3,4)
8. B-C MP (1,7)
9. B-E HS (8,6)
10. (B-CO)UB-E) zavedeni [1(8,9)
22)
Dokazte, ze z formuli A — B, ALC, =B a C - (B - D) lze odvodit A - D.
L. A-B predpoklad
2. ALC predpoklad
3. -B predpoklad
4. C-(B-D) predpoklad
5, -A MT (1,3)
6. C DS (2,5)
7. BoD MP (4,6)
8. A-D HS (1,7)
23)

Dokazte, Ze z formuli (B— C) - A a = (DA) 1ze odvodit B.

. (B-C)-A predpoklad
2. - (DUA) predpoklad

14
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3. - D[RA De Morganiv zakon (2)
4. -A Simp U (3)
5. -2 (B-C) MT (1,4)
6. B-C prevod — na [I(5)
7. B Simp U (6)
24)
Dokazte, ze z formuli = A - Ba A — (COD) lze odvodit = C - (=D - B).
L. -A-B predpoklad
2. A - (CUD) predpoklad
3. -B-A transpozice — (1)
4, - B (CLD) HS (3,2)
5. -(CD)-B transpozice — (4)
6. (-C~-D)-B De Morganiv zakon (5)
7. -C->(=D-B) Exp (6)
25)
Dokazte, ze z formuli (A - - B)[mCa B (= A - C) lze odvodit B - A.
1. (A--B)-C predpoklad
2. B-(-A-CQC) predpoklad
3,  A--B Simp (1)
4. -C Simp (1)
5. (BRA)-C Exp
6. - (B[RA) MT (5,4)
7. - B[(h-A De Morganiv zakon (6)
8. - BUA eliminace dvojité negace (7)
9. B-A prevod Una - (8)
26)

Dokazte, ze z formuli A-B, C—»D a =B=D lze odvodit “A[C, tedy Pravidlo
Destruktivni dilema. Dtikaz sporem.

L. A-B predpoklad

2. C-D predpoklad

3. - BhD predpoklad

4, - (mARC) negace zaveru za ucelem diikazu sporem
5. “—AR-C De Morganiv zakon (4)

6. AlC eliminace dvojité negace (na obé casti 5.)
7. A Simp (6)

8. B MP (1,7)
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9. C Simp (6)

10. D MP (2,9)

11. =B DS (3,10), coz je spor s 8.

12. =C MT (2,11), coz je spor s 9. (tento fadek je nadbytecny)
13. A MT (1,11), coz je spor s 7. (tento fadek je nadbytecny)
14. -ARC na zakladé (nékolikanasobného) sporu (reductio)

27)

Dokazte, ze z formuli A - B, C— (DUE),~C—-=-BaD - (E - A) lze odvodit A - C.

L. A-B predpoklad

2. C- (DLE) predpoklad

3. -C--B predpoklad

4. D-(E-A) predpoklad

5. B-C transpozice — (3)
6. A-C HS (1,5)

7. (DOE) - A Exp (4)

8. C-A HS (2,7)

9. A-0O)C-A) zavedeni [1(6,8)
10. AoC zavedeni « (9)

14.5 Gentzenovska dedukce

Na rozdil od hilbertovské dedukce, vniz je jen jedno odvozovaci pravidlo a nékolik
axiomovych schémat, systém gentzenovské prirozené dedukce ma vlastné jen jeden axiom
(k nému se nékdy pridavaji dva dalsi), avSak disponuje nékolika jednoduchymi deduk¢énimi
pravidly. Ta jsou povazovana za vychozi, a proto se nedokazuji; na zakladé téchto vychozich

Dtlezitym ideovym prvkem gentzenovska dedukce je, ze kazdy krok dtikazu je logicky
pravdivy. (Toto napi. hilbertovskd dedukce nesplnuje v pfipadé dikazu z predpokladi.)
V kazdém kroku jsou totiz uvadény rovnéz vsechny predpoklady dané formule.

Necht ' je kone¢nd mnozina formuli. I vlastné reprezentuje mnozinu nasich
presvédceni (formuli). K mnoziné ' budeme nékdy pfibirat ne nutné disjunktni mnozinu A.
Znak ,=“ je obdobou dokazovitka ,|-“, ovem na rozdil od ného coby metaznaku
hilbertovské dedukce je v gentzenovské prirozené dedukci zadan systémové. Jednotkou
dokazovani je sekvent, ma tvar:

r, A], Az, veey An = B,

V sekventu je Ai, A,, ..., Ayoznacenim jisté mnoziny formuli, pficemz sekvence Ai, A, ..., A,
= B je ekvivalentni s (A,[A,0... [A,) — B. (Vlastni Gentzentv systém namisto B obsahuje
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Bi[B,...[0B,; pii pravdivosti vSech formuli nalevo od = je alespon jedna formule napravo od
= pravdiva.) Jak uz bylo vyse feceno, kazdy sekvent je vzdy logicky pravdivy. Aby byl kazdy
sekvent logicky pravdivy, nesmi se nalevo vyskytovat nadbyte¢né predpoklady.

Odvozovaci pravidla jsou tvaru:

sekventi; ... ; sekvent,

Ze sekventi nad carou lze tedy odvodit sekvent pod carou. V nasi expozici ovsem
neukazujeme samotny sekvencni kalkul, ale prirozenou dedukci opirajici se o myslenky
gentzenovského sekvenéniho kalkulu. Vlastni sekven¢ni kalkul se vyznacuje jednak
zachazenim s nékolika strukturdlnimi pravidly, jez zde neuvadime, jednak
dvoudimenzionalnim zapisem reprezentujicim inference.

Axiomova schémata (druhé a tfeti je pomocné):

NMA=A zakladni axiom (ZA)

Fr=A zavedeni predpokladu (,,weakening®) (ZP)
rB=A

Fr=>A-BA=-A-B eliminace predpokladu (EP)

rass

Za vychozi, tj. nedokazovand, pravidla jsou obvykle volena ta nasledujici. Pismeno ,,I*
zkracuje ,introdukce® (tj. ,zavedeni®), pismeno ,E“ zkracuje ,eliminace“. V§imnéme si, ze
introdukce — je de facto VD a eliminace — je de facto MP; podobné introdukce - je RAA
a eliminace - je PDS.

17




Jit{ Raclavsky (2014): Uvod do logiky: klasickd vyrokové logika

0 N=A;A=B EO = A[DB
A= ATE F = AEB)

I- LA=B E- T=A;A=A-B
FoAB rnass

I0 T=A(iB) E TI,A=B;A,B=C;A =A[B
oA nahsc

I- LA=B;A A= -B E- I'=B;A=-B
Mas-4 fasa
MasAcs F o A-B(EBoA)

14.6 Priklady dikaza v gentzenovském systému prirozené

dedukce
1)
Odvodte formuli p—p (zdkon totoznosti). Postup bude takovy, Ze pomoci ZA

zavedeme p. Zaroven se tak p stane predpokladem nalevo od =, jehoz se posléze ,zbavime’
tak, Ze jej pfevedeme napravo od = pomoci .

1. Lp=p ZA

(Bod 2. vlastné znamena, Ze p — p plyne z prazdné mnoziny predpokladi.)
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2)

Dokazte, ze z predpokladi p - g a g—r je odvoditelné p —r, tj. ovérte usudek p-gq,
q—-r O p—r (vlastné pravidlo hypoteticky sylogismus). Postup bude takovy, ze formule p - g
aq—-r budou prvnimi kroky dtikazu, pficemz zistanou na levé strané jako predpoklady,
a proto se prave jich nebudeme snazit zbavit. Z téchto predpokladi pak bude odvoditelnd - to
bude posledni krok - formule p —r. V poslednim kroku se tedy pomoci I - dostane napravo
nas pomocny predpoklad p:

1. Lp-q=>p-q ZA
2. p-qq-r=q-r ZA
3. p-qq-r.,p=p ZA
4, Mp-q.q-rp=q E- (1,3)
5. p-qq-rp=r E- (2,4)
6. p-qq-r=p-r I-

Kdybychom pokracovali je$té nasledujicimi dvéma kroky, dokazali bychom formuli
(p-9q) - ((gq-1)-(p-r)) (zdkon hypotetického sylogismu):

8. MLp-q=(@-r-{p-r I-(7)
9. F=@p-9 - (qg-n-p-r) 18

3)
Dokazte formuli (p - (q—7)) - (q— (p—r)) (pfedpoklad p zavadime az po g, abychom
pak hladce zavedli - ):

1. Mp-(@-1r)=>p-(q-7) ZA
2. Mp-(@-1,9=9q ZA
3. Cp-(q-1),q.p=p ZA
4. Lp-(q-n.qp=(q-1) E- (1,3)
5. Fp-(q-1),q.p=>r E- (4,2)
6. [Lp-(@-n.,q=@p-71) I- (5)
7. Tp-(@-n=q-@p-71) I (6)
4)

Dokazte formuli ((p - g)l(g - 1)) - (p-1):
L M (p-9g-n=@p-90g-r) ZA
2. M (p-qg-1,p=>p-q EO(1)
3. N p-q9g-1,p=>q-r EO(1)
4 T (p-q9Ug-n.p=p ZA
5. M (p-q9Ug-1,.p=q E- (2,4)
6. M (p-gg-n.p=r E- (3,5
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8. M= ((p-plg-r)-@p-r) I~ (7)

5)

Dokazte formuli p[1-p (zakon vylouceného tretiho):
1. Lp=p ZA
2. [, p=plhp It
3. [,p,mp=-p ZA
4. [,p,~p=plhp It
5. M= plhp EP (2,4)
6)

Dokazte formuli (p - q) - (=g —-—p):
2. p-qp=p ZA
3. Cp-qgp=q E- (1,2)
4, p-qp,q=q ZA
5. Mp-q,~q=-p EP (3,4)
6. FLpoq=-q--p I- (5
7. N=@-9-(Eq--p) [ (6)
7)

Dokazte, ze z predpokladu p — (g - r) 1ze odvodit (p — q) —» (g - r). Jinymi slovy, ovéite
ﬁsudekp — (q — 7") D (p — q) — (q — T’)l

1. Lp-(q-1r)=>p-(q-7) ZA

2. Mp-(g-r),p=p ZA

3. Fp-(g-r),p=q-r E- (1,2)
4, Fp-(@q@-1),pp-q=>p-q ZA

5. Fp-(q-1,pp>qg=q E- (2,4)
6. Fp-(q-1),pp-q=r E- (3,5)
7. Fp-(q-1,p-g=p-r I (6)
8. Cp-(g-nN=@pP-q9-p-r1) I- (7)
8)

Dokazte, ze z pfedpokladu p—(q—r) lze odvodit (plg)—»r, &ili ovéfte usudek
p—-(q-r)U0 (pg) - r (tj. Pravidlo exportace):

2. M p—(q-r),plqg=ply ZA
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3. MLp-(g-r,pllg=p ELI(2)
4, Mp-(@@-n,pllg=>qg-r E- (1,3)
5. Mp-(q-r),plig=q E0(2)
6. Mp-(g-r),plg=r E- (4,5)
7. Mp-(g-r = (g -r I- (6)
9)

Dokaite, ze z predpokladu (plig)—r lze odvodit p—(q-r), cili ovéite tsudek
p—-(q-r) U0 (pg) - r (tj. Pravidlo exportace):

L. M, (pg) - r= (plg) > r ZA
2. M (pg) -rnp=p ZA
3. I, (pg) - p.g=q ZA
4. I, (plg) -1, p,q= plig 10(2,3)
5. M (pg) - p,g=r E- (1,4)
6. g -rnp=>q-r [ (5)
7. Mg -r =>p-(g-1) I- (6)
10)

Dokazte, ze z pfedpokladu (pLlg) - r 1ze odvodit (p — q) - (p - r):
L. M, (pg) »r= (pg) »r ZA
2. Mg -rp-q=>p-q ZA
3. L0 -np-gp=p ZA
4. L, (plg) ~rp~qg.p=9 E- (2,3)
5. I, (plg) -r,p-q, p=ply I0(3,4)
6. () -rnp-qgp=r E- (1,5
7. T -rp-g=p-r I (6)
8. OOy -r=@p-q) - (p-r) 1> (7)
11)

Dokazte, ze z pfedpokladii (p - q) a =g lze odvodit - p (tj. pravidlo Modus tollens):
1. I, plg = pli ZA
2. Mplg,p=p ZA
3. [, plg, p,nq= ¢ ZA
4. M ptg, p,ng=4q EO(1)
5. I, plg, ~g=-p I- (3,4)
12)

Dokazte formuli (g —-p) - (p—-¢q):
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1. [,—g-—p=>-q--p ZA

2. [,—g--p,g=q ZA

3. ,—g--p,g=-p E- (1,2)

4, [,—g--p,p,mq=p ZA

5. ,—g--p,p=>q I= (a's pomoci zakona dvojité negace) (3,4)
6. [=(q--p)-@p-9q Z- (5)
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14.7 Metoda sémantickych tabel

Soucasna podoba metody dokazovani pomoci sémantickych (¢i analytickych) tabel, resp.
sémantickych stromii (angl. ,,semantic tableaux®, ,tree proofs®), stru¢né nékdy tablovd metoda,
se vyvinula z metody proponované Evertem Willemem Bethem a rozvinuté Raymondem
Smullyanem. Jedna se vlastné o dokazovani sporem, ponévadz pfi dokazovani zavéru z premis
se zuzitkovava negace zavéru.

Jak uz bylo uvedeno vyse, pfi dokazovani sporem se vychazi z faktu (totiz sémantické
podoby Véty o diikazu sporem), Ze T |- A, kde T je mnozina premis a A zavér, pravé tehdy,
kdyz TO{-A} |- =(B-B) (spor). Sémanticky pak feCeno, jakmile ukdZeme, ze mnoZina
obsahujici premisy T anegaci zavéru, tj. mnozina TU{- A}, je nesplnitelnou mnozinou
formuli (¢ili neexistuje valuace, pfi niz by vSsechny prvky T a téz formule - A byly pravdivé),
tak A vyplyva z T, tj. T |= A, takze usudek T 00 A je platny. Jednoduchy ilustrativni pfiklad:
g |= g, ponévadz mnozina {p[y, =g} je nesplnitelna.

Metoda sémantickych tabel je zaloZena na tom, Ze sloZzené formule, jeZ jsou soucasti
mnoziny T {- A}, postupné dekomponujeme podle odvozovacich pravidel na jejich soucasti.
(Prehled téchto pravidel uvadime nize, zatim si vysta¢ime jen s intuitivnim nahledem. Termin
~dekomponovani“ se v problematice obvykle nepouziva, ale je pfthodny.) Tato pravidla jsou
korektni, tj. zachovavaji splnitelnost. Naptiklad formule p[ly je dekomponovana na p a g,
pfi¢emz tyto atomické formule jsou splinovany tou valuaci, ktera splnuje plly. Tyto
dekomponované formule jsou véseny na konce vétvi postupné vznikajiciho stromu. V kofeni
tohoto stromu jsou formule z mnoziny TU{- A}, na konci téchto vétvi, tj. vlistech, jsou
atomické formule nebo jejich negace. Strom je postupné rozvijen smérem dolt. Zde je priklad
stromu pro usudek (p[hq), (qlr) O r.

plhgq v premisa
qlhr v premisa

ar v negace zaveéru
|
p dusledek aplikace pravidla dekomponujiciho p[hg
-q dusledek aplikace pravidla dekomponujiciho plig
/\
q -r dusledek aplikace pravidla dekomponujiciho gl r

X

V nasem prikladu vidime, Ze ,stvol’ obsahujici p a pod nim bezprostiedné -q je
dasledkem aplikace pravidla, které nezptisobuje vétveni. To znamend, Ze plati-li p[;-q, plati
jak p, tak = q. K vétveni dochazi az v dtisledku pravidla dekomponujiciho gl r: plati-li glhr,
plati g nebo plati =r. Vétvime tedy proto, ze nevime, ktera z téchto moznosti plati, takze
musime v naSem dikazu obé moznosti prosetfit. (Pravidliim nezptsobujicim vétveni se nékdy
tikd a-pravidla; tém zptsobujicim vétveni se pak fika S-pravidla.)
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Pfi dokazovani pomoci sémantickych tabel neni rigidné ddno poradi aplikace pravidel.
Dutikazem ndmi studovaného usudku proto muze byt také:

plthq v premisa
qlthr v/ premisa

ar v negace zaveéru
/ o\
q -r dusledek aplikace pravidla dekomponujiciho gl r
| |
p p (2x) disledek aplikace pravidla dekomponujiciho pltg
g "q (2x) dasledek aplikace pravidla dekomponujiciho plig
X

V zajmu efektivity a co nejmensi slozitosti diikazu vsak aplikujeme pfednostné pravidla, ktera
nezpusobuji vétveni; presnéji, volime takova pravidla a formule k dekompozici, ktera vedou
k brzkému ukoncovani vétvi.

Nyni si povSimnéme, Ze vSechny slozené formule, i ty, co se mohou objevit nékde
v pili stromu, musime dekomponovat. Béhem toho, jak dikaz budujeme, proto pouzivame
pro indikaci, Ze jsme danou slozenou formuli dekomponovali, zatrzitko .

Vétev, v niz se vyskytuje atomicka formule a jeji negace, naptiklad g a - ¢, je zvana
uzaviend a pod jeji list vepisujeme kiizek x (popt. [J, alternativni znaceni: danou atomickou
formuli podtrhneme). Na rozdil od dokoncené oteviené vétve neobsahuje uzaviena vétev
splnitelnou mnozinu formuli; obsahuje totiZ spor, v nasem prikladu g a =g. (Néktefi autofi
uvadi na konci dokoncenych otevienych vétvi symbol t, aby indikovali jeji otevienost
a dokoncenost.) Poznamenejme, Ze ne vzdy plati, Ze vkazdé vétvi jsou vSechny atomické
proménné nebo jejich negace, ackoli je tato vétev uzaviena (tedy obsahuje spor nebo nelze
ziskat dalsi atomickou formuli nebo negaci).

Jako i u jinych dukazt sporem c¢ini adeptim logiky nejvétsi potiz vyhodnotit, ¢eho
dokoncenim dikazu dosahli. Uvédomme si proto, Ze existuji dva druhy (dokoncenych)
tablovych dikazt. Dtikaz ¢ili strom, jehoz vSechny vétve jsou uzaviené (x), demonstroval, ze
mnozina TU{- A} je nesplnitelnd. To proto, Ze neexistuje valuace ohodnocujici vSechny jeji
formule. To pozname pravé z toho, Ze jsou v prislusnych vétvich - jez jsou de facto navrhy
moznych valuaci -, pfitomny atomické formule jako p i =p, jez nemohou byt dohromady
jednou valuaci splnovany. Dikaz ¢ili strom s alespont jednou dokoncenou otevienou vétvi
ukazuje splnitelnost TU{- A}, coz obnasi, Ze A nevyplyva z T. Atomické formule v oteviené
vétvi ukazuji takovou valuaci, pfi niz je TU{- A} splnitelnd. V nasem prikladu vyse je to
valuace v(p)=1, v(q)=v(r)=0, protoze pravé pti ni jsou splnitelné formule p, = ¢q, =r z oteviené
vétve v — p — 7g — ~r. Nami vySe uvadény priklad ditkazu tedy ukazal, ze dany usudek platny
neni.

Srovnejme aplikaci tablové metody saplikaci metody protipfikladu. Pfi metodé
protipfikladu taky dokazujeme sporem, predpokladdame totiz, ze zavér je nepravdivy a
premisy pritom pravdivé. V tablové metodé nepravdivost zavéru syntakticky vyznacujeme
negaci apravdivost premis vyznaCujeme vlastné absenci néjakého indikatoru. Tim, ze
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v tablovém dikazu najdeme otevienou vétev, zjistime vlastné valuaci, pfi niz jsou vSechny
premisy a taky negace zavéru pravdivé (jinak feceno: dana mnozina formuli je splnitelna). To
znamena, Ze jsme nasli valuaci, pfi niz jsou premisy pravdivé a nenegovany zavér nepravdivy.

Uvédomme si, ze metoda sémantickych tabel se da vyuzit i k nalezeni valuace, je-li
jakd, jez spliuje néjakou mnozinu formuli. Valuaci spliujici danou mnozinu formuli je
valuace vyznacena pomoci proménnych a jejich negaci v otevienych vétvich dtikazu.

Metoda sémantickych tabel (stromt) se da rovnéz vyuzit k ovéfovani tautologi¢nosti
formuli. To je zalozeno na faktu, Ze 0 |= A pravé tehdy, kdyz §0{- A} |= = (B—B) (kde A je
tautologie a @ je prazdnd mnozina formuli T, coz normalné neznacime). V kofeni stromu
dikazu, Ze dana formule A je tautologii, je tedy jen jedna formule, jmenovité - A.

(Urcity druh splnitelnych mnozin formuli jsou Hintikkovy mnoZiny formuli. Mnozina
formuli H se nazyva Hintikkova mnozina pravé tehdy, kdyz pro formule H plati, ze a) je-li
= pUH, tak pOH, b) je-li = p[H, tak p[JH, c) je-li pLlgH, tak p[0H i g[UH, d) je-li pllg[IH,
tak pJH nebo gUH, e) je-li - (pLg)UH, tak - p[0H nebo ~gUH, f) je-li = (pgq)UH, tak - pOH
i ~gJH. Plati, ze kazda Hintikkova mnozina je splnitelna.)

Ptivodni verze tablové metody vyuzivala ponékud jina pravidla, nez si uvadime
nize. Obsahovala predev$im indikaci pravdivosti a nepravdivosti formuli, pro coz byly
pouzivany nejcastéji ,TA“ a ,FA®, popf. ,A=1“ a,A=0% apod. Nami uzivany systém
pravdivost A nijak neindikuje, nepravdivost A vsak indikuje jakozto = A, ¢imz se odstranila
zjevnou zavislost této dikazové metody na sémantice. Nas vySe uvadény priklad by tedy
vypadal napriklad takto:

T(plhq) v premisa
T(qUnr) v premisa

Fr v negace zaveru
|
Tp disledek aplikace pravidla dekomponujiciho plhg
Fq dusledek aplikace pravidla dekomponujiciho p[g
/\
Tq Fr dusledek aplikace pravidla dekomponujiciho gl-r
X

Zde je seznam odvozovacich pravidel ndmi uZivané varianty metody sémantickych
tabel. Néktera ztéchto pravidel jakoby predpokladaji De Morganovy zakony ¢i prevod
implikace na disjunkci; to proto, ze rozvétveni slozené formule odpovida disjunkci, kdezto
dekompozice slozené formule na formule, jez jsou zafazeny za sebou, odpovida konjunkeci.
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AlB - (ALB)
| /\
A -A -B
B
ALB - (ALB)
/\ |
A B -A

-B

/o |

-A B A

-B

/\ /\
A -A A -A
B -B -B B
_I_|A
|
A

14.8 Priklady diikazi metodou sémantickych tabel

V anotacich tablovych dikazii na vySe uvadéna pravidla struéné referujeme symboly
vyrokovych spojek, jez jsou hlavni v dekomponované formuli. Napriklad [ odkazuje na
pravidlo dekomponujici ALB, -0 odkazuje na pravidlo dekomponujici -~ (ALB). Nami
uvadéné anotace bychom mohli zjednodusit tak, ze bychom odkazovali na ¢isla formuli, coz
by ale obnaselo, Ze postupné vznikajici formule bychom museli postupné ¢islovat.
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Znovu piipomindame elementarni zptisob vyhodnoceni: jsou-li véechny vétve uzavieny
(x), dany usudek je platny; je-li aspon jedna vétev oteviena, dany usudek platny neni.
V pifipadé ovérovani tautologicnosti je to podobné, tautologie je vlastné usudek snula
premisami.

1)

Metodou sémantickych tabel ovéfte usudek p - g, p U g (tj. vlastné Modus ponens).
-9 v premisa
p premisa
q negace zaveru (tj. predpoklad dikazu sporem)
[\

-p q dekompozice prvni premisy; —

X X

Vsechny vétve stromu jsou uzavreny, Cili neexistuje valuace, ktera by spliovala mnozinu
obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, ze isudek je platny.
2)

Metodou sémantickych tabel ovérte usudek pltgq, g [ —p.

plig v premisa

q premisa

a-p v negace zavéru (tj. predpoklad dikazu sporem)
|

p

[\
p -q dekompozice prvni premisy; []
X

Vsechny vétve stromu nejsou uzavreny, ¢ili existuje valuace, ktera splituje mnozinu obsahujici
premisy a negaci zavéru. Znamena to, Ze usudek neni platny.
3)

Metodou sémantickych tabel ovéfte tsudek p — g, =g LI =p (tj. vlastné Modus tollens).

pP-q v premisa
q premisa
aap v negace zaveru
|
p dekompozice negace zavéru; = -
[\
pq dekompozice prvni premisy; —
X X
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Vsechny vétve stromu jsou uzavfeny, Cili neexistuje valuace, ktera by splinovala mnozinu
obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, ze isudek je platny.
4)

Metodou sémantickych tabel ovérte tisudek p — g, g —r [ p —r (tj. vlastné Hypoteticky
sylogismus).

-9 v premisa
q-r v premisa
~(p-1) v negace zaveéru
|
P dekompozice negace zavéru; - —
-r dekompozice negace zavéru; - —
/\
ap  q dekompozice prvni premisy; —
x /[ \
—q r dekompozice druhé premisy; —
X X

Vsechny vétve stromu jsou uzavfeny, Cili neexistuje valuace, ktera by splinovala mnozinu
obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, ze isudek je platny.

5)
Metodou sémantickych tabel ovérte tsudek ~plhg, ~r—p 0 g—r.
-plhgq v predpoklad
ar-p v predpoklad
—(g-r1) v negace zaveru
|
q dekompozice negace zavéru; - —
-r dekompozice negace zavéru; - —
/\
aar/ p dekompozice druhé premisy; —
| /\
r -p g dekompozice = - r; = —; dekompozice prvni premisy; []
X X X

Vsechny vétve stromu jsou uzavreny, Cili neexistuje valuace, ktera by splinovala mnozinu
obsahujici premisy a negaci zavéru. Znamena to, ze isudek je platny.
6)

Metodou sémantickych tabel ovéfte usudek p - g, = (ql=7)0 plir.
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P-q v premisa
= (gqlhr) v premisa
= (plr) v negace zaveru
|
-p dekompozice negace zavéru; = [J
-r dekompozice negace zavéru; = [J
[\
-p  q dekompozice prvni premisy; —
[\
g r -qr dekompozice druhé premisy; - [
X X X
Usudek neni platny.
7)
Metodou sémantickych tabel ovérte usudek p - g, g—r, ~rlp O —p.
P-q v premisa
q-r v premisa
arthp v premisa
aop v negace zaveru
|
dekompozice negace zavéru; = -
[\
-p q dekompozice prvni premisy; —
X /\
ar -p dekompozice tfeti premisy; U
/\ X
-q r dekompozice druhé premisy; —
X X
Usudek je platny.
8)

Metodou sémantickych tabel ovéite usudek p — g, rlg O (pllg) - 1.
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J v premisa

rlhgq v premisa

= ((pLg) »1r) v negace zdvéru
|

(plg) v dekompozice negace zavéru; - -
-r dekompozice negace zavéru; = -
/A
r aq dekompozice druhé premisy; [
x 0\
-p q dekompozice prvni premisy; —
[\ %
P q dekompozice slozené formule pod zavérem; [
X X
Usudek je platny.
9)

Metodou sémantickych tabel ovéite usudek p - (q—r) U (pllg) - .

p-(g-7) v premisa
- ((pg) »—~1) v negace zavéru

(plg) v dekompozice negace zavéru; - —
aor v dekompozice negace zavéru; = —
|
p dekompozice (pllg); U
q dekompozice (pllg); I
r dekompozice = —r; = -
/\
ap  g-r v dekompozice prvni premisy; —
x /0
g r dekompozice g -r; —
X
Usudek neni platny.

10)
Metodou sémantickych tabel ovéite usudek p - g, g —»—r, 7 r-s p—s.

pP—-q v premisa
q--r v premisa
ar-s v premisa
“(p—s) v negace zaveru
p dekompozice negace zavéru; - —
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-s dekompozice negace zavéru; - —
/\
ap q dekompozice prvni premisy; —
x /\
-q ar dekompozice druhé premisy; —
x [\
aarys dekompozice tfeti premisy; —
|
r dekompozice 7 —r; ==
X
Usudek je platny.

11)
Metodou sémantickych tabel ovérte usudek (pLlg) - (rlk), g (nr-p) U r— (plg).

() - (rs) v premisa
go(or-p) premisa
= (r-(ply) v negace zdvéru

r dekompozice negace zavéru; = —
- (plly) v dekompozice negace zavéru; - —
|
-p dekompozice (pllg); = U
-q dekompozice (pllg); -0
/\

pigv -~(ply) v dekompozice prvni premisy;
s v =(rls) v dekompozice prvni premisy;

I\ |
P q | dekompozice plg; O
X X |
-p dekompozice = (pllg); =[]
-q dekompozice = (pllg); =[]
/\
-r -s dekompozice = (rlk); = [
x /N
q q dekompozice druhé premisy;
(nr-p) —(~r-p) v dekompozice druhé premisy; «
x
-r  dekompozice = (~r-p); - -
-p  dekompozice = (—~r-p); - -
X
Usudek je platny.
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12)

Metodou sémantickych tabel ovéite, zda je formule A - (B - A) tautologii. (Pro volbu
A, B, C namisto p, g, r v téchto tlohdch nemdme s vyjimkou odliSeni od ovéfovani usudka
zvlastni dtivod.) Jak uz bylo feceno vyse, tautologie je vlastné zavér pomyslného usudku o nula
premisach. Pfi dikazu sporem tedy celou tautologii negujeme.

- (A-(B-A)V/ negace formule

A dekompozice negace formule; = —
~(B-A)v dekompozice negace formule; = -

B dekompozice predchozi slozené formule; = —
—A dekompozice predchozi slozené formule; = —
X

Dana formule je tautologii, nebot neexistuje valuace, ktera by splnovala negaci této formule.
Protoze je nesplnitelna, negace dané formule je kontradikce a formule dand je tudiz tautologii.
13)

Metodou sémantickych tabel ovérte, zda je formule (=B - = C) - (A - B) tautologii.

= ((+B--C)-(A-B)) v negace formule

-B--C v dekompozice negace dané formule; = -
-(A-B) v dekompozice negace dané formule; = -
|
A
- B dekompozice = (A - B); = —
/A
B -C dekompozice (-B--C); -
X

Dana formule neni tautologii, nebot existuje valuace, ktera splnuje negaci této formule.

14.10 Rezolu¢ni metoda

Rezolucni metoda ¢i rezolucni dokazovdni, v navaznosti na predchiidce vypracovana Johnem
Alanem Robinsonem, se uplatiuje pfiautomatickém dokazovani, a proto je procvicovana
zejména v prostfedi informatiky. Jak uvidime, problematika ma souvislost s problematikou
disjunktivnich/konjunktivnich forem.

Rezolu¢ni metoda vyuziva nasledujici pravidlo (kde / je literal, tj. atomicka formule
nebo jeji negace), nebo jeho dvé netplné varianty:
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(AO)O(BLRI) (AR (ARDO

Zavér tohoto pravidla, (ALB), je nazyvan rezolventa. Rezolventa je sémanticky disledek,
nikoli v8ak ekvivalent, konjunkce (ALT) a (B[} ).

Nyni tzv. klauzule je literdl nebo disjunkce literalti. Naptiklad (ALI) i (BhI) jsou
klauzule. Klauzule odpovida nekontradiktorické formuli. To znamena, Zze tautologiim
odpovidaji klauzule jako napt. plI[}-1, které obsahuji literal i jeho negaci. Kontradikcim na
druhou stranu odpovida prazdna klauzule (kdyby byla neprazdna, byla by pravdiva aspon
pfi néjaké valuaci). Tzv. klauzuldrni forma dané formule neni nic jiného nez jeji konjunktivni
normalni forma, tj. konjunkce klauzuli. Napfiklad -alblk) ma jako klauzularni formu
(mab)d(—alk).

Rezolu¢ni metoda ma vice moznosti uplatnéni, zde je jen nékolik ukazek.

1)

Za¢néme prikladem odvozeni dtsledku z mnoziny formuli, resp. s ovéfenim tsudku
jako tfeba:

pP-q

—lp -7

qlir

Premisy usudku prevedeme na klauzule (eliminujeme dvojitou negaci) a sefadime pod sebe
jako prvni kroky naseho dtikazu, tedy jako jeho predpoklady. Poté na dané kroky aplikujeme
rezolucni pravidlo:

1. -pllg predpoklad
2. plr predpoklad
3. qllr rezoluce (1,2)
2)

Pravidlo rezoluce mutizeme nasadit podle potieby opakované i na pribézné vzniklé

vvvvvv

L. —pligllr predpoklad (1. premisa v upravé)
2. slhg predpoklad (2. premisa v upravé)
3. tlhr predpoklad (3. premisa v tpraveé)
4, - pUksUlr rezoluce (1,2)
5. ~pLsLk rezoluce (3,4)
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6. p - (slk) (aprava 5.)

3)

Jako dalsi priklad uplatnéni rezolu¢ni metody si ukazeme generovani logickych
disledki formuli. Uvazme pro piiklad, ze lidé se jmény A az E se divaji na televizi, cemuz
odpovidaji atomické vyroky a az e. Vime, Ze plati doslova toto (a - b), (dle), (blk) (blk),
(d - c), e—(alld). Dané vyroky prevedeme do klauzularni podoby:

(a-b), . (~alb)

(dlle)

(bLe) [ (bLX), tj. (b)) (= b )

(doc), tj. (= dle) (= cd)

e— (alld), tj. melalld) ¢ili (- ella) (- eld)

A S

Konjunkce rozdélime na jednotlivé klauzule a vSechny ziskané klauzule sefadime do
posloupnosti jako prvni kroky dtikazu:

—allb
dlle
bk

- blhc
-dlk
= cld
—ell
—elld

P NN

Dalsi kroky ziskdme rezoluci. Snazime se pfitom vygenerovat nejjednodussi rezolventy, ¢imz
ziskame vSechny platné elementarni (pozitivni nebo negativni) fakty:

9. d rezoluce (2,8), tj. D se diva

10. c rezoluce (5,9), tj. C se diva
11. -b rezoluce (4,10), tj. B se nediva
12. -a rezoluce (1,11), tj. A se nediva

13. e rezoluce (7,12), tj. E se diva

4)

Pred aplikaci rezolu¢ni metody kovéfeni splnitelnosti mnoziny formuli si
pfipomenme, Ze mnozina formuli je nesplnitelna, pokud obsahuje spor nebo je spor z dané
mnoziny odvoditelny. Takze pokud vdtkazu vygenerujeme prazdnou rezolventu, dana
mnozina je nesplnitelna. Ovérme splnitelnost mnoziny {pLiglhr, = p, plglh, plhg}:
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L. pglhr

2. ap

3. pligllr

4. plig

5. qlhr rezoluce (1,2)
6. plg rezoluce (1,3)
7. p rezoluce (4,6)
8. spor (2,7)

Dalsi rezolventy jiz generovat nemusime, dana mnozina je nesplnitelna.
5)

Usudky lze ovéfovat rovnéz aplikaci metody rezoluce v ramci ditkazu sporem. Ovéime
tak napriklad usudek plly, -pllr a -gqll O rlk. Pfi dikazu sporem negujeme zavér
a pfevedeme ho pomoci DM na —r[hs. Na dané formule opakované aplikujeme rezolu¢ni

pravidlo:

1. plg predpoklad

2. - plr predpoklad

3. gL predpoklad

4. -r prvni konjunkt negace zavéru
5. - druhy konjunkt negace zavéru
6. -p rezoluce (2,4)

7. q rezoluce (1,6)

8. q rezoluce (3,5)

9. spor (7,8)

Pii dikazu sporem jsme tedy doSli k prdzdné klauzuli, takze prislusnd mnoZina
predpokladana v ditkazu sporem splnitelna neni. Proto dany zavér plyne ze zadané mnoziny
formuli, usudek je platny.
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