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13. Axiomatické systémy VL a pojem ditkazu

Uz Euklidés, ktery polozil zaklady modernim uvaham o axiomatickych (formdlnich)
systémech, narazil na to, ze mnozina — vjeho pripadé geometrickych - pravd je nekonecna.
Kromé problému s uréenim takovéto rozsdhlé mnoziny tu jde i o problém, jak se ujistit, ze
libovolna pravda z dané mnoziny skute¢né je pravdou. Pojem axiomatického systému pak
vlastné resi oba naznacované problémy najednou. Pri sestavovani axiomatického systému
nejprve zvolime (kone¢nou) mnozinu zakladnich, evidentnich a tedy dtikaz nevyzadujicich
pravd, tzv. axiomiu. Dale zvolime (konecnou) mnozinu bezpecnych prostiedkd, tzv.
odvozovacich pravidel (nékdy zvanych dedukéni ¢&i derivacni pravidla), jez umoznuji
zmnoziny axioml generovat daldi pravdy, tzv. teorémy. Axiomaticky systém je tedy dan
axiomy a pravidly odvozeni. Jednotlivé teorémy, tedy dokazované pravdy, jsou vzdy
demonstrovany pomoci diikazii, tj. posloupnosti pravd danych (¢ili axiomt) nebo jiz
dokazanych (¢ili teorémit), pricemz jednotlivé prvky této posloupnosti jsou ziskavany pomoci
pravidel odvozovéani. Ve 20. stoleti se zjistilo (zvl. diky Goédelovym vysledkiim), Ze pojem
pravdy ve smyslu pravdivé formule a pojem dokazatelné formule je Zadouci od sebe oddélit.
Mohli bychom fici, Ze mnohé zde provadéné uvahy patti do tzv. metalogiky, v tuzemsku se
tento termin ale neuziva.

13.1 Axiomatické systémy pro VL

V nasledujicim vykladu predkladame nékolik moznych axiomatickych systémii VL.
V prostfedi matematické logiky se casto mluvi o kalkulech k VL. Struktura jinych
axiomatickych systéma VL je analogicka. Kazdy axiomaticky systém S je zadan:

1) formalnim jazykem (bez sémantiky),
2) mnozinou axiomd,
3) mnozinou odvozovacich pravidel.

Tato struktura je vynucena tim, ze bod 1) ur¢uje mnozinu spravné utvorenych formuli VL, jez
jediné nas na rozdil od nespravné utvorenych formuli zajimaji. Ur¢enim mnoziny axiomd,
bod 2), vyc¢lenujeme v mnoziné spravné utvorenych formuli ur¢itou mnozinu pravd; zbylé
pravdy pak generujeme pomoci pravidel odvozeni, bod 3), jakozto teorémy.

Toto rozdéleni axiomatického systému (kalkulu) do tfi casti je vsak do jisté miry
artificialni, naptiklad jazyk je obsazen ve formulich a tedy i v axiomech. Takovato tvaha vsak
muze jit dale k nazoru, Ze axiomy jsou jakasi bezprostfedni pravidla. To by pak znamenalo, ze
axiomaticky systém (kalkul) mizeme jednoduse chapat jako jednozna¢né uréeny mnozinou
pravidel.
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1) Formalni jazyk

Formalni jazyk, zadany abecedou a gramatikou, je tedy relativni kdanému
axiomatickému systému. V pfipadé standardniho axiomatického systému VL je casto vybiran
jazyk, jehoz jedinymi spojkami jsou - a —.

2) Axiomy

Axiomy daného axiomatického systému S jsou zakladni vybrané formule S. Volba
axiomu totiz neni libovolnd. Aby byl dany axiomaticky systém korektni, tedy abychom
dokazovali jen logicky pravdivé formule, volba podléha dvéma kritériim: a) kazdy axiom je
tautologie, b) mnozina axiomt musi umoznovat, aby se z nich daly odvodit pokud mozno
véechny logicky platné formule. Pfitom je rozumné, aby tato mnozina byla minimalni, tedy
aby zadny axiom nebyl dokazatelny zjinych axiomi; volime tedy tzv. nezdvislou mnoZinu
axiomil — axiom je nezavisly tehdy, kdyz by mnozina teorému byla mensi, kdyby byl tento
axiom odejmut.

Tzv. formalizované (i axiomatizované, axiomatické) teorie maji kromé axiomi
definovany i mimologické axiomy ¢i jinak feCeno postuldty, které obsahuji mimologické pojmy,
tj. pojmy z pfedmétné oblasti, o niZ dana teorie vypovida. Tyto postulaty nebyvaji logicky
pravdivé, nebyvaji to tautologie. Pfikladem je tfeba néktera axiomaticka teorie mnozin.

Bézné uvazovanymi axiomy VL jsou:

Axiom 1: p-(q-p)
Axiom 2: p-(@-1)-((p-q9)-{P-7)
Axiom 3: (g--p)-(p-9q)

Aby bylo mozno z pravidel odvozeni vypustit Pravidlo substituce (srov. nize), jsou obvykle
volena axiomovd schémata. Protoze obsahuji metaproménné pro formule, kazdé axiomové
schéma reprezentuje nekone¢né mnoho jednotlivych axiomi, které by vznikly substituci.

Axiom 1: A-(B-A)
Axiom 3: (_IB—>_IA)—>(A—>B)

Existuji i jiné sady axiomovych schémat, napriklad:

Ao (BoA)
(A-(B-0)-(A-B)-(A-0())
(#B->=A)-((wA-B)-A)
(AOB)-»A  alt. (ACB)-B
A~ (B-(A0OB))

A (AOB)  alt. B (AOB)
(A-B)-((A-B)- (ALB) - C))
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Dokonce je mozna i jednoprvkova mnozina axiomi pro jazyk s = a —, obsahuje:
((A-B)»(=C-=D))-C)-E)-(E~A) - (D~ A))

Pro axiomaticky systém, jehoz jazyk obsahuje jako operator jen t, je takovym jedinym
axiomem:

(A1 (Bt1CO)1((D1(DtD))t((EtB)t ((ATE)t (ATE))))

(Pravidlem odvozeni vtomto systému neni Modus ponens, ale A, At1(A1C) / C)
(Tautologicnost vSech téchto axiomil lze snadno ovérit napriklad tabulkovou metodou.)

3) Pravidla odvozovani

Modus ponens (MP)

A[B/a] (pomoci [B/a] vyznacujeme nahrazeni vSech vyskytt a v A pomoci B)

MP je obligatnim pravidlem odvozovani (Modus ponendo ponens, lat. zptisob kladné
kladny; alternativni néazev je pravidlo odlouceni, angl. ,rule of detachment®; byl objeven
Stoiky, ktefi ho nazyvali hypoteticko-kategoricky sylogismus). Pravidlo substituce je nezbytné
pouze pokud nepouzivame axiomova schémata.

Podotknéme, ze volba odvozovacich pravidel neni libovolna. Aby byl systém korektni,
musi pravidla zachovavat pravdivost vtom smyslu, ze formule, kterou aplikaci pravidla
obdrzime, je pravdiva alespon ve vSech modelech mnoziny predpokladd pravidla, tedy ze
z téchto predpokladtt vyplyvd. Hovori se zde proto o korektnosti odvozovacich pravidel,
pricemz takovato korektnost muze byt vyjadfena vétou, jejiz platnost je nasledné dokazovana.
Pro ptiklad uvazme Vétu o korektnosti pravidla Modus ponens a to v této podobé: Jestlize
formule A a A- B jsou tautologiemi, tak i B je tautologii. Dikaz této véty je pomeérné
jednoduchy, a proto si ho ted predvedeme. Pfedpoklddejme, ze A i A — B jsou logicky pravdivé
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formule; proto nemuze existovat v, pfi niz by B mohla byt nepravdiva, ponévadz to by A — B
nemohla byt pfi této v pravdiva a tedy ani tautologii.

Kromé vyse uvedenych dvou pravidel si lze odvodit idal$i pomocna odvozovaci
pravidla. Mnoha z nich maji svou obdobu v zdkonech VL, jez jsou tvaru implikace; to ukazuje
dualezitost implikace pro vyplyvani. Viz takovato pravidla nize v sekci o pfirozené dedukci
(14.4), popt. gentzenovské dedukci (14.5).

13.2 Dikazy

Posloupnosti formuli, jez jsou vysledky aplikaci odvozovacich pravidel, nazyvame diikazy.
Jejich zavére¢nymi formulemi jsou formule dokdzané, tedy teorémy. Je zadouci si uvédomit,
ze jak pojem teorému, tak hlavné pojem diikazu jsou syntaktické pojmy. K ziskani teorému
tedy neni nezbytna néjaka sémanticka uvaha ¢i snad intuice, ale pouhd manipulace symboli.
Mechani¢nost takovéto ,strukturalni® prace se symboly umoziuje nejenom lepsi produktivitu
pravd po kvalitativni strance, ale i po strance kvantitativni, coz ukazuje zajimava oblast
pocitacové generovanych dikazd, automatické dokazovani. Jednotlivé dukazy jsou
samozfejmé relativni k jednotlivym axiomatickym systémm, od ¢ehoz ovSem mnozi autofi
ve svych definicich abstrahuji. Podobné abstrahuji od toho, ze se jedna o dikazy vtom ¢i
jiném dtikazovém systému. Je vSak tfeba podotknout, ze diikazy naptiklad v hilbertovském
a gentzenovském systému (k obéma v nasledujicich dvou kapitolach) jsou vzdjemné
prelozitelné.

Dukaz

Konec¢na posloupnost formuli A;, A, ..., A, je vdaném axiomatickém systému
S ditkazem pravé tehdy, kdyz pro kazdé i takové, ze 1 < i< n, je formule A; bud
1) axiomem S nebo
2) je odvozena aplikaci nékterého pravidla odvozeni systému S na formule A, ..., A,
pricemz j, ..., k <i.

Vsimnéme si, ze podminky 1) a 2) nejsou vzdjemné se vylucujici. Na konci dikazt se
z historickych dtvoda nékdy uvadi QED, piip. q.e.d., coz je zkratka za latinské ,quod erat
demonstrandum®, ¢esky ,coz bylo tfeba dokazat“. Po strané dukazu se pi$i anotace, které
indikuji, ze dany krok diitkazu vznikl uplatnénim kterého pravidla na které predchozi kroky.

Uvedme si hned jednoduchou ukézku takového obycejného primého diikazu bez
predpokladi. Dokazme g — (=p —¢g). V dtikazu pouzijeme axiom p - (g—p) (tj. Ax 1) a pak
uplatnime Pravidlo substituce (v nasledujicich kapitolach budeme tyto dva kroky obvykle psat
do jednoho radku):

2.9-(7p-q) Pravidlo substituce (1; g/p, = p/q)
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Diikaz z predpokladii, nékdy nazyvany ditkaz z hypotéz, oddéluje predpoklady a vlastni
dokazované formule, a proto je formalni obdobou béznych usudkd, jez se sestavaji z premis

a zaveéru.

Dikaz z predpokladii

Necht T je systém formuli. Kone¢na posloupnost formuli A;, A,, ..., A, je vdaném
axiomatickém systému S ditkazem ze systému predpokladii T pravé tehdy, kdyz pro kazdé i
takové, ze 1 <i < n, je formule A; bud

1) axiomem S nebo
2) je prvkem T nebo
3) je odvozena aplikaci nékterého pravidla odvozeni systému S na formule A, ..., A,

pricemz j, ..., k <i.

Na ukazku dokazeme z predpokladi formuli q—p, nasim predpokladem bude
formule p, tj. nasi T je {p}.

2.p predpoklad
3.9-p MP (1,2)

Timto jsme mimochodem dokazali (odvozené) pravidlo p — (g - p), p / g— p. V§imnéme si, Ze
vdikazu z pfedpokladi neni kazdy krok logicky pravdivy, formule p i g—p jsou totiz
netautologické.

e s V.V

jeho nejjednodussi ditkaz md nula krokd, ¢ili dikazem axiomu S v systému § je axiom sam.
(Existuji i del$i nez jednokrokové dikazy axiomt, napfiklad Ax 1 odvodime z Ax 1 pomoci
substituce g/p, p/q a pak pomoci substituce p/q, q/p.)

Kone¢né jsou tu jesté pojmy dokazatelné formule a teorému. (V pripadé VL ke kazdé
tautologické formuli existuje dtkaz bez predpokladli, proto neni tfeba hovorit
o dokazatelnosti z predpokladi.)

Dokazatelnost formule

Formule A je dokazatelnd v axiomatickém systému S pravé tehdy, kdyz vtomto
systému S existuje diikaz, jehoz je tato formule poslednim ¢lenem.

Bylo by uzite¢né si rezervovat termin ,,dokazatelna® pro formule dokazané diikazem
bez predpokladii a termin ,odvoditelnd“ pro formule dokdzané (odvozené) dikazem
z predpokladi, ale v pfirozeném jazyce zakotvena tendence tyto dva terminy zaménovat ¢ini
takovouto umluvu tézko udrzitelnou.
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Teorém

Formule A je teorémem axiomatického systému S pravé tehdy, kdyz je dokazatelna
v systému S. Zna¢ime pomoci |-s A.

Nékdy se teorémim fika véty, ale v pripadé teorémi studovanych kalkult (nikoli teorému
nas$i metalogiky), je tento termin spi§ vzacny. (Dodejme, Ze formule A je vyvratitelnd
v axiomatickém systému S pravé tehdy, kdyz v S existuje dikaz = A.)

Protoze se jednd o dokazovani (niZe pak vyplyvani) vzhledem k S, u |-s (v textu nize
zase |=s) piSeme ,,S“ v dolnim indexu. Pokud ale neni nezbytné tuto relativizaci k ur¢itému
axiomatickému systému zminovat, byva ,,S“ v dolnim indexu vypousténo.

Nyni uvedeme Davidem Hilbertem dokazany Metateorém dedukce (¢i Dedukcni
teorém), v soucasnosti nejcastéji nazyvany Véta o dedukci. Ten umoznuje ucinné zkracovat
dukazy, zejm. diikazy z predpoklad.

Véta o dedukci (VD)

Necht T je teorie (soubor pfedpokladt), A a B formule. Potom T |- A - B pravé
tehdy, kdyz TO{A} |- B.

Vsimnéme si, Ze VD vlastné mluvi o existenci dtikazt: dikaz formule Bz A (a z T) existuje
pravé tehdy, kdyz existuje ditkaz formule A - B (z T). ,,TU{A}“ byva obvykle zkracovano na
» Ty A%

Z hlediska zakladniho praktického uziti umoznuje VD prevadét platné tsudky na
tautologie, a naopak. Diky této souvislosti s usudky néktefi autofi uvadéji tzv. sémantickou
variantu Véty o dedukci: Necht T je teorie, A a B formule; potom T |= A - B pravé tehdy, kdyz
T,A|=B.

Fungovani VD si ukdZzeme na vy$e uvadéném pfimém dukazu z predpokladii:

L.p-p
2.p-(q-p)
3.(p-p)~(p-(g-p) VD (1,2)

V nasem dal$im pfikladu si ukdzeme, jak se (pfimy) diikaz z predpokladii pouzity

dohromady s VD vyuziva k dokazovani novych pravidel v systémech tzv. ptirozené dedukce.
Méjme za kol odvodit pravidlo:

To znamend, ze mdme dokdzat -q—-p z ptedpokladu p-gq, tj. p—q |- =q—-p. Dikaz
vyuziva odvozené pravidlo Modus tollens (tj. A — B, =B/ = A; srov. niZe):
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l.p-q predpoklad

2.9q predpoklad

3.4p Modus tollens (1,2)
4.2q-=p VD (2,3)

Nyni uvedeme tfi dal$i druhy dtikazd, jez jsou kromé primého dikazu z nebo bez
predpokladi casto pouzivany. Neptimy ditkaz odvoditelnosti B z A je vlastné primym
dikazem odvoditelnosti = A z = B. Pro praktickou ilustraci uZiti dokazme p — g, 7 q |- -~ p. N&§
neprimy dtikaz vyuziva odvozené Pravidlo eliminace dvojité negace (tj. == A / A; srov. nize):

l.p-gq predpoklad

2.9¢q predpoklad

3.a-p predpoklad neprimého ditkazu

4.p Pravidlo eliminace dvojité negace (3)
5.q MP (1,4)

V daném prikladu dale vede diisledek 5. naseho predpokladu neptimého ditkazu 3. ke
sporu s piimym piedpokladem 2., takze lze znadich predpokladi 1. a 2. odvodit negaci
predpokladu neprimého dikazu (pfesnéji to, ¢eho byl predpoklad nepfimého dikazu negaci),
totiz:

6.p na zakladé sporu (3,5)

Takze dany priklad zdroven miizeme pochopit i jako ukazku casto pouzivaného diikazu
sporem (v anglicky piSicim prostredi ,reductio ad absurdum®, castéji jen ,reductio®, coz se
dopisuje do anotace piislusného kroku). (Nas priklad byl zamérné vybran pravé proto, aby
ukazal rozdil mezi nepfimym ditkazem a dtikazem sporem, ktery mnohdy neni jasny.) Diikaz
sporem se zaklada na Vété o ditkazu sporem: T |- A pravé tehdy, kdyz T, = A |- = (B - B) (kde
formule = (B B) reprezentuje spor); v sémantické obdobé této véty, tj. s |= namisto |-, je
TU{= A} nesplnitelnou mnozinou formuli. Budeme-li ted T (jez je kone¢nou mnozinou)
chapat jednoduse jako formuli, tak to znamena, ze T—A pravé tehdy, kdyz —(TU-A).
V matematice mnohdy uzivany diitkaz rozborem ptipadii se zase zaklada na Vété o ditkazu
rozborem ptipadii: T, ACB |- C pravé tehdy, kdyz T, A |- C a zéroveir T, B |- C.

13.3 Vlastnosti axiomatickych systémii VL

U axiomatickych systémii ndas zajimaji tfi dualezité vlastnosti, jez mohou mit, totiz
rozhodnutelnost, bezespornost a uplnost. Prva zminovana vlastnost, jez v posledni dobé
nebyva prili§ ¢asto zminovana, znamena to, ze dovedeme rozhodnout, zda je dana formule
teorémem daného systému nebo ne. Bezespornost vzasadé znamend, Ze dany systém
negeneruje kromé formule i jeji negaci, coz by v diisledku obnaselo, Ze by generoval véechny
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formule vibec. Uplnost je nejzajimavéjsi, nebot znamend, Ze dany axiomaticky systém
generuje vSechny logicky pravdivé formule.

Nez uvedeme piesné definice, zminime dilezity fakt, totiz Ze pro VL existuji
rozhodnutelné, bezesporné a uplné axiomatické systémy (kalkuly). Stru¢né se pak ik, ze VL
je rozhodnutelnd, bezespornd, a tplnd. Piikladem takového axiomatického systému je vyse
uvadény systém s trojici axiomovych schémat a MP.

Pro porozuméni pojmu rozhodnutelnosti axiomatického systému musime nejdfive
definovat, co rozhodnutelnost znamena obecné: mmnoZina M je rozhodnutelnd ve své
nadmnoziné N pravé tehdy, kdyz existuje efektivni algoritmus (tj. procedura o kone¢ném
poctu krokt) aplikovatelny na prvky mnoziny N, ktery o kazdém prvku mnoziny N urci, zda
je, ¢i neni, prvkem mnoziny M. Samoziejmé plati, Ze abeceda jazyka daného axiomatického
systému musi byt rozhodnutelna v mnoziné vSech moznych symbolt. Také mnozina spravné
utvorenych formuli musi byt rozhodnutelna v mnoziné vSech moznych kombinaci znaka
abecedy. Mnozina axiomu daného axiomatického systému musi byt rozhodnutelnd v mnoziné
spravné utvorenych formuli. Kdyz se hovofi o rozhodnutelnosti axiomatického systému, je
tim minén nasledujici pojem.

Rozhodnutelnost

Axiomaticky systém S je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz o kazdé formuli A je
rozhodnutelné, zda je ¢i neni teorémem S.

To znamena, Ze mnozina teorému S je rozhodnutelna v mnoziné vsech formuli VL.
Ve sporném systému je dokazatelna formule A i formule - A; systém je bezesporny,
pokud v ném A i - A dokazatelné nejsou.

Syntakticka bezespornost

Axiomaticky systém S je syntakticky bezesporny (konzistentni) pravé tehdy, kdyz v §
neni dokazatelna véta A= A (tj. spor).

Neékdy byva pridavana nasledujici definice: Axiomaticky systém S je syntakticky tiplny pravé
tehdy, kdyz pridame-li k mnoziné axiomu S formuli, kterd neni teorémem, tak dostaneme
syntakticky sporny systém.

To, Ze axiomaticky systém ma byt bezesporny, je samozfejmy pozadavek. Co uz tak
samozrejmé byt nemusi, je to, zda axiomaticky systém jako teorémy generuje pouze tautologie
(coz je korektnost) a hlavné zda generuje vSechny tautologie (coz je uplnost).
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Korektnost (sémanticka bezespornost)

Axiomaticky systém S je korektni (sémanticky bezesporny) pravé tehdy, kdyz pro
kazdou formuli A a systém formuli T plati, Ze je-li A dokazatelnd vSz T, tak A vyplyva z T
(je tautologickym dtisledkem T).

Cilije-li T |-s A, pak T |=s A.

Specialnim pripadem je, Ze je-li A dokazatelna v S, tak A je logicky pravdiva (je tautologii):

Cili je-li |-s A, pak |=s A.

Tuto vétu je mozno reformulovat v tom smyslu, Ze Zadny sporny systém T neni splnitelny.

Sémanticka aplnost

Axiomaticky systém S je sémanticky tiplny pravé tehdy, kdyz pro kazdou formuli A
a systém formuli T plati, Ze jestlize A vyplyva z T (A je tautologickym disledkem T), tak A je
dokazatelnavSz T.

Cilije-li T |=s A, pak T |-s A.
Specialnim ptipadem je, Ze je-li A logicky pravdiva (je tautologii), tak A je dokazatelna v S.

Cilije-li |=5 A, pak |5 A.

Zde je definovana tzv. silnd sémanticka aplnost, slabd sémanticka uplnost obnasi omezeni na
koneény soubor formuli T (proto pod slabou uplnost spada, Ze je-li |=s A, pak |-s A).
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