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11. Ovérovani, zda je formule tautologii

metodou protiprikladu

V této kapitole si osvojime metodu, jez se v rozvinutéjsi podobé s oblibou uziva pfi zjistovani
platnosti usudkda.

Vyse jsme vidéli, Ze pomoci sémantické tabulky lze urcit pribéh pravdivostnich
hodnot formule a tudiz i to, zda dana formule je, ¢i neni tautologii. Zde jsou dva konkrétni
priklady uplatnéni tabulkové metody, na nichz je ovSem vidét jeji relativni pracnost, ktera
exponencialné roste s vy$$im poctem proménnych:

- p - (g O p
o 1 1 1 1 1
o 1 1 0 1 1
1 0 I 1 1 0
1 0 0 0 0 0

Jak si lze v§imnout, k uréeni toho, Ze dana formule neni tautologii, by stacilo najit jen jeden
radek této tabulky. Presnéji, stacilo by zjistit, Ze dana formule nabyva pravdivostni hodnoty 0
pfi ¥(p)=v(q)=0.

V nasledujicim prikladu je k ovéfeni, ze dana formule je tautologii, potfeba provérit
vSechny radky. Bylo by ale Zadouci najit metodu, jak rychle zjistit, ze v zadném fadku neni
vyslednou hodnotou 0, tedy Ze neexistuje valuace, pfi niz je formule nepravdiva - a tedy je

tautologii.
- p - (@ O = p
0 1 1 1 1 0 1
0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 0

Skute¢nost, ze formule A neni tautologii, pokud alespon pii jedné valuaci nabyva
pravdivostni hodnotu 0, a Ze A je tautologii, pokud tomu tak neni, vyuzivd metoda
protiptikladu. Ta se snazi prokazat netautologi¢nost A tim, ze hleda valuaci, pfi niz A nabyva
hodnotu 0. (Jedna se tedy o dikaz sporem, viz niz kap. 13.)

Metodu protiptikladu si nejprve priblizime na pfikladech nasich dvou formuli.
Formuli - p - (glp) stru¢né oznacujme A. Pfipomenme si, ze hledame alespon jednu valuaci -
existuje-li néjaka —, pfi niz nase formule A nabyva pravdivostni hodnoty 0, tehdy by totiz A
tautologii nebyla. Toto celé je nasi hypotézou H:
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-p - (qlp)
0

Nase formule je tvaru B - C a implikace je nepravdiva, paklize antecedent je 1 a konsekvent 0:

-p - (qlp)
0

Toto (predbézné) ohodnoceni podle hypotézy H se budeme snazit prosadit smérem
k nejmensim podformulim A, totiz k p a g. Pokud se nam H podafi prosadit, najdeme tim
alespon jednu valuaci (v nasem konkrétnim ptipadé to bude v(p)=v(q)=0), pfi nizZ je formule
A nepravdiva a tedy neni tautologii. Prosadit se nam to ale nepodafi v pripadé, ze bychom
k prosazeni potiebovali, aby néjakd proménna pfi takové valuaci nabyvala hned dvé
pravdivostni hodnoty 1 a 0, coz je logicky vylouceno.

Vratme se k nasi formuli. Aby byla H prosazena v antecedentu, p musi byt 0, coz neni
problém prosadit:

-p—(qlp)
0

(Ziskanou hodnotu pro proménnou p si mizeme pro lepsi orientaci vyznacovat tieba
podtrzenim.) Nyni se hypotézu H snazime prosadit také vkonsekventu. Aby glp méla
hodnotu 0, tak obé¢ jeji dil¢i podformule musi byt 0:

-p—(qlp)

Vidime, Ze nds nic nenutilo k tomu, aby néjakd proménnd méla vzajmu H rozporné
odhodnoceni, hypotézu H se nam tedy podaftilo prosadit. To znamena, Ze jsme nasli alespon
jednu valuaci, pfi niz A neni pravdiva, a tudiz A neni tautologii.

Ukazme si jesté, ze v pripadé druhé formule, = p — (gl p), bychom v zdjmu H museli
mit rozpornou valuaci pro p. Tuto skute¢nost zde oznac¢ujeme tuénym rezem.
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—p—(qL-p)

Znamena to vlastné, ze pro danou formuli neexistuje valuace, ktera by ji ¢inila nepravdivou,
a tudiz je dana formule tautologii.

Poznamenejme, Ze nékdy mize byt pfi feSeni prikladu vyhodny trochu jiny postup,
kdy valuaci ziskanou na jedné strané formule pfeneseme na druhou stranu, poté dopocitime
pravdivostni hodnotu dané podformule a zjistime, Ze tato hodnota je odlisna od té ptivodné
zamyslené. Rozpor mezi pldnem a dosaZenou hodnotou si mlZeme vyznacit tieba tu¢nym
fezem:

-p—(ql-p)
0
1 0

0 (valuace ziskana na levé stran¢)
01
1

Doplnujici poznamka. Uz vyse bylo zminéno, zZe jde vlastné o dikaz sporem. Pravé
ukazana metoda se da prepsat do podoby, zniZ je zjevné, Ze jde o dukaz, protoze jde
o posloupnost formuli, které jsou vyvozovany pomoci néjakych odvozovacich pravidel
(k pojmu dtikazu a odvozovaciho pravidla viz kapitolu 13.). V daném ptipadé by formule byly
spjaty rovnou se ziskanymi pravdivostnimi hodnotami h, tj. pracovali bychom s ttvary jako
h:A. (Nize v kapitole 14. budeme uplatiovat soucasnou podobu metody sémantickych tabel,
jimz se naSe nasledujici ukazka podoba.) Zde je prepis vyse uvadéného prikladu.

L. 0: =p-(qlhp)

2. 1:=p disledek kroku 1. na zékladé definice —
3. 0: (q[hp) duasledek kroku 1. na zakladé definice —
4. 0:p duasledek kroku 2. na zakladé definice =
5. 0:gq dusledek kroku 3. na zakladé definice [J
6. 0:=p dusledek kroku 3. na zakladé definice [J
7. l:p duasledek kroku 6. na zakladé definice =

Nyni vidime spor mezi kroky 4. a 7., proto neplati predpoklad diikazu sporem, totiz krok 1.
Protoze dana formule nem?tize byt nepravdiva (jak predpokladal diikaz sporem), je tautologii.
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11.1 Priklady - ovéfovani, zda je formule tautologii

metodou protiprikladu

Metodou protiprikladu ovérte, zda je dana formule tautologii:

1)

p - (g-p)
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak musi byt: 1 0

4. rozpor valuace pro p v 2. a 3. (vyznaceno tucné)
5. protoze se nepodatilo prosadit hypotézu H, formule je tautologii.

2)

Pp-aq-p
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. pfenos valuace pro p nalevo: 0
4. je-li antecedent 0, (p - q) je 1, 1

coz je v souladu s hypotézou H (viz 2.):

5. protoze se podatilo prosadit H, dana formule neni tautologii.

Vsimnéme si, ze dana formule je 0 pfi v(p)=v(q)=0 a také pri v’ (p)=0, v’ (¢9)=1, ale my se
nemusime starat o to, pfi které z téchto valuaci to je.

3)

(g - (p-9q)
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
4. aby H, pak v antecedentu: 1 1
5. rozpor valuace pro g v 3. a 4.

6. protoze se nepodatilo prosadit hypotézu H, formule je tautologii.
4)
(p-q) - (=p~-9q)
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
4. vyhodnoceni negaci p a g: 0 1
5. pfenos valuace p a q: 0 1
6. nacez (p —q) je 1, coz je v souladu s hypotézou H (viz 2.);
7. protoze se podarilo prosadit hypotézu H, formule neni tautologii.
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5)
(=g--p) -~ (p-9)

1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
4. pfenos valuace pro p, q: 0 1
5. vyhodnoceni negaci: 1 0
6. takze implikace je nepravdiva: 0
7. coz je rozpor s H (viz 2.);
8. protoze hypotézu H se nepodatilo prosadit, formule je tautologii.
6)

(p— )~ (pL1) — (gCH7)
. Hypotéza H: 0
. aby H, musi byt: 1 0
. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
. takze prvni konjunkce musi byt: 11
. pfenos valuace pro r: 1
. negace rje tedy: 0

NN U W N

. pfenos valuace pro p: 1
8. aby antecedent byl pravdivy, tak g musi byt: 1
9. pfenos valuace pro g: 1
10. vyhodnoceni druhé konjunkce: 0
11. protoze se podafilo prosadit H, formule neni tautologii.
7)

((pUg)lr) » (=p —7)
. Hypotéza H: 0
. aby H, musi byt: 1 0
. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
. takze valuace pro p je: 0
. prenos valuace pro p, r: 0 0
. aby disjunkce byla pravdiva: 1

NN G N

. takze disjunkce je pravdiva: 1

8. avsak konjunkce vychazi jako: 0

9. jenze to je rozpor s H (viz 2.)

10. protoze se nepodarilo prosadit hypotézu H, formule je tautologii (T).

Vsimnéme si v8ak, Ze v 5. jsme uz mohli skoncit. Nebot jsme zjistili, Ze pravy konjunkt (totiz
r) ma byt nepravdivy, ackoli celd konjunkce ma byt pravdiva.

8)
(p-(q-1) - (p-q) ~(p-1)
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
4. aby H, tak musi byt: 1 0
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5. pfenos valuace pro p: 1

6. aby H platila pro konsekvent, tak g musi byt: 1
7. ptenos valuace pro p, g, 1: 1 10

8. vyhodnoceni implikace: 0

9. vyhodnoceni celého antecedentu: 0

10. aviak vysledek v 9. je v rozporu s H (viz 2.)
11. protoze se nepodarilo prosadit hypotézu H, formule je tautologii.
9)

(((pLg) = N Ap) =g
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, musi byt dale: 1 1
4. zjisténi valuace pro g: 1
5. aby H, musi byt: 1
6. aby H, tak negace p: 1
7. zjisténi valuace pro p: 0
8. zjisténi valuace pro r: 0
9. pfenos valuace pro p: 0
10. prenos valuace pro g: 1
11. pfenos valuace pro r: 0
12. vyhodnoceni disjunkce: 1
13. vyhodnoceni implikace: 0
14. avsak aby platila H, tak méla byt implikace pravdiva (viz 3.), aby byly obé konjunkce
antecedentu (srov. 2. a 3.) v souladu s H pravdivé; je tu tedy spor;
15. protoze hypotézu H se nepodaftilo prosadit, formule je tautologii.
10)

P-(q-1) - (p-q) -7
1. Hypotéza H: 0
2. aby H, musi byt: 1 0
3. aby H, pak v konsekventu musi byt: 1 0
4. prenos valuace pro r: 0
5. aby H, tak plati napriklad tato moznost: 0
6. vyhodnoceni implikace: 1
7. prenos valuace pro g: 0
8. pfi zvolené valuaci pro g musi byt p: 0
9. aby tak byla pravdiva vnitfni implikace konsekventu: 1
10. prenos valuace pro p: 0
11. vyhodnoceni antecedentu: 1
12. protoze se podatilo prosadit H, formule neni tautologii.
Uvédomme si, ze po dokonceni kroku 3. jsme v situaci, kdy se nam prosazovani vétvi na tfi
moznosti, tfi vétve. Vime sice, ze v zdjmu H ma byt =0, ale to kvolbé jedné ze tfi vétvi
nesta¢i. V danou chvili tedy mizeme volit nahodné jednu z nich, jak je to vyvedeno vyse. Lze
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véak vybrat efektivnéjsi vétev: p=0; to totiz znamena, Ze cely antecedent (p - (g-r1))=1
a hypotéza H je tedy prosazena.



