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3. Jazyk VL

Jazyky odliSujeme prirozené (napf. cestina) a umélé (napf. esperanto), pricemz mezi umeélé
jazyky patii jazyky formadlni. Pfikladem umélého formalniho jazyka je jazyk VL; ten se zahy
chystdme predlozit. Jazyky mtzeme zkoumat v celku, tedy tak, jak jsou jejich znaky uzivany
mluvéimi k vyjadreni jazykovych vyznami. Tehdy jde o zkoumani nalezici do pragmatiky,
ponévadz jsou uvazovany ¢innosti uzivateltt daného jazykového systému. Abstrahujeme-li od
uzivateld a jejich jazykovych aktd, zbydou nam (jazykové) znaky a jejich vyznamy (denotaty,
referenty), jejichz vztahy jsou predmétem sémantiky. Abstrahujeme-li dile od vyznamt,
apod., azkoumame jen znaky jako takové (jak se retézi ve slozitéjsi znaky apod.), jsme
voblasti syntaxe. (Sémiotika jakozto véda o znacich a znakovych soustavach ma tfi
subdiscipliny: syntax, sémantiku a pragmatiku.)

Prirozené jazyky vznikly Zivelné a mnohé maji své uzivatele, ktefi jsou spolu s lingvisty
nejvice kompetentni k otdzce jejich porozumeéni. V této pozici pochopitelné nejsme v pripadé
umélych jazyku: ten, kdo nds s takovym jazykem seznamuje, je proto povinen ozfejmit jeho
syntax a sémantiku. Syntax vlastné vymezuje, které znaky se pocitaji do onoho jazyka, zatimco
sémantika vymezuje, jak témto vyrazim rozumét. Pro presnost tedy dodavame, ze jazyk VL je
dan svou syntaxi a sémantikou.

V ptipadé formalnich jazyka se ukazalo, ze pro rozvoj napriklad logiky je uzitecné
uvazovat druhové rozdilné sémantiky pro to, co bychom intuitivné chapali jako jazyk VL. Zde
viak budeme uvaZovat pouze Cisté klasickou sémantiku. Syntax jazyka VL mtize byt striktné
vzato zadana odlisné, ¢emuz vzdy odpovida prislusna sémantika, takze tu vznikaji zcela
konkrétni, odli$né jazyky VL. Ty vSechny pfitom maji spole¢ny predmét: pravdivostni funkce,
vztahy mezi nimi, a jejich vyjadfeni témi nebo jinymi formulemi. (Opustime-li ramec
klasického chapani VL, miizeme se setkat naptiklad i s nazory, ze formule jazyka VL oznacuji
propozice.)

Jazyky obvykle chapeme nejenom jakozto kompoziciondlni (vyznam slozeného vyrazu
je odvoditelny z vyznamu slozek), ale také jakozto umoznujici generovani nekone¢né mnoha
vét (formuli) daného jazyka, jez umoznuji vyjadrit nekone¢né mnoho vyznamu (,myslenek).
Je nasnadgé, ze véty takového jazyka - at uz véty chapané jakozto cisté syntaktické, anebo zcasti
sémantické entity - nelze zadat enumerativné. K jejich zadani proto slouzi rekurzivni definice,
jeZ ndm umoznuji o libovolném fetézci znakd rozhodnout, zda je, ¢i neni vyrazem toho
jazyka, a hlavné, co je jeho vyznamem, je-li prvkem jazyka VL.
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3.1 Syntax VL

Nyni uvedeme syntax naseho jazyka VL. V ¢asti zvané abeceda urcujeme zakladni stavebni
jednotky tohoto znakového systému, v ¢asti zvané gramatika generujeme z abecedy slova nad
abecedou, tj. znakové fetézce. V pfipadé jazyka VL se vyznamuplna slova nad abecedou
nazyvaji spravné (ev. dobre) utvorené formule, s.u.f. (d.u.f.; angl. ,,wit™).

Abeceda

i. vyrokové proménné (jakozto symboly) p, g, 1; ... P1, g1, 11, ...
ii. vyrokové spojky (jakozto symboly) =, [ -,

ili. pomocné symboly (, )

Symbolt vyrokovych proménnych je uvazovdn nekone¢ny pocet. Casto byvaji
oznacovany téz jako vyrokové symboly. Vyrokové spojky, ¢asto oznacované jako (booleovské)
funktory anebo (vétné) operdtory, jsou konstantami, vzdy totiz oznacuji jen jednu urcitou
funkci. Pomocné symboly nechapeme jako nositele samostatného vyznamu. Nékdy se k oblym
zavorkam za icelem lepsi Citelnosti pridavaji i hranaté zavorky a také mezery.

V zdjmu rekurzivnosti nasi nasledujici definice uzijeme symboly A a B, které jsou
proménnymi zastupujicimi jakékoli, tedy i libovolné slozené formule jazyka VL. V textech, jez
maji blizko k matematické logice, jsou ¢asto misto A a B pouzivany znaky @ a (anebo aa .
Symboly A a B jsou vyrazy metajazyka, coz je jazyk, kterym hovofime o jazyku VL.

Gramatika

i. Vyrokové proménné (p, g, 1, ...) jsou spravné utvorenymi formulemi (s.u.f.).
ii. Jestlize A a Bjsous.u.f.,, pak = A, (ALB), (ALB), (A - B), (A ~ B) jsou s.u.f.

iii. Nic jiného neni s.u.f.

Pod formulemi budeme nize rozumét pravé spravné utvorené formule daného jazyka
VL. Je-li takovou formuli sama vyrokova proménnd, budeme ji nazyvat atomickd formule (jini
autori fikaji atom Ci prvotni formule) ostatni formule jsou zvany molekuldrni (i sloZené)
formule.

Gramatika ndm umoznuje rozhodnout, zda jsou g nebo (p-(gqlhr)) spravné
utvorenymi formulemi daného jazyka VL. Formule g je s.u.f. proto, ze spliuje bod i. Formule
(p - (glkr1)) je s.ut. proto, ze spliuje body ii. a i. — rekurzi zjistime, Ze (p — (qlr)) ma tvar
(A - B), ze jeji podformule (q[r) ma tvar (ALIB), Ze - ma tvar ~ A, a ze p, q i r, splnuji bod i.

Bod gramatiky ii) se mtze v riiznych systémech VL lisit. Napiiklad tu jsou jazyky jen s
- a [] ba dokonce jen s t (alternativné ! ). Ostatni vyrokové spojky lze pak v daném systému
odvodit. Dokonce ikazda n-arni vyrokova spojka — pro n>2 - se da vyjadfit kombinaci
z binarnich vyrokovych spojek. Srov. k tomu blize kapitolu 5.

Nize budeme uzivat konvenci o vynechdvini zdvorek vsude tam, kde to nebude na
ujmu jednoznacnosti zapisu dané formule. Zpravidla budeme vynechdvat zejména vnéjsi
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zavorky. Nékdy byva v logickych textech za ucelem eliminace zdvorek uplatnovana konvence
o priorité operatori: -, [L [ -, o, pficemz - ma nejmensi silu, tj. poji se jen
s bezprosttedné  nasledujici ~ formuli.  Formule -plgllr—sot pak  zkracuje
(((((=p)Lg)r) - 5) & t); tuto konvenci zde ovSsem uplatnovat nebudeme. Podobné nebudeme
uplatinovat nékdy uzivanou konvenci, podle niz — ma nejvétsi silu, takze napriklad
plg — = rll zkracuje nasi formuli (pLlyg) - (= rlk).

3.2 Nékteré dalsi syntaktické pojmy VL
Formule se vyznacuji syntaktickou skladebnosti, obsahuji podformule.

Podformule

i. Kazda formule A je (tzv. nevlastni) podformuli A.
ii. Je-li formule A tvaru = B, tak B je (tzv. vlastni) podformuli A.
iii. Je-li formule A tvaru (BUC), nebo (BLIC), nebo (B - C), nebo (B« C), tak B a C jsou
(tzv. vlastnimi) podformulemi A.

iv. Nic jiného neni podformuli formule A.

Podformuli naptiklad formule p - g jsou formule p - g, p, g, nikoli vak fetézce — nebo p .
Mohli bychom dale definovat pojem bezprostiedni podformule, ale intuitivné je jasné, Ze tfeba
p—qa-r, anikolip a g ¢ir, jsou bezprostrednimi podformulemi (p - q) - —r.

V logice se nékdy uplatnuji uvahy opirajici se o slozZitost (komplexitu) formuli. Zde
jenom naznacime, jak by se takovy pojem definoval: i. vyrokové proménné maji slozitost nula,
ii. formule tvaru = A maji slozitost o jedna vyssi nez A, iii. formule tvaru A[B (kde Uje binarni
spojka) ma komplexitu o jedna vys$si nez nejvyssi slozitost ze slozitosti A a B. (Nepletme si
slozitost s délkou formule, kdy napfiklad (p—¢q) - -r ma délku 6, protoze ma 3 spojky a 3
atomické formule.) O vystavbé formuli mtizeme rovnéz uvazovat v tom smyslu, Ze tu jsou tyto
formule vytvdrejici posloupnosti. Napriklad vytvarejici posloupnosti formule = ((pLlg) - - 1) je
p» g, 1, 1, (plg), ((pLg) - —r), = ((pLg) - —r). Prakticky totéz zachycuji syntaktické stromy
(pod)formuli, kdy v kofeni je sama formule, v uzlech vétvi jsou slozené podformule a listy
jsou tvoreny atomickymi formulemi. Zde je ukazka, napravo v aspornéjsi formé:

~((plg) - 1) -
| |
((pg) - 1) -
/ o\ [\
| D |
/A (pD\q) r AR
poa v P (N



Jit{ Raclavsky (2014): Uvod do logiky: klasickd vyrokové logika

V souladu s vystavbou formuli podle gramatiky se hovofi o tom, Ze néjaka definice ¢i
dikaz jsou vystavény vsouladu s indukci podle sloZitosti formule. Princip indukce podle
slozitosti formule tedy vyuziva skutecnosti, Ze uvazovanou vlastnost ma kazda formule, totiz i.
libovolna proménna, ii. ma-li tuto vlastnost formule A, tak ji ma i formule = A, iii. maji-li tuto
vlastnost formule A a B, tak ji ma i formule A[B.

3.3 Sémantika VL

Uz jsme vySe fekli, ze ukolem sémantiky VL je ptifadit k (spravné utvorenym) formulim
jazyka VL vyznamy. Témito vyznamy jsou jednodus$e pravdivostni hodnoty 1 a 0. Nase
sémantika ma dvé casti: nejprve vyhlasime, Ze vyrokové proménné nabyvaji pravdivostnich
hodnot 1 ¢i 0 odvisle od valuace (tj. pravdivostniho ohodnoceni). Kazdou valuaci si mtzeme
predstavit jako nekonecnou posloupnost jednicek a nul, kdy prvni ¢len této posloupnosti je
prifazen lexikograficky prvni proménné, druhy ¢len druhé proménné atd.; jina valuace se od
této 1isi alespon v jednom jediném clenu. Poté vyhlasime, jak urcit pravdivostni hodnotu
u slozenych formuli. U¢inime tak pro nekone¢né mnoho moznych slozenych formuli, nase
definice je rekurzivni. Vsimnéme si, Ze vdefinici interpretace jsou pak vlastné
implementovany definice pravdivostnich funkci - v definici naptiklad fikdme, Ze formule
tvaru konjunkce je pravdiva pouze v jediném pripadé, totiz kdyz jsou oba jeji cleny pravdivé.

Nyni se podivaime na véc trochu zesiroka. Pomoci vyroka se v ¢estiné snazime mluvit
o tom, jaky je svét, v jakém je stavu. Vyrok , Alik je pes je pravdivy, tj. nabyva pravdivostni
hodnotu pravda, pokud stav svéta je takovy, ze Alik je psem; analogicky pro ,,Kvido ma auto®;
dané dva vyroky si ozna¢me po fadé p a g. Dohromady jsou tu ¢tyfi stavy svéta: Alik je pes,
Kvido ma auto; Alik je pes, Kvido nema auto; Alik neni pes, Kvido nema auto; Alik neni pes,
Kvido ma auto. Stavy svéta si ozna¢me po fadé vi, va, vs, va. KaZzdy stav svéta nase dva vyroky
ohodnocuje, ¢ini je pravdivymi nebo nepravdivymi. Napiiklad v, ¢ini vyrok p pravdivym,
kdezto g nepravdivym. Muzeme tedy Fici, Ze pravdivost atomického vyroku/formule je ptimo
urcena pravdivostnim ohodnocenim, jimz je pravé v. Pravdivostnimu ohodnoceni budeme
alternativné fikat valuace (znalena v). V pripadé molekularnich vyrokt jako pll je
pochopitelné jejich pravdivost odvisla od vyznamu, tj. pravdivosti, jejich slozek. Vyrok jako
pLY je pravdivy pravé tehdy, kdyz jsou pravdivé jeho slozky p a g, ¢ili kdyz valuace pro p a g je
shodna, jmenovité je to hodnota 1. Pravé toto je implementovano v nasledujici definici
interpretace.

Technicky vzato muzeme kazdou valuaci v chapat jako nekone¢nou posloupnost
jednic¢ek a nul, napf. v, je posloupnosti 101111...., jejiz prvni ¢len je asociovan s prvni
proménnou, druhy ¢len s druhou proménnou, atd.

Valuace

Kazda jednotliva valuace v je funkce zobrazujici vSechny proménné na pravdivostni
hodnoty 1 a 0.
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Protoze kazda valuace je funkce, v(A) dava pravdivostni hodnotu pro formuli A (podminka: A
je atomicka formule). Jesté poznamka: nékdy vnasich uvahach budeme pracovat
s reprezentanty celych tfid valuaci; napiiklad budeme uvazovat v, kterd dava pro p hodnotu 1
a pro q hodnotu 0, pricemz v je reprezentant véech rozmanitych valuaci, jeZ ohodnocuji
portiznu taktéz r, s, atd., nicméné p a g ohodnocuiji stejné.

Intepretace U(v,A), kde ,,[1 je pismeno ,,I“ psané kurentem, je binarni funkce, ktera je
parametrizovana k valuacim a formulim. [(v,A) dava pravdivostni hodnotu, ktera formuli A
prislusi odvisle od valuace v. Je-li A proménna, ktera dostava od v pravdivostni hodnotu 1,
U(v,A)=1; ¢ili intepretace atomické formule A zcela splyva s valuaci pro A, tj. O(v,A) = v(A)
(kde A je atomicka formule). U molekuldrnich formuli je intepretace rovnéz odvisla od
valuace, ale uz na ni neni zcela redukovatelna. Zde je definice funkce intepretace:

Interpretace

Interpretace U formule A na zakladé valuace v je 1, tj. U(v,A) = 1, pravé tehdy, kdyz

plati, Ze:

1. Ajevyrokova proménnd a v(A) = 1.
Aje tvaru =B a U(v,B) = 0.
A je tvaru BLIC a [(v,B) = U(v,C) = 1.
A je tvaru BLIC a [(v,B) = 1 nebo L(v,C)=1.
A je tvaru B— Ca [(v,B) = 0 nebo U(v,C) = 1.
Aje tvaru B Ca U(v,B) = U(v,C).

;o R

Tim, Ze jsme vymezili, na kterych argumentech dava funkce U hodnotu 1, jsme zdroven
vymezili, na kterych argumentech dava U hodnotu 0. V§imnéme si déle, ze podminky 1.-6.
vylucuji, aby U byla funkci, jez ¢ini naptiklad pravdivymi formule A i = A, anebo formuli A[IB
pravdivou, ale A nepravdivou.

Nektefi autofi vramci VL valuaci ainterpretaci neodliSuji a jednodude fikaji, Ze
formule A je pravdiva na zdkladé valuace. Tato jejich valuace splnuje pravé uvedené
podminky 1.-6., uvazuji tedy nasi interpretaci, nikoli nasi valuaci. Nase valuace totiz slozené
formule nijak neohodnocuje, coz znamena, Ze je parcidlni funkci definovanou na mnoziné
formuli (nebo totalni funkci definovanou nikoli na mnoziné formuli, ale jen na mnoziné
vyrokovych proménnych). Néktefi autofi pak rozezndvaji v v naSem smyslu a w (¢
v s pruhem), kde w je rozsifeni v v souladu s podminkami 1.-6.; w je tak nerela¢ni obdobou
nasi (relacni, tj. bindrni) funkce 1.

Tato definice interpretace U je formulovana v metajazyce, v némz zadavame jazyk VL.
(V tomto metajazyce pouzivame nejen A a B jako proménné pro libovolné formule, ale také
slova jako ,,nebo“ a ,a“ s jejich obvyklym vyznamem.) Definice je rekurzivni, protoze nam pro
libovolnou formuli daného jazyka umoznuje urdit jeji sémantickou (rozuméj pravdivostni)
hodnotu. Rikd se proto, Ze funkce interpretace [Jje definovdna indukci podle slozitosti
formule A.
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Nelze si nev§imnout, Ze body 2.-6. vychazeji z definic pravdivostnich funkci =, [J atd.,
jez jsme si formou pravdivostnich tabulek uvedli vyse. Bod 2. fika, ze [(v,~ B) = 1 pravé tehdy,
kdyz O(v,B) = 0, ¢imz je také dano, ze U(v,mB) = 0, kdyz U(v,B) = 1; neboli je
implementovano, ze = ,ota¢i’ dodanou pravdivostni hodnotu. Bod 2. fika, ze formule tvaru
konjunkce je pravdiva pravé tehdy, kdyz jsou oba jeji ¢leny pravdivé. Atd.

Vsimnéme si jesté, ze pfi numerickém oznaceni pravdy a nepravdy pomoci ¢isel 1 a 0,
plati tyto vzorce pro vypocet pravdivostnich hodnot: U(v,mA) = 1-A; (ALIB) = min(A,B);
U(v,(ALB)) = max(A,B); U(v,(A - B)) = max(1—A,B), popt. U(v,(A - B)) = 1, pokud A<B, jinak
0; O(,(A- B)) = 1, pokud A=B, jinak 0. Tyto vzorce se vyuzivaji pfi studiu zobecnéni
a nadstaveb klasické VL, napf. ve fuzzy logice.

V soucasné logice se bézné setkavame se sémantikou na zakladé teorie modelii (angl.
»model-theoretical semantics®). Prislu§na definice vyuziva pojmu splnitelnosti (angl.
»satisfaction®), jez se opira o pojem interpretace (interpretacni funkce, ev. valuace); model je
pak to, co splnuje formuli.

Splinovani
Interpretace [ splriuje formuli A prave tehdy, kdyz:
1) Ajevyrokovd proménnda [I(v,A) = 1.
2) Ajetvaru ~Ba [ nesplnuje B.
3) Ajetvaru BOC a U splnuje Bi C.
4) A je tvaru BUC a [ spliuje B nebo C.

5) A jetvaru B C a [ nespliuje B nebo spliuje C.
6) Ajetvaru B~ Ca Usplinuje Bi C nebo nesplnuje B i C.

Splnitelna formule

Formule A je splnitelnd pravé tehdy, kdy?z je splnovana aspon jednou interpretaci.

Model formule

Kazdou valuaci v, pfi niz je formule spliiovana, nazyvame model formule A.

Pro priklad, modely formule p - g jsou valuace pfifazujici vyrokovym proménnym p, g po
fadé 1, 1 anebo valuace pfifazujici 0, 0. To, Ze v je model A, se nékdy zapisuje jako v |= A.

Definici splnitelnosti formule Ize zobecnit i pro ptipad systému formuli jako T (pod
systémem rozuméjme pro jednoduchost mnozinu formuli).
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Splnovani a splnitelnost systému formuli
Systém formuli T je splnén néjakou interpretaci U pravé tehdy, kdyz kazda z formuli
systému T je pfi této interpretaci [ pravdiva.
Systém formuli T je splnitelny pravé tehdy, kdyz existuje interpretace [ takova, Ze
systém T je splnén tou interpretaci L.

Neékdy se pak fika, ze systém formuli T je logicky pravdivy pravé tehdy, kdyz je splnén
kazdou interpretaci . Jeden ze zajimavych vysledkt zkoumani VL je Véta o kompaktnosti,
ktera rika, ze libovolny systém formuli T je splnitelny pravé tehdy, kdyz kazda kone¢na cast T
je splnitelna.

Poznamenejme, Ze v souvislosti se splnitelnosti (UZeji: tautologi¢nosti) formuli byva
zminovan problém SAT (,satisfiability), tedy otazka, zda pro danou formuli existuje
ohodnoceni jejich proménnych, pfi némz je pravdiva. (Jako SAT, ¢i Problém booleovské
splnitelnosti, se nékdy oznacuje rodina souvisejicich problémi.) Zatimco pro formule
s nékolika proménnymi takovéto ohodnoceni snadno nalezneme v kratkém case, s vys$$im
poctem proménnych exponencidlné nartista ¢as na vyredeni ukolu. V soucasnosti prevazuje
nazor, Ze nelze najit algoritmus, ktery by problém SAT vytesil obecné pro jakoukoli formuli.
Tim se ovSem neméni nic na faktu, ze kazda formule VL je rozhodnutelna (byt neefektivné)
z hlediska toho, zda je splnitelna.

Dodejme, Ze alternativni sémantika klasické, anebo i neklasické VL, studuje
prifazovani sémantickych hodnot formulim vramci algebry, odtud nazev algebraickd
sémantika; v ramci tohoto vyzkumu bylo dosazeno fady obecnych vysledka.

3.4 Nékteré dalsi sémantické pojmy VL

Nyni si uvedeme skupinu sémantickych pojmi, které nepatii bezprostiedné do definice
sémantiky jazyka VL, ale maji s ni tzkou souvislost. Klicovymi logickymi pojmy jsou pojmy
tautologie a kontradikce. Obecnou definici: tautologie je véta vidy pravdiva, kdezto
kontradikce je véta vzdy nepravdiva. Kontradikci ziskdme negaci tautologie; a naopak:
tautologii ziskame negaci kontradikce. Slivko ,,vzdy“ znamenad za vSech okolnosti, ve VL tedy
pti jakékoli valuaci. Vyrokové-logické tautologie (¢i kontradikce) jsou tedy z definice jiné nez
tautologie definované zcela obecné. Nize vtextu vsak budeme struéné mluvit jen
o tautologiich (kontradikcich). Jinym nazvem pro tautologie je logicky platné formule.

Tautologie VL

Vyrokové-logickou tautologii je formule, ktera nabyva hodnoty 1 pfi kazdém
ohodnoceni vyrokovych proménnych, tj. ptfi kazdé valuaci. Je to tedy formule, ktera je
kazdou interpretaci splnovana.
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Priklady tautologii jsou tfeba p - p ¢i p - (pLlg), pro seznam vyznamnych tautologii viz nize
kapitolu 5. Uvédomme si, Ze formule A je v klasické VL tautologii pravé tehdy, kdyz formule
= A je nesplnitelna.

Kontradikce VL

Vyrokové-logickou kontradikci je formule, ktera nabyvd hodnoty 0 pti kazdém
ohodnoceni vyrokovych proménnych, tj. pti kazdé valuaci. Je to tedy formule, ktera neni
zadnou interpretaci spliiovana.

Priklady kontradikci jsou tfeba p[hp ¢i = (p — p). Kontradikce jsou nesplnitelné formule.
Zhlediska sémantiky jsou dvojice formuli vzhledem k sobé ekvivalentni nebo
neekvivalentni.

Ekvivalence formuli VL

Formule A je ekvivalentni formuli B pravé tehdy, kdyz jsou obé splnovany pouze
a pravé tymiz interpretacemi, tj. (v,A)=0(v,B) pfi vSech valuacich v.

Priklady ekvivalentnich formuli jsou tfeba dvojice = (pllg) a = plhg, p-pap—(ply), plhpa
~(p—p).

Jak uvidime i tfeba z Principu ekvivalentniho nahrazeni, jenZ umoznuje tautologii
snadno prebudovavat na dalsi tautologie, kazda formule je ekvivalentni nekone¢né mnoha
formulim. To také obnasi, ze kazda tautologie je ekvivalentni nekone¢né mnoha tautologiim.
Analogicky totéz plati pro kontradikce. Dokonce je oblast vSech formuli rozdélena na
vzajemné disjunktni, tj. neprekryvajici se, nekone¢né mnoziny formuli, pficemz v kazdé
z mnozin jsou si vSechny formule navzajem ekvivalentni.

Nékdy byva zminovan pojem dudlni formule. Dvé formule A a B jsou k sobé dualni (B
je nékdy znacena Aa) pravé tehdy, kdyz U(v,B)=—[(v,A). To znamena, Ze A ma hodnotu 1
pravé tehdy, kdyz B md hodnotu 0, a naopak; jejich prabéhy pravdivostnich hodnot jsou
,zrcadlové’. Prikladem jsou tfeba p a —p nebo plly a =pllq. Plati dokonce Véta o dualité,
podle niz je A ekvivalentni B, jez se od A 1i§i zaménou dudlnich spojek [Ja [1a tim, Ze namisto
atomickych formuli (proménnych) obsahuji jejich negace.

Nyni dame do souvislosti systémy formuli a formule, jez jsou splnény vzdy, pokud jsou
splnény vSechny véty z prislusného systému. Neznamena to nic jiného nez to, Ze dana formule
vyplyva z daného systému formuli, ale k tomu se vratime az niZe v samostatné kapitole. Pro
nas je nyni dtlezité védét, ze T je mnozina predpokladi (¢i podminek) pro tvrzeni A a ze
tautologie 1ze tvrdit bez predpokladti. Namisto tautologicky diisledek se nékdy fika prosté
logicky diisledek systému formuli.
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Tautologicky dusledek systému formuli T

Formule A je tautologickym diisledkem systému formuli T, psino T |= A, pravé
tehdy, kdyz [(v,A)=1 pti kazdé interpretaci, pti niz [I(v,B)=1 pro kazdou formuli B, jez je
prvkem T.V ptipadé T |= A pro prézdny soubor T piSeme krétce |= A.

Vsimnéme si, Ze pokud je mnozina T nesplnitelnd, znamend to, ze nema zadny model, a tudiz
je A splnéna v kazdém modelu mnoziny T. (Je$té poznamenejme, ze dany pojem lze rozsirit
tak, aby za tautologicky dusledek byl bran systém formuli S, takze bychom méli T |= S; |= S je
pak pripad logicky pravdivého systému formuli. Mnozina tautologickych dtsledkd mnoziny
T se obvykle oznacuje Cn(T), kde ,,Cn“ je zkratkou za ,,consequence® (tj. dtisledek) nebo se
pouziva Cl, coz zkracuje ,,closure® (tj. uzavér).

Konecné si uvedeme jesté dva pojmy. Oba se sice vazou k problematice odvozovani
(viz ptislusna kapitola 14.), ale maji vysokou relevanci k problematice pravdivosti formuli.
Prislusna dvé pravidla nds opraviuji transformovat dané formule na jiné formule, pficemz
bude zachovana jejich pravdivostni hodnota, v pripadé Pravidla substituce dokonce
tautologi¢nost (viz téz kapitolu 13. o axiomatickych systémech).

Pravidlo substituce ve VL

Nahradime-li ve VL-tautologii kazdy vyskyt urcité proménné urcitou jednou
a toutéz formuli, ztstane VL-tautologii.

Naprtiklad do tautologie p — p miizeme substituovat (tj. dosadit) za p naptiklad q anebo treba
qUYr, a vysledky téchto substituci, totiz g — q i (qLIr) - (qLr) jsou rovnéz tautologie.

Pravidlo ekvivalentniho nahrazeni

Necht A je formule, kterd obsahuje alespon na jednom misté podformuli B. Jestlize
plati, Ze B je ekvivalentni s C, a jestlize formule A" vznikne nahrazenim libovolného poctu
vyskytti formule B formuli C ve formuli A, pak A" je ekvivalentni s A.

Napriklad ve formuli (pLlg) —»p lze namisto prvniho vyskytu p dat formuli pllp, jezto je
ekvivalentni p; vysledek nahrazeni, ((pLp)g) — p, je ekvivalentni (pLlg) - p.

Vsimnéme si rozdilu mezi témito pravidly. Pfi aplikaci Pravidla substituce
nahrazujeme néé¢im proménné, pri aplikaci Pravidla ekvivalentniho nahrazeni nahrazujeme
né¢im podformule. Pri aplikaci Pravidla substituce dosazujeme néco za kazdy vyskyt, pri
aplikaci Pravidla ekvivalentniho nahrazeni dosazujeme za libovolny pocet vyskyt.
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