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® Binarni relace na mnoziné

® Zobrazeni

® Rozklady, ekvivalence

® Usporadani

Algebry

® Algebry s jednou operaci

® Algebry se dvéma operacemi
® Svazy
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Teorie mnozin

®Jazyk:
® Specialni symboly:

®* Binarni predikaty: € (je prvkem), c (je vlastni podmnozinou),
c (je podmnozinou).

® Binarni funkcéni symboly: n (pranik), U (sjednocenf).

® Cantor - naivni teorie (bez axiomatizace).

®Dnes - pomérné mnoho formalnich axiomatizaci -
Zzadna z nich neni uplna.

® Priklady: von Neumann-Bernays-Godel, Zermelo-
Frankel + axiom vybéru.



Zermelo-Frankel set-
t‘ih eg‘n lity: Two sets are the same if and only if they have the same

elements.

Axiom of empty set: There is a set with no elements.

Axiom of pairing: If x, y are sets, then so is {x,y}, a set containing x and y as its only
elements.

Axiom of union: Every set has a union. That is, for any set x there is a set y whose
elements are precisely the elements of the elements of x.

Axiom of infinity: There exists a set x such that {} is in x and whenever y is in x, so is
the union y U {y}.

Axiom of separation(or subset axiom): Given any set and an?/ proposition P(x), there
ihs ?dsubset of the original set containing precisely those elements x for which P(x)
olds.

Axiom of replacement: Given any set and any mapping, formally defined as a
proposition P(x,y) where P(x,y) and P(x,z) implies y = z, there is a set containing
precisely the images of the original set's elements.

Axiom of power set: Every set has a power set. That is, for any set x there exists a set
y, such that the elements of y are precisely the subsets of x.

Axiom of regularity (or axiom of foundation): Every non-empty set x contains some
element y such that x and y are disjoint sets.

Axiom of choice: (Zermelo's version) Given a set x of mutually disjoint nonempty sets,
thereb/s afset y (a choice set for x) containing exactly one element from each
member of x.



Mnoziny

@ - prazdna mnozina
PocCet prvkl mnoziny A: |A|
Vztahy mezi mnozinami (axiomy):
Rovnost
A =B prave kdyz (Vx:x€ A < x€B)

Inkluze

A S B prave kdyz (Vx:x€ A= x€B)
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noziny - mnoz
operace
® Prinik

ANB={x;x€ A a x€ B}
® Sjednoceni

AUB ={x;x€ A nebo x€< B}
® Rozdil

A- B={x;x€A a x&B}
® Symetricky rozdil

A® B =(AUB)- (AN B)
® Doplnék vzhledem k univerzu U
A=U- A4
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~Mnoziny - mnozinové
operace

® Potencni mnozina

0 e
® Kartezsky soucin

AXB ={(a,b):a€ A,bE B}
® Kartézska mocnina

A" =AXAX- X4

N

n

A1=A’ AO={®}
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Relace

n-arni relace mezi mnozinami A4, A,, ...

r & A1 ><A2 < XAn
Priklad:
® D = mnozina moznych dn(

® M = mnozina mistnosti VSB
® 7 = mnozina zaméstnanc@ VSB

Terndrni relace SFCQ%Q ﬁq&zkde, kdo):



Blnarnl relace

y € AXB
® |Inverzi relace k r:

' ={(x,y)EBXA: (y,x)Er}

® Slozeni (kompozice) relaci
r € AXB,s € BXC
ros ={(x,y)€A><C:(326B)((x,z)€ra(z,y)€s)}

A ros C

ZIRIR.



Binarni relace

Binarni relace r na mnozina A je:

® Reflexivni: Vx € A: (X,X) € r

® reflexivni: ¥x € A: (X,xX) € r

® Symetricka: Vx,y € A: (x,y) er=(yx)er

® Antisymetricka: Vx,y € A: (x,y) e ra (y,x) € r= x=y
® Asymetricka: Vx,y € A: (x,y) er=>(y,x) &r

® Tranzitivni: ¥Yx,y,ze€ A: (x,y) era (y,z) er= (x,z) €r
® Cyklicka: VYx,y,ze A: (x,y)era(y,z) er=(z,x) er

® Souvisla: V¥x,y € A: x=y nebo (x,y) € rnebo (y,x) € r
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Binarni relace

Dulezité typy binarnich relaci:

® Tolerance - reflexivni, symetricka
® Kvaziusporadani - reflexivni, tranzitivni

® Ekvivalence - reflexivni, symetricka,
tranzitivni

® (Castecné neostré) usporadani -
reflexivni, antisymetricka, tranzitivni

11
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Binarni relace

Priklady:
® Tolerance:
, byt podobny“ na mnoziné lidi,
,mit odlisny vék nejvyse o jeden rok” na mnoziné lidi, ...

® Kvaziusporadani:
® .mnoziny X a Y jsou v relaci, pokud |X|<|Y|“ na mnoziné mnoZin,
® relace délitelnosti na mnoziné celych cisel,
® nebyt starsi“ na mnoziné lidi, ...

® Ekvivalence:
,byt stejné stary“ na mnoziné lidi,
® rovnost na mnoziné prirozenych cisel, ...

® Usporadani:
® relace inkluze,
® relace délitelnosti na mnoziné prirozenych cisel, ...
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Zobrazeni (funkce)

®f c A X B se nazyva zobrazeni Z mnoziny A do
mnoziny B (parcialni zobrazeni), jestlize plati:

(Vx €A, Vy,y.€B)((xy:))efalxy)ef = yi=y,)

®f se nazyva zobrazeni mnoziny A do mnoziny
B (totalni zobrazeni, znacime f: A—-B), jestli plati:

® fje zobrazeni z A do B
®(VxeA)(Ty e A)((xy)eh

®Je-li f zobrazeni, (x,y) € f piseme jako f(x)=y

13
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Zobrazeni (funkce)

Priklady:
rCAXB SCAXB tCAXB

=

i = {(Xy)EZXZ X= y2 v = {(x,y)eNXN; x=y2},
w = {(x,y)elxZ; y=x2}

I, U - nejsou zobrazeni
S, v - parcialni zobrazeni z A do B, neni totalni
t, w - totalni zobrazeni
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Zobrazen (funkce

Zobrazeni f: A-B se nazyva:
® Injektivni (prosté), plati-li:
VX,X; €A, VyveB: (xp,y)ef alx,y)ef = X=X

® Surjektivni (zobrazeni na), plati-li:

Vve B3axe A: (x,y)ef

® Bijektivni (vzdjemné jednoznacné), je-li soucasné
injektivni i surjektivni.

15



obrazeni (funkce)
Priklady
f:A-B g:A—-B h:A—-B I:A—-B

j: Z-Z, [(n)=n2, k:Z-N, k(n)=|n|,
I: N—N, I[(n)=n+1,m: R—R, j(x)=x3

f, j - nejsou injektivni ani surjektivni
h, k - jsou surjektivni, nejsou injektivni
g, | - jsou injektivni, nejsou surjektivni

I,m - jsou injektivni i surjektivni = bijekce
16
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Rozklad na mnozineé A je systém:
X={X; ie€l} takovy ze:

A
P

®X;,cApro Viel
®X,:NX; =@ proVijel i+

eUX=A
X; - tridy rozkladu

Zjiemnenimrozkladu X = { X;; i€l } je systf’m:

Y={Y; je]}, jestlize: N

® Vje/, 3ieltakové, Ze Y; c X;

17
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Rozklady a ekvivalence

Necht r je relace ekvivalence na mnozine A, X je
rozklad na A, pak:

® X, = {[x]; x € A} - rozklad na A (rozklad indukovany ekvivalenci
r, faktorova mnozina mnoziny A podle ekvivalence r).

® r, = {(x,y); X a y patri do stejné tridy rozkladu X} - ekvivalence
na A (indukovana rozkladem X).

Priklad:

e e/ =it aadali v B e s o ]

>

N

I

~

|

Ul

|
= N W
N = O
o b WS
0 N O
“w v « W
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Usporadani

Je-li r relace usporadani na A, pak se dvojice (A,r)
nazyva usporadana mnozina.
Znaceni (A, <)

® pPiiklady: (N, <), (24, <€)

Relace pokryti
Necht (A, <) usporadana mnozina, (a,b)eA

a-<b>b (,bpokryva a“) jestlize
a<ba-dceA:a<cac<hb

® Pfiklad: (N, <), -< ={(n,n+1); n € N}

19
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sporadani
Hasseovy diagramy - grafické znazornéni

® Priklad:

(A, <), A={a,b,c,d,e}

r = {(a,b), (a,c), (a,d), (b,d)} U id,
id,={(a,a): acA} d

20



Usporadani

Prvek a usporadané mnoziny (A, <) se nazyva:

Nejmensi: pro VxeA: a < X

Nejvetsi: pro VxeA: X < a
Minimalni: pro VxeA: (X <a = x = a)
Maximalni: pro VxeA: (a < x = x = a)

- d
Priklad:

® Nejmensi: neexistuje

® Nejvetsi: neexistuje

j j b . Oe

® Minimalni: a, e
® Maximalni: d, c, e

21



Usporadani

Usporadané mnoziny (A, <), (B, <) se nazyvaji izomorfni,
existuje-li bijekce f: A—B tak, ze:

Vx,yeA: x <y prave kdyz f(x) < f(y)

Jsou-li (A, <), (B, <) usporadané mnoziny, nazyvaji se
zobrazeni f: A-B izotonni, plati-li:

VX, yEA: X <y = f(x) < f(y)

Priklad:
® f: N-Z, f(x)=kx, k €Z, k > 0 je izotonni
® g. N-Z, g(x)=kx, k €Z, k < 0 neni izotonni
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Usporadani

® Necht (A, <) uspordadana mnozina, M c A, pak
o[, M)={x €A; VmeM: x <m }

® Mnozina dolnich zavor (dolni kuzel)

O U,(M)={x €A; YmeM: m < x }
® Mnozina hornich zavor (horni kuzel)
® Inf,(M) - nejvetsi prvek mnoziny L,(M)

® Infimum mnoziny M

® Sups(M) - nejmensi prvek mnoziny Ux(M)

® Supremum mnoziny M
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MNoZina
Mnozina (A, <) se nazyva svaz (svazove
usporadana mnozina), plati-li:

Vx,yeA 3s,i €A :s =sup({x,y}), i = inf({x,y})

Znaceni:
®x "y =sup({xy})
*x "y =inf({x,y})

Existuje-li sup(M) a inf(M) pro kazdou M c A,
nazyva se (A, <) uplny svaz.

24



Algebry
Algebra (univerzalni algebra) je dvojice: (A, FA):

® A+ @ - nosicC algebry
® Fa = {f;: Arti—A; i€l} - mnozina operaci na A
® p(f) - arita operace f,

Priklady:

® (N, +2,+)
mnozina prirozenych cisel s operacemi scitani a nasobeni

® (24, N, U)
mnozina vsech podmnozin mnoziny M s operacemi pruinik a
sjednoceni
S(F )
mnozina (F) formuli vyrokoveé logiky s operacemi konjunkce a
disjunkce

25



Algebry s jednou binarni

operaci
Grupoid G=(G,e)

®e: G XG-G
® Je-li mnozina G konecna, grupoid G se nazyva

konecny.
® R4d grupoidu = |G|
Priklady grupodu:

® G1=(R,+), G2=(R,'), G3=(N,+)

26
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Igebry s jednou binarni
operaci

® Konecny grupoid G=(G,*) lze popisovat pomoci
Cayleyovy tabulky.

® Pfiklad: G = {a,b,c}

O T Q

QQ O O D
QQ O O | T
o O OO0

®Napf..aeb=b, bea=a, cec=b...

27



Algebry s jednou binarni
Qel%ﬁ:’l;@c)ie grupoid G se nazyva:

® Komutativni, plati-li v G:
® (Va,beG)(aeb=Dbea)

® Asociativni, plati-li v G:
® (Va,b,ceG)((ae*b)ec=ae(be))

® S jednotkovym (neutralnim) prvkem, plati-li v G:
® (de €G VaeG)(aee=a=e9*a)

® S nulovym (agresivnim) prvkem, plati-li v G:
® (do €G VaeG)(aeo=0=0"°a)

® S inverznimi prvky, plati-li v G:
® (VacG dbeG)(aeb=e=Dbea)

28



~Algebry s
operaci

Priklady:

. S . ,/ :
jednou binarni

®(R,-), (N,+) - komutativni i asociativni.

®(R,2),a* b= (a+b)/ 2 - komutativni, neni
asociativni.

®(R,»), a* b = ar - neni komutativni ani asociativni.

®(R,-) - 1 = jednotkovy prvek, 0 = nulovy prvek.

29
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gebry s jednou binarni
operaC|

Necht G=(G,¢) je grupoid. HcG se nazyva uzavrena
(vzhledem k operaci 6), plati-li:

® (Va,beH)(a ¢ b €H)

Grupoid H=(H,*H) je podgrupoidem grupoidu G=(G,*c), plati-li:

®@ # H < G je uzavrena
® VYa,beH: aeHb =aeGh

® Priklady:

® (N,+n) je podgrupoidem (Z,+2)
® {0,1,2} neni nosicem podgrupoidu (Z,+2)

30
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gebry s jednou binam
operaci

® NeChf G1=(Glr .1)1 G2=(GZI .2)'

® G, X G, =(G; X G,, ¢) - direktni soucin G; a G,, kde:
® (a,, a,) ® (by, by) = (a,°1 by, a,*2b,)

Priklad:

® G,=(Z,+), G.=(Z,-).

®G; X G, =(Z X Z, ),

® (a1, @) (b1, b)) = (a:+ by, a - by)
®(1,2)(3,4) =(1+3,2 - 4) = (4,8) atd.

31



Igeb ry s jednou binarni
operac |

cht G =(G, *6), H =(H, *H) jsou grupoidy a h:G—H
zobrazenl.

® h se nazyva homomorfismus grupoidu G do
grupoidu H, plati-li:
® VYa,beG: h(a*6 b) = h(a) *H h(b)

Typy homomorfismu:
® Monomorfismus - h je injektivni
® Epimorfismus - h je surjektivni
® |zomorfismus - h je bijektivni
® Endomorfismus - H=G
® Automorfismus - bijektivhi a H=G

32



gebry s jednou binarf
operaci

kongruence na grupoidu G=(G,6), pokud:

® r je binarni relace: 6 € GXG
® r je ekvivalence
[ (al, az), (bl, bz) cr = (al.G bl’ a, *G bz) =

faktorovy grupoid grupoidu G podle kongruence r:
G/r=(G/r,*6/r), [al *GIr[b], = [a *6 D],

PHiklad: = O i 12
®rc ZxZ: r={(x,y); 3 déli ¥y |¥0] [1] [2

® r je kongruence na (Z,+) [11|[1] [2] [O]
[2] | [2] [O] [1]

33
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/A(Ig/ebry s jednou binarni

QRELAG

® Pologrupa - asociativni grupoid.
® Monoid - pologrupa s jednotkovym prvkem.
® Grupa - monoid s inverznimi prvky.
® Abelova grupa - komutativni grupa.
Priklady:
® (Z, -) - grupoid, neni pologrupou
N - {0}, +) - pologrupa, neni monoidem.

®
e (N,-) - monoid, neni grupoul.
® (Z, +) - Abelova grupa.
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Algebry se dvéma bindrnimi
operacemi

Algebra (A,+,+) se nazyva Okruh, plati-li:

® (A,+) je komutativni grupa

® (A,r) je monoid

® pro Va,b,ceA plati: a-(b+c)=a'b+a-c, (b+c)-a=b-a + c-a

® Je-li |A|>1, nazyva se (A,+,) netrivialni okruh.

® Necht 0 €A je neutrdlni prvek grupy (A,+). Pak O se nazyva
nulou okruhu (A,+,-).

® Necht 1€A je jednotkovy prvek monoidu (A,-). Pak 1 se
nazyva jednotkou (jednickou) okruhu (A, +,:).

35



“binarnimi

Algebry se dve

operacemi

Okruh (A,+,+) se nazyva teleso, plati-li:

® (A-{0},") je komutativni grupa
Priklady:

(Z,+,") - okruh, neni téleso

o
® (R,+,)), (C,+,") - télesa

36



=

struktura,

.V:LXL—>L’

ML X L-L

® vVx, y, z€ L plati:

f}/ .

gebraicka

X' X=X X" X =X idempotence
X'y=y'x Xx*"y=y”tx komutativita
x'y ' z2)=(x'y)'z xNy*z)=(x"y)"z asociativita
X '(x"y)=x x(xVy)=x absorpce

37



Svaz - algebraickd
Sebru k)telsm& <) je svazoveé usporadana mnozina:

Definujme na A relaci <.
a<-bpravéekdyza'b=>

A

Definujme na B operace ". a .
a’'.b=sup{ab}, a’. b=inf{a,b},
Pak plati:
(A, <) je svazove usporadana mnozina, kde:
sup{a,b}=a " b, inf{a,b}=a’b

(B, "<, ") je svaz
(AI vr A) _— (AI VSI As)
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vaz - algebraick
skruktelra

® Modularni, plati-li ¥x, y, ze L :

X=zox (y 7z)=0c V) Z

® Distributivni, plati-li Vx, y, ze L :
X \% (y A Z) (X \%
X" (y"z)=(x

A

® Komplementarni, plati-li:
Existuje nejmensi prvek 0 € L, nejvétsi prvek 1 € L
Weel el i xixi =0, x ' x =1
X’ se nazyva doplhkem (komplementem) prvku x

39



Svaz - algebraickd
struktura

Kazdy distributivni svaz je modularni

Priklad:

® M5 (diamant) - modularni svaz, ktery neni

distributivni 1
® N5 (péetidhelnik) - neni modulai
1
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algebraicka

Ktid e

VazZ -
Sy

IVNI S nejmensim

o

Uv svaz, je

Boole
tribut

a

[} N

/7

1S

d

Ve
l,

® Komplementarn
prvkem O € L a ne

sim prvkem 1 € L

VtVI

jvé

Booleova algebra

komplementu v

je operace

L —L

® (Lr VI Ar ) Or 1); e

Priklad
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