Matematicka logika

Obecna rezolucni metoda v predikatove logice
(prednaska 8.,9.)
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Typické Glohy

Dokazat logickou pravdivost formule PL1:

[ |= F

® tj. formule F je pravdiva ve vsech interpretacich, tj.
kazda interpretace je jejim modelem.

Dokazat platnost Usudku v PL1:
® P]_, Sy Pn |= Q

® tj. formule Q je pravdiva ve vsech modelech mnoziny
predpokladl Py, ..., P,.Tedy |= (P,"..."P,) 2 Q

Co vyplyvéa z danych predpokladd?
® P]_, TR Pn |= ?
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Typické Glohy

Jejich feSeni rozborem (nekonecné) mnoziny modelu je obtizné,
semantické dukazy jsou pracné a nedaji se snadno
automatizovat.

Proto hledame jiné metody.

Jednou z nich je metoda semantickych tabel, kterou jsme se jiz
rgaucm,vyﬂ.v prevod na disjunktivni normalni formu (nevyhoda -
casto prilis mnoho distributivnich uprav).

Nyni se naucime velice efektivni metodu pouzivanou take pro
automatické dokazovani a logické programovani - zobecneni
rezolucni metody vyrokove logiky.

Rezolucni metoda vyuziva konjunktivni normalni formu
formule.
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ezolucni metoda

Je aplikovatelna na formuli ve spec.
konjunktivni normalni formeée (Skolemova
klauzularni forma).

Je zobecnénim rezolucni metody ve vyrokové
logice: dukaz sporem.

Je zakladem pro automatizované deduktivni
metody a logické programovani.

Je zakladem pro programovaci jazyk PROLOG.
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Rezolucnl metoda

Dva problémy:
1. Prevod do Skolemovy klauzularni formy:
Y NG A ]

Ci jsou klausule, tj. disjunkce literald, napr. P(x) "
= Q(f(x,y))

2. Uplatiiovani pravidla rezoluce na rizné literaly -
unifikace literalu. Napr.:
P(x) ¥ ﬂQ(f(X) y)
=P(g(y)) ¥ =Q(x,2)
Literaly P(x), =P(g(y)) bychom mohli ,, skrtnout”, kdyby
byly stejné .
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Prevod do klausularni formy (skoler
str. 78)

1. Utvoreni existencniho uzaveru
(zachovava splnitelnost)

Eliminace nadbytec¢nych kvantifikatorU
Eliminace spojek o, =

Presun negace dovnitr

Prejmenovani proménnych

Presun kvantifikdtor doprava

Eliminace existen¢nich kvantifikatoru
(Skolemizace - zachovava splnitelnost)

Presun vseobecnych kvantifikatort doleva
Pouziti distributivnich zakon0

OB s et o

© o
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Rezolucnl metoda - priklad

= [VxEIg/ (x,y)* Yy 3z Q(y,2)]  Vx 3y 3z [P(x,y) *
Qly,z)]

1. Formuli znegujeme a prejmenujeme promenneé:
[Vx 3y’ P(x,y’)* Vy 3z Q(y,2)]1* 3u Vv VYw [-P(u,v) ¥ =Q(v,w)]

2. Odstranime existencni kvantifikatory. POZOR !
[Vx P(x, f(x))* Yy Q(y, g(y)]1* Vv Yw [-P(a,v) ¥ ~Q(v,w)]

3. Presuneme kvantifikatory doleva:
Vx Yy Yv Yw [P(x, f(x)) * Q(y, g(y)) * [=P(a,v) ¥ =Q(v,w)]]

4. Formule je evidentné nesplnitelna, jak to dokazeme?

5. Vypiseme klausule pod sebe a budeme provadet unifikaci
literald, tj. substituci terml za proménné tak,
abychom mohli uplatnit rezolucni pravidlo:
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Rezolu¢ni metoda - priklad

P(x, f(x))

Q(y, g9(y))
3. -P(a,v)Y -Q(v,w)

N -

Nyni se budeme pokouset o rezoluci. Abychom mohli
uplatnit rezoluci na klausule 1. a 3., musime substituovat
term a za vsechny vyskyty promenne X.

0.  —Q(f(a),w) rezoluce 1., 3., substituce x/ a, v/ f(a)
5. .'ezoluce 2., 4., substituce y / f(a), w/ g(f(a))

QED - negovana formule je kontradikce, puvodni je tedy
logicky pravdiva

Pozn.: Je nutno substituovat za vsechny vyskyty proménné!



ﬁ@rFmacké formule nebo negace atomické formule,

napr.:

P(x, g(y)), =Q(2)
Klausule: disjunkce literald, napr.:

P(x, g(y)) " =Q(2)

Skolemova klauzularni forma:Vx;...Vx, [C, * ... * C,],
uzavrena formule, kde C, jsou klausule, tj. disjunkce
literall, napf.:

P(x) ¥ = Q(f(x,y))
Skolemizace (odstranéni existenc¢nich kvantifikator():

dx Vy;...Vy, A(X, Yi,....Y¥n) = VY1....Yy, A(C, V1,...,Vn)
kde c je nova, dosud v jazyce nepouzita konstanta.

Vy:..Vy,AX AKX, Yi,...,Vn) = VY1.. VY, A(A(V1eeesVn), Vi, Vi)

kde f je novy, dosud v jazyce nepouzity funkéni symbol.
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Skolemizace zachovava splnitelnost

Vy....Vy, Ax A(X, V1,...,¥n) — Vyi:1..VY, A(F(Y1yeeasVn), Vi,..0,Y0)
B Bs

Dukaz: Necht interpreatce | je model formule Bs na prave
strane. Pak pro libovolnou n-tici iy, iy,.. |n prvku universa plati,
ze (n+1)-tice prvkd universa <|1, i |n, (|1, i5,...,in)> € Au (lezi
v oboru pravdivosti A), kde fu je funkce prlrazena interpretaci |
symbolu f a Au je relace - obor pravdivosti formule A
v interpretaci I. Pak je ovsem interpretace | rovnéz modelem
formule B = Yy, Vy,...Vy, Ax A(X, V1, V2,....Vn).

Tedy kazdy model formule Bs je i modelem formule B, ale nikoliv
naopak, tj. Bs |= B. Mnozina modell Mss formule Bs je
podmnozinou mnoziny Ms modelt formule B: Mss = Ms,

Navic, ma-li B model I, pak ma také Bs model I’ (ne nutné stejny).

Naopak, nema-li B zadny model, tedy je nesplnitelna (Ms = @), je
také Bs nesplnitelna (Mss = @),

Coz pro dukaz sporem postacuje. o
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" Thoralf Albert Skolem

Born: 23 May 1887 in Sandsvaer, Buskerud, Norway
Died: 23 March 1963 in Oslo, Norway

Skolem was remarkably

productive publishing
around 180 papers on
topics such as

Diophantine equations,
mathematical logic, group
theory, lattice theory and
set theory.

11



A/--*”/-
»/” T —————

e e

Prevod do klausularni formy (str. 78)

1. Utvoreni existencniho uzaveru (zachovava
splnitelnost)

Eliminace nadbytecnych kvantifikdtorG

Eliminace spojek o, = (dle zdkonl VL)

Presun negace dovnitr dle de Morganovych zdkonu
Prejmenovani proménnych

Presun kvantifikdtort doprava:

Qx (A @ B(x)) - A @ Qx B(x),
Qx (A(x) @ B) - Qx A(x) @ B,
kde @ je spojka konjunkce nebo disjunkce,
Q kvantifikator (vseobecny nebo existencni)

[] Eliminace existen¢nich kvantifikatort
%S)kolemizace podformuli Qx B(x), Qx A(x) z kroku

Presun vSeobecnych kvantifikatort doleva
Pouziti distributivnich zdkon(

SRt et il
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Vyslednd formule As neni ekvivalentni pUvodni
formuli A (ani z ni nevyplyva), ale plati, ze

je-li A splnitelna, je splnitelna i As,
a haopak, je-li A nesplnitelna, je nesplnitelna i As

protoze As|= A.

Kroky prevodu, které nejsou ekvivalentni, pouze
zachovavaji splnitelnost jsou:

® Utvoreni existencniho uzavéru
® Skolemizace (odstranéni existen¢nich kvantifikator()

Proto pouzivdme rezolu¢ni metodu v PL1 pro dikaz
sporem.

Pouze tehdy, kdyz formule neobsahuji existencni
kvantifikatory, muzeme ji pouzit pro primy dukaz
toho, co vyplyva z danych predpokladu.

13
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Prevod do klauzularni formy: A —

A?ﬁovadlme vzdy dle Skolemova algoritmu (9 krok(). Tedy
ne tak, ze "bychom formuli ~prevedli. nejprve do
konjunktlvnl normalni formy, a pak skolemizovali, jak se
nekdy uvadi.

Priklad: dulezitost kroku 6 (kvantifikdtory doprava).

Ukazeme chybny postup:
|= Vx A(x) o Vx A(x), formuli znegweme

VX Az g A Jx —uAi ; prejimenujeme proménné:
Vx A EI y 2A(y presuneme kvantifikatory doleva:

[:_IA Ely —uAi

[Agx }] skolemizujeme:
Vx [ (f(x

!

Ovsem nesplnitelnost této formule nedokazeme, termy x
a f(x) nejsou unifikovatelné.

Pritom rezolu¢ni metoda je uplna dukazova metoda.
KAazda logicky pravdiva formule je dokazatelna: |= A = |-

14
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Prevod do klauzularni formy: A —

Aﬁ(lad:

Vx {P(x) o 3z {-Vy [Q(x,y) = P(f(x;))]* Vy [Q(x,y) o P(x)]}}

1.,2. Existenc¢ni uzaveéer a eliminace 3z:
Ax; Vx {P(x) o {~Vy [Q(x,y) o P(f(x:))]1* Vy [Q(x,y) 2 P(x)]1}}

3.,4. Prejmenovani y, eliminace o:
36 Yo [P0t Y [200cy) L PHOGHT S Y2 [20062) L PO}

5.,6. Negace dovnitr a kvantifikatory doprava:

Ax; Vx {-P(x) ¥ {[Ty Q(x,y) * =P(f(x1))]1* [Vz =Q(x,2) ¥ P(x)]1}}
7. Eliminace existenc¢nich kvantifikator(:

TP FGbeabal Bl vz Gbea Riogll
8. Kvantifikator doleva:

Vx Yz {-P(x) ¥ {[Q(x,g(x)) * =P(f(a))] * [-Q(x,2) ¥ P(x)]}}

9. Distributivni zdkon:
Yo Y2 A PEO Qs gl 2 T2Pixy - =Pfa)) S 2 POOE =00cz) !
P(x)1}

10. zjednoduseni:
Vx {[-P(x) ¥ Q(x,g(x))] * [=P(x) ¥ =P(f(a))1}

15
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Postup dkaz@ rezolué¢ni
m@EQag,nyormule A je logicky pravdiva:

1. Formuli znegujeme.

2. Formuli -A prevedeme do klausularni
Skolemovy formy (—A)s.

3. Postupnym uplathovanim rezolucniho pravidla
se snazime dokazat nesplnitelnost formule
(mA)sa tedy také formule - A.

DUkaz platnosti dsudku P,,...,P, |- Z
1. Zaver znegujeme

Formule predpokladl a negovaného zavéru
prevedeme do klausularni formy

3. Postupnym uplathovanim rezolucniho pravidla
se snaél’me dokazat nesplnitelnost mnoziny

{Pll n ’ —IZ} 16
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’Uﬂniﬁ kace literal

Problémem je v obou pripadech bod 3.
Plgl(dad):)]‘v’XVyVZVV[P(x, f(x)) * Q(y, h(y))* (=P(a, 2) ¥
- Z, V

Jak dokazat nesplnitelnost?

1. P(x, f(x))

2. Q(y, h(y))
3. P(a, 2) ¥ =Q(z, v)

Chceme-li rezolvovat klauzule napr. 1. a 3., brani nam
tq, ze termy - argumenty nejsou stejné. Ale -
vsechny promenné_jsou kvantifikovany vseobecnym
kvantifikatorem. Muzeme pouzit zakon konkretizace
(,co plati pro vsvechmé, plati | pro nekteré”),
dosazovat za proménné termy tak, abychom nalezli
svedka nesplnitelnosti.

Provedeme proto substituci tak, abychom jednotlivé
literaly unifikovali:
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Unifikace literald

Substituce: x [ a, z/ f(a)

Po provedeni této substituce dostaneme klausule:
1°. P(a, f(a))

2. Qly, hiy))

3= SPla @) 0l v

kde na 1‘ a 3’ jiz Ize uplatnit pravidlo rezoluce:

4. -Q(f(a), v)

Abychom nyni mohli rezolvovat klausule 2. a 4., zvolime opet

substituci;
Substituce: y / f(a), v/ h(f(a)). Dostaneme;:

2°.  Q(f(a), h(f(a)) )
4= Qlfta), hilal))

a jejich rezoluci jiz obdrzime prazdnou klausuli. Tedy formule A
je nesplnitelna.

18
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Unifikace literalu

—_—

Jednotlivé  substituce jsme vsak hledals

a)
b)

Ad

intuitivné. Musime najit néjaky algoritmus,
jak provadét prislusné unifikace.

Herbrandova procedura
RobinsonGv unifikacni algoritmus

a) Formule je nesplnitelna, kdyz je
nepravdiva v kazdé interpretaci nad vsemi
moznymi universy. NesSlo by nalézt jedno
universum takové, ze je-li nad nim formule
nesplnitelna, je pak jiz nesplnitelna nad
kazdym? Ano - Herbrandovo universum.

19



Ecole Normale Supérieure
at the age of 17 (!). His
doctoral thesis was
approved Iin April 1929.
On a holiday in the Alps
he died N a
mountaineering accident
at the age of 23.

Jacques Herbrand

Born: 12 Feb 1908 in Paris, France
Died: 27 July 1931 in La Bérarde, Isere,
France
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]ohn Alan Robinson

In his 1965 article " A Machine-Oriented Logic
Based on the Resolution Principle " John Alan
Robinson laid an important foundation for a
whole branch of automated deduction
systems. The original Prolog is essentially a
refined automated theorem prover based on
Robinson's resolution .

21
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Herbrandova procedura

Herbrandovo universum: vsechny mozné termy

vytvorené z konstant a funkcénich symbold ve
formuli, nebo libovolné konstanty, pr.:

Pro formuli A = Vx [P(a) ¥ Q(b) > P(f(x))]
je HA = {a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)), ...}

Pro formuli B = Vx Yy P( (f(x), y, g(x,y) )
je He = {a, f(a), g(a,a), f(f(a)), g(a,f(a)),
g(f(a),a), ...}

Zakladni instance klausule: vsechny proménné
nahradime prvky Herbrandova universa.

22
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Herbrandova procedura

Herbrandova veta: Formule A v klausularni forméeé je
nesP Initelna, prave kdyz existuje konecCna konjunkce
kladnich |nstanC| jejich klausuli, ktera je nesplnitelna.

Priklad:
1 PG X

))
2. Q(y, h(y))
3.-P(a, 2)¥ -Q(z, v)

HA = {a, f(a), h(a), f(f(a)), f(h(a)), h(f(a)), h(h(a)), ...}.
Substituce 1: {x/a, y/a, z/a, v/a}

P(a, f(a)) * Q(a, h(a)) * [-P(a, a) ¥ =Q(a, a)]
Substituce 2: {x/a, y/a, z/a, v/f(a)}
)

P(a, f(a)) * Q(a, h(a)) * [-P(a, a) ¥ =Q(a, f(a))] ..., atd., az
Substituce n: {x/a, y/f(a), z/f(a), v/h(f(a))}

P(a, f(a)) * Q( f(a), h(f(a)) ) * [=P(a, f(a)) ¥ =Q( f(a), h(f(a)) )]
Nesplnitelna
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Herbrandova procedura

Herbrandova procedura parcialné rozhoduje,
zda je predlozena formule nesplnitelna (tj.
pokud nesplnitelna je, vyda po konecném
poCtu krokd odpovéd Ano, jinak nemusi
odpovedet).

Problém: Prostorova a casova slozitost
algoritmu - pocet zakladnich instanci,
které musime vygenerovat, nez narazime

na svédka nesplnitelnosti, mtze byt prilis
velky.

24



Robinsondv a Igorltmus
( iﬂf%@ﬂ@f))rmule obsa'hujl’cv:l’ indivigiuové promeénné Xx;,

a to bud prfimo (jako bezprostredni
argumenty) nebo zprostfedkované (jako argumenty

funkci). OznaCme o ={x1/t;, Xo/ty,.... X, /t,} simultanni

substituci termU t za (vsechny vyskyty) proménné Xx;
pro i=1,2,...,n. Potom zapisem Ao oznacime formuli,
ktera vznikne z formule A provedenim substituce o.

Unifikace (unifikacni substituce, unifikator) formuli A, B
je substituce o takova, ze Ao = Bo.

Nejobecnéjsi unifikace formuli A, B je unifikace o
takova, ze pro kazdou jinou unifikaci p formuli A, B plati
P oT, kde

T 7 F EE kazda unifikace vznikne z nejobecnéjsi
unifikace provedenim dalsi dodatecné substituce.

25



Robinson(v algoritmus

uﬁla@ e nihace

I e e S s S R e e BT O e
Jednoduchost) alespon jeden z termU t, s, je proménna.

1. Proi=1, 2, ..., nprovadéj:
Je-li t; = s;, pak poloz o; = ¢ (prazdna substituce).

a)
Neni-li tt = s;, pak zjisti, zda jeden z term0 t, s; predstavuje

b)

néjakou individuovou proménnou x a druhy néjaky term r, ktery
promeénnou x neobsahuje (tedy hledame prvni rozdil, zleva

doprava).

c) Jestlize ano, pak poloz o; = {x/r}.

d) Jestlize ne, pak ukonci praci s tim, ze formule A, B nejsou
unifikovatelné.

2. Po radném dokonceni cyklu urc€i o = 0,0,...0, (slozena
substituce). Substituce o je nejobecnéjsi unifikaci formuli A,

B.

26



Robinsonlyv algoritmus - Priklad
A = P, f(x), ), B = Py, z, g(x,y))

o1 = {X/V},
Ao, = P(y, fly), W, Bo; = PQy, z, g(y,y))

/,.
T

e

o, = {z/f(y)},
Aoc,0, = Ply, fly), W, Boio, = Ply, f(y), g(y,y))

O3 = {U/g(y;y)};
A010203 = P(yr f(y)r g(y,)/));
Bo.,o,05 = Py, f(y), gly,y)).

Slozena substituce o0=0,0,03 je nejobecnéjsi
unifikaci formuli A, B: {x/y, z/ fly), u/ g(y,y)} 2
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Zobecnené rezolucni
pravigiQ, e -, - A"

kde o je nejobecnéjsi unifikator L,, L,: Lo = L,o

Priklad: Dokazte logickou pravdivost formule:

VxVy [{P(x,y) > Q(x, f(g(x)))} *

{R(x) ¥ 3x =Q(x, f(g(x)))} * Ix =R(x)] > Ix
~P(x, g(x))

(dale priklady od str. 85)

28
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Priklad

VxVy [{P(x,y) o Q(x, f(g(x)))} *
£R(x) Y Ax 100 Habd)F * Fx ROJ] o Ix 2Blix

g(x))

1. Formuli znegujeme (negace implikace!):

VxVy [{P(x,y) o Q(x, f(g(x)))} *
{R(x) Y Ix =Q(x, f(g(x))} * Ax =R(x)1* ¥x P(x, g(x))

2. Odstranime existencni kvantifikatory a prejmenujeme:

VxVy [{P(x,y) o Q(x, f(g(x)))} *
{R(x) Y =Q(a, f(g(a)))} * -R(b)] * Vz P(z, g(2))

3. Sepiseme klauzule (po odstranéni implikace):

29
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Priklad

VxVy [{P(x,y) @ Q(x, f(g(x)))}*
{R(x) Y =Q(a, f(g(a)))} *

1. —P(xy) Y Qx, f(g(x)))

2. R(x) Y =Q(a, f(g(a)))

0. —R(b)

4. P(z, 9(2))

5. Q(x, f(g(x))) rezoluce 1., 4.; substituce z/x, y/g(x)
0. —Q(a, f(g(a))) rezoluce 2., 3.; substituce x/b

/ rezoluce 5., 6.; substituce x/ a

N

Pozn.: Rodicovské klauzule pro vytvareni rezolvent
volime tak, aby zlstalo co nejvice proménnych
volnych.

30



Dokazovani platnosti usudku
Kdo zna Pavla a Marii, ten Marii lituje. Vx ([Z(x, P)* Z(x, M)] o L(x, M) )
Nékteri nelituji Marii, ackoli ji znaji. Ix [-L(x, M) * Z(x, M)]
Nékdo zna Marii, ale ne Pavla. Ax [Z(x, M) * =Z(x, P)]
Vx [-Z(x, P) Y =Z(x, M) Y L(x, M)] Odstranéni implikace (1. predpoklad).
-L(a, M) * Z(a, M) Skolemizace (2. predpoklad).
Yy [-Z(y, M) Y Z(y, P)] Negovany zavér (prejmenovani x).
Klausule:
1. =Z(x, P)Y =Z(x, M) Y L(x, M)
2. = L(a, M) (2. predpoklad jsou
3. Z(a, M) dvé klausule - konjunkce!)
4. _'Z(y, M) 4 Z(yr P)
5. -Z(a, P) " -Z(a, M) rezoluce 1., 2., substituce x/a
6. ~Z(a, P) rezoluce 3., 5.
7. ~Z(a, M) rezoluce 4., 6., substituce y/a
8. ®zoluce 3., 7.

Obdrzeli jsme prazdnou klausuli, tj. negovany zaver je ve sporu
s predpoklady, tedy plvodni zavér z predpokladd vyplyva.

Usudek je platny

31
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Porovnani dikazu predchoziho Usudku se
sémantickym dikazem

Znazornime, jaké budou obory pravdivosti
predikdtd Z a L, tj. relace Zv a Ly, aby byly
pravdivé premisy:

A — {?ﬁﬁ—(lfkﬁ—«lz—mﬁ <i2/<[|,...,<oc,m[|,... }
1. premis 2. p.re/misa

e — &= Gml - e , <o,mi,... }

atd., sporem.

32
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Dokazovani platnosti Usudku

\pu_zivame toho, Ze pro wuzavifené formule plati
ekvivalence:

P,...P,|= Z iff |= (P,*...\P,) > Z
Adeles (= (P P) > Z iff negovana formule je
kontradikce: (P, ... -Z)

Tedy negovany zaver Z je ve sporu s konjunkci ﬁredpoklad&.
Coz je presné v souladu s definici platnosti Usud

PaaaaRai=aaia Z je pravdiva ve vsech modelech
mnozmy predpokladl P4,...,P, Iff

~Z neni pravdivd v Zadném modelu mnoziny predpokladd.
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Dokazovéani logické pravdivosti

Dokazte, ze veta ,,Jlsty filosof odporuje vsem filosofiim,
tedy OdeFUJe sam sobe” je analyticky nutné pravdiva.

Vetu_analyzu OJleme jako: ("zamyslena” interpretace je nad
mnozinou individui, P - podmnozina filosofu, Q — relace,
ve které budou ty dVOche kde prvni odporuje druhemu)

Jx {[Px) L Yy (P( ) © Q(x,¥))] © Q(x,x)} dokazeme, ze je
logicky pravdi

Formuli znegujeme a prevedeme na klausularni tvar:
Vx Yy {P(x) * [=P(y) ¥ Q(x,y)1* =Q(x,x)}.
K jednotlivym klausulim:

1. P(x)

P(y) " Q(x,y)
3 Q X, X)

je nejobecnéjsim unifikatorem substituce {y/x}:
4. Q( X) rezoluce 1. a 2.

rezoluce 3. a 4.
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Dokazovani logické pravdivosti

Dokazte, ze véeta ,,Ex:stu;e nekdo takovy, ze je-li génius,
pakjsou vsichni géniové” je analyticky nutné pravdiva.

Formule: 3x [G(x) o Vx G(x)] (pozor na zavorkovani!)

Dokazeme, ze negovana formule je kontradikce:
® VYx[G(x)”*3Ax -G(x)], tedy po prejmenovani proménnych

® Vx[G(x)*3Ay -G(y)], krok 6: [Vx G(x) * 3y -G(y)] a po
Skolemizaci:

® Vx[G(x)*-G(a)].

1. G(x)
-G(a)
3. - rezoluce 1. a 2., substituce x/ a

Obdrzeli jsme prazdnou klauzuli, negovana formule je
kontradikce, tedy plvodni formule je logicky pravdiva.

2
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1. VSichni Clenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionari.
2. Zadny Clen vedeni neni zaroven maijitel obligaci i akcionar.
3. Vsichni majitelé obligaci jsou Cleny vedeni.

T e
Vx [V(x) 2 (O(x) ¥ A(x))]
Vx [V(x) o =(0(x) * A(x))]
Vx [O(x) o V(x)]

Vx [O(x) o =A(x)]

Klausule: 1. -V(x) Y O(x) Y A(x) 1. predpoklad
2. =V(y) Y =0(y) ¥ -A(y) 2. predpoklad
3. -0(2) Y V(2) 3. predpoklad
4. O(k) negovany zaver
5. A(k) (po Skolemizaci)
6. -O(y) Y -A(y) rezoluce 2., 3., substituce z/y
7. —A(k) rezoluce 4., 6., substituce y/k
8. reMluce 5., 7.

Pozn.: VSimnéme si, Ze jsme prvni klausuli pfi dukazu nepouzili. Tedy
zaver vyplyva jiz z druhého a tretiho predpokladu (prvni je pro odvozgm’
dlsledku nadbytecny). 3
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Kazdy, kdo ma rad Jiriho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Ladou.
Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

Jestlize Karel kamaradi s Ladou, pak Petr nema rad Jiriho.

Vx [R(x, J) o S(x, M)]
vx [K(x, L) o =-K(M, x)]
vx [S(P, x) o K(x, Kr)

K(Kr, L) > =R(P, ])

Klausule:

. = R(x, J) Y S(x, M) 1. predpoklad
.= K(y, L)Y =K(M, y) 2. predpoklad
. =S(P, 2) Y K(z, Kr) 3. predpoklad
. K(Kr, L) negovany zaver

. R(P, )) negovany zaver

. = K(M, Kr) rezoluce 4., 2., substituce y/Kr

- S(P, M) rezoluce 3., 6., substituce z/M

: iR(P, J) rezoluce 1., 7., substituce x/P

rezoluce 5., 8. 37
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Co vyplyva z danych
Vﬁ/?@ﬂ%ﬁwﬂ:ﬁaﬂu Premisy neobsahuji zadné

P1: Kazdy, kdo ma rad Jiriho, bude spolupracovat s Milanem.
P2: Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Ladou.

P3: Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

P4: Karel kamaradi s Ladou.

Zaver: 7?7

Klausule:

.= R(x, ]) Y S(x, M) 1. predpoklad

Y =K(M, y) 2. predpoklad

) Y K(z, Kr) 3. predpoklad
. K(Kr, L) 4. predpoklad
, Kr) dusledek, rezoluce 2,4, y/Kr
P,]) Y K(M, Kr) ddsledek, rezoluce 1,3, x/P, z/M
P, ) disledek, rezoluce 5,6
.2 S(P, M) disledek, rezoluce 3,5, z/M 38
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Dilkaz spravnosti Usudku -
ﬁa@(gmmé rad fotbal a pivo.

Xaver ma rad pouze ty, kdo maji radi fotbal a pivo.
Nekdo ma rad fotbal a nema rad pivo.

Kdo neni muz, je zena. (nezamlcujeme
predpoklady)

Nekteré zeny nema Xaver rad.

Vx [M(x) o (R(x,f) * R(x,p))] 1. pfedpoklad
Vx [R(Xa,x) o (R(x,f) * R(x,p))] 2. pfedpoklad
3x [R(x,f) * =R(x,p)] 3. pfedpoklad
Vx [-M(x) o Z(x)] 4. predpoklad

- 3x [Z(x) * =R(Xa,x)] negovany zaveér .
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DUkaz spravnosti Usudku - sporem

Klausule:
1. -M(x) ¥ R(x,f) 1. predpoklad

-M(x) ¥ R(x,p) 1. predpoklad
3 -R(Xa,y) ¥ R(y,f) 2. predpoklad
4 -R(Xa,y) ¥ R(y,p) 2. predpoklad
5. R(k,f) 3. predpoklad
6. -R(k,p) po Skolemizaci: x/k
7 M(z) ¥ Z(2) 4. predpoklad
8 -Z(u) ¥ R(Xa,u) negovany zaver
9. -R(Xa,k) rezoluce 4., 6. (y/k)
10. -Z(k) rezoluce 8., 9. (u/k)
zls M(k) rezoluce 7., 10. (z/k)
12. ﬁ(k,p) rezoluce 2., 11. (x/k)
235 rezoluce 6., 12.

Opét jsme zjistili, ze negovany zaver je ve sporu s predpoklady,
proto je Usudek platny.

Vite, které predpoklady nebyly nutné pro odvozeni zavéru? .
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Usudky rezoluci
,Le_h_@LsLo_sud%_pak_Jehg_dn,Lha_mggmna_J%suda.

|= Je-li Cislo sude, pak jeho Ctvrta mocnina je suda.

Yy tPhyn=-PaA) ]

|I= Vx [P(x) o P(f(f(x)))] znegujeme z&vér:

Ax [P(x) * = P(f(f(x)))] Skolemizujeme:
[P(a) * = P(f(f(a)))] sepiseme klauzule:

1. -P(y)Y P(f(y)) predpoklad

2. P(a) negovany zaver

0.  —=P(f(f(a))) negovany zaver

4. P(f(a)) rezoluce 1.,2., substituce y/a
5. B(f(f(a))) rezoluce 1.,4., substituce y/f(a)
6. rezoluce 3.,5., spor

Usudek je platny 41
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Matematicka indukce

P(a), Yy [P(y) o P(f(yD] |- Vx P(x)

Vyplyya odvozena formule z premis?_ Jinymi slovy, je
dukazové pravidlo matematické indukce koréktnr,
zachovava pravdivost?

Klausule:

1. P(a)

2. —P(y) ¥ P(f(y))

3. P(f(a)) dusledek 2.1., subst. y/a

4, P(f(f(a)))disledek 2.3., subst. y/f(a)

5. P(f(f(f(a)))) dlsledek 2.4., subst. y/f(f(a))
6. Atd.

Ani sporem to nedokazeme, nebot neqovany zaver po
Skolemizaci je: -P(b) a termy b, a, f(a), f(f(agv),... nejsou
unifikovatelne. Nikdy nedokazeme, ze Vx P(x) -
aktualni nekonecno. Dokazeme to pouze potencialne ...
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Overovam kon2|stence

Jisty holi¢ holi prave ty vsechny, kdo se neholi sami.
Holi tento holi¢ sam sebe?

dx Vy [-H(y,y) = H(x,y)] |= ? H(x,x)

V prednasce 7 jsme videli, ze predpoklad je nesplnitelny,

BWN -

tedy takovy holic neeX|stu1e Overime rezolucni
metodou. K predpokladu pridame negovany zaver a
upravime do klauzuli.

H(y,y) Y H(a,y) = H(a,a) substituce y/a
-H(y,y) ¥ =H(a,y) = ~H(a,a)  substituce y/a
-M(x,x) negovany zaver

rezoluce 1., 2., substituce y/a

K odvozeni sporu jsme nepotrebovali klauzuli 3.

(negovany zaver), tedy sporny, nesplnitelny,
nekonzistentni je jiz predpoklad.

by halissc manvickiiis
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Poznamka

Robinsonlv algoritmus obecné rezoluce a
unifikace pracuje tak, ze unifikuje rovnéz
jednotlivé literaly v klauzuli. Tak napriklad
klauzule:

1. Bocyl O(a fly)) Plxal ' ~Olyx) —
P(f(a),a) ¥ = Q(a,f(a))
2. 2 P(f(z),z) Y =P(v a) = =P(f(a),a)

daji po unifikaci x/f(a), y/a, z/a, v/f(a)
rezolventu —Q(a,f(a)), nebot prvni klauzule se
unifikuje na P(f(a),a) ¥ = Q(a,f(a)) a druhd na
- P(f(a),a). !
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Poznamka - pozor na ekvivalence

a) Formule A = B neni sporna, je splnitelna
b) Formule A = - A je sporna

Klauzule ad a)
1. -A'B
2. A'Y-B

nyni v kazdém kroku muizeme generovat
rezolventu pouze skrtnutim jednoho literalu, tedy
ne prazdnou klauzuli:

3. BY-B tautologie vyplyva z jakékoli formule
4. AY-A

Klauzule ad b)

1 =AY -A = A

2. BAYA = A
3. 1. a 2. rezolvuji na prazdnou klauzuli.
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Overovani konzistence

Pan X presel na kvalifikovanéjsi praci (K).

Pan X dobre rozumi mzdovym otazkam (M).

Jestliéve,CPan X presel na kvalifikovanéjsi praci, pak je spravné, aby
Jeho zadost byla projednana (P).

jbestliée je spravné, aby jeho zadost byla v komisi projednana, pak
y nemel byt clenem Komise (C).
Rozumi-li vyteCcné mzdovym otazkam, meél by byt ¢lenem komise.

Co z toho vyplyva?

erime nejprve konzistenci této mnoziny tvrzeni.
MK Py AP o5 C)l M 55E)

K

M

o

Shasie

=ML E

P rezolucel, 3

-Crezoluce 4, 6

C rezoluce 2, 5

spor rezoluce 7, 8

> <

COFOEFWNEAQ

Dana mrll(oéli_na tvrzeni je sporna, nekonzistentni, proto z ni vyplyva 46
cokoli.



formule

=? Vx[P(x)?* Vy3x (-Q(x,y) o VzR(a,x.y))]
3z [(P(b) : Q=) 2))' Ria, fib), z)]

Antecedent prevedeme do klauzularni formy:

a) Metodou dle Skolemova algoritmu.

b) Nejdrive do prenexni formy a pak
Skolemizujeme.

47
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Oveéreni logické platnosti vs.
kf@ekeﬁ prevod do klauzularni formy, postup a)

Vx [P(x)* Vy 3x (-Q(x,y) o VzR(a,x,y))]

Kroky 2., 5. Pfejmenujme promennou x a odstranime Vz:
Vx [P(x) * Yy 3u (=Q(u,y) = R(a,u,y))]

Krok 3. Odstranime implikaci:
Vx [P(x)* Yy Ju (Q(u,y) ¥ R(a,u,y))]

Krok 6. Nyni presuneme kvantifikator Vx doprava:
Vx P(x) * Vy 3u (Q(u,y) ¥ R(a,u,y))

Krok 7. Skolemizujeme (tj. za promennou u substitujeme g(y),
nebot funkcni
symbol f je jiz pouzit v zaveru):

Vx P(x)* Yy (Q(g(y). ¥) ¥ R(a, g(y), y))

Krok 8. presuneme kvantifikatory doleva:
SK1: Vx Yy [P(x)* (Q(g(y), y) " R(a, g(y), y)I.
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Oveéreni logické platnosti vs. krok 6

Antecedent - prevod do klauzularni formy, postup b) bez
kroku 6

Vx [P(x)* Yy Ix (-Q(x,y) o VzR(a,x,y))]

Kroky 2, 5: Pfejmenujme promeénnou X a odstranime Vz:
Vx [P(x) * Vy Ju (-Q(u,y) = R(a,u,y))]

Krok 3. Odstranime implikaci:
Vx [P(x) * Yy Ju (Q(u,y) ¥ R(a,u,y))]

Krok 7. Skolemizujeme (tj. za proménnou u substitujeme

ax,y), : =
nebot promenna u je v rozsahu Vx):

Vx [P(x) * Vy (Q(g(x,y), ¥) ¥ R(a, g(x.,y), ¥))

Krok 8. presuneme kvantifikatory doleva:
SK2: Vx Yy [P(x)* (Q(g(x,y), ¥) " R(a, g(x,y), y)1.
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Oveéreni logické platnosti vs. krok 6

Negovany zaveér (jiz je v klauzularni formée):

Vz [(=P(b) ¥ =Q(f(2), 2)) * =R(a, f(b), 2)].

Pokusime se dokazat spor s SK1 (klauzularni forma

antecedentu).

Sepiseme klauzule, postup a):

O = WN

P(x) predpoklad

Q(g(y), y) Y R(a, gly), y) predpoklad
-P(b) Y =Q(f(z), z)  negovany zavér

=R(a, f(b), Zz) negovany zavér

-Q(Ff(z2), 2) rezoluce 1., 3., substituce x/ b
2727

Dale nemUzeme rezolvovat, nebot termy g(y) a f(z), ¢i g(y)

a f(b) nejsou unifikovatelne.

Formule neni logicky pravdiva. =
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Oveéreni logické platnosti vs. krok 6
Ani spor SK2 Claostup b) s nasim negovanym

zaverem nedokazeme:
1. P(x)
2. Qlgx.y), ¥) "R(a, g(x,y), y)
3. =P(b) "~Q(f(2), 2)
4 - ( a, f(b), z)
. (f(z), z) rezoluce 1., 3., substituce x/ b

Dalsi kroky vsak jiz nelze provest, protoze

termy g(x’%/ a f(z), pripadné g(x,y) a f(b)
nejsou unifikovatelné.

Zaver: Formule neni logicky pravdiva. .



“Priklad hadanka

Tom, Peter and John are members of a sport club. Every
member of the club is a skier or a climber. No climber likes
raining. All skiers like snow. Peter does not like what Tom
likes, and does like what Tom does not like. Tom likes snow
and raining.

Cb)uestion: Is there in the club a sportsman who is a climber
ut

not a skier?

Solution: Knowledge base (+ query 11):

9

. SC(t)

1
2. SC(p)
3.
4
i
if
i
il

SC())

Vx [ SC(x) o (SKl(x) Y CLIMB(x)) ]
Vx [ CLIMB(x) o —~LIKE(x,r) ]

Vx [ SKI(x) o LIKE(x,s)]

Vx [LIKE(t,x) o —LIKE(p,x)]

Vx [-LIKE(t,x) o LIKE(p,x)]
LIKE(t,s)

10. LIKE(t.r)
11. 2 3x [SC(x) * CLIMB(x) * -SKI(x)]
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iklad. hadanka

Knowledge base (in Clausal form + negated query 11):

ity i

(0 o R e

9.
10.
00,

SC(t) sport-club(tom).

SC(p) sport-club(peter).

SC(j) sport-club(john).

-SC(y) ¥ SKli(y) ¥ CLIMB(y) each club member is a skier or
a climber

~CLIMB(z) ¥ -~LIKE(z,r) each climber does not like raining

-SKI(v) ¥ LIKE(v,s) each skier does not like snowing
-LIKE(t,x1) ¥ =LIKE(p,x1) Tom and Peter have opposite
LIKE(t,x2) ¥ LIKE(p,x2) tastes

LIKE(t,s) like(tom, snow).

LIKE(t,r) like(tom, raining).

-SC(x) ¥ ~CLIMB(x) ¥ SKI(x) Query

Proof by resolution that 1-11 is inconsistent. In other words, we are

e
i
1,
15.
16.

(Obviously, the solution is p = Peter)

looking for an instantiation of the variable x, that leads to a
contradiction.

-LIKE(p,s) res.: 9, 7 by substituting s for x1

-SKl(p) res.: 12, 6 by substituting p for v

-SC(p) "CLIMB(p) res.: 13, 4 by substituting p for y
G4/MB(p) res.: 14, 2

Resolution 11 + 2 + 13 + 15 by substituting p for x. -
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Oveéreni platnosti usudku: hadanka

Situace: Sesli se pratelé, mezi nimi knez A, ktery prohlasil:
,Prvni clovek, kterého jsem_ zpovidal, je vrah“. Po chvili
vesel pan B, uvidél knéze a fekl: »Ja jsem byl prvni Cloveék,
kterého knéz A zpovidal®“.

Otazka: Porusil knez zpovedni tajemstvi?
Reseni: Vx [(x = f(A)) o V(x)]
B = f(A)

2?27

(Zamyslena interpretace: f bude funkce, ktera kazdemu knezi
prlrathJ)e toho jediného clovéka, kterého zpovidal jako
prvniho

Klausule: i = (x = f(A)) ¥ V(x) 1. premisa
2. B = f(A) 2. premisa
3. V(B) dUsledek: rezoluce
(B je vrah) 1.,2., substituce x/B

Odpovéed: Kneéz zfejme porusil zpovedni tajemstvi



