Matematicka logika
Aristotelova logika (prednaska 6,7)
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Mine is the first step and
therefore a small one,
though worked out with
much thought and hard
labour. You, my readers or
hearers of my lectures, if
you think | have done as
much as can fairly be
expected of an Initial
start. . . will acknowledge
what | have achieved and
will pardon what | have
left for others to

accomplish.
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Aristotelova logika

Recky filosof a zakladatel lo |k Aristoteles zkoumal
pred’vice nez 2000 lety tzv. Subjekt - Predikatoveée
vyroky a usudky z nich vytvorene:

Vsechna S JSOU P SaP affirmo
Z4dné S neni P SeP nego
Nektera S jsou P SiP  affirmo

Nektera S nejsou P  SoP nego
Vsechny pojmy S, P jsou zde vzdy neprazdné.

Z dnesniho pohledu jde o fragment predikatoveé logiky

Vyrokovou logiku zkoumall v té _dobé stoici (v opozici
Arlstotelow)g kteri rovnéz __ postihli ~ zaklady
predikatove logiky. (Viz Frantisek Gahér: Stoicka
sémantika a logika).



Aristotelova logika: log.

CtV SYEAIE zaporné
obecné SaP SeP

castecneS:P><

SaP = -SoP, SeP = -aSiP kontradiktorické

Sal E Sef  sepP £ 5ol KehbeoiEl
= SIPE SOP. - SOP E SiP subkontrarni
SaP E SiP, SeP E Sop, subalterni:

~SiPE-SaP, -SoPE-SeP neboli podfizené
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Loglcky ctverec obraty

SiP & PIiS
Nekteri studenti jsou zenati & Néekteri zenati jsou
studenti.

SeP < PeS
Zadny Clovék neni strom & Zadny strom neni Clovék.

SaP E PiS -
Vsichni ucitelé jsou statni zaméstnanci f Nékter
statni zameéstnanci jsou ucitelé.

SeP k PoS
Zadné jedovaté houby nejsou jedlé | Nékteré
jedlé houby nejsou jedovate.



Logicky ctverec (dukazy vztahu)

kladné zaporné
obecné SaP

castecné SiP

SaP < —SoP, SeP < —SiP kontradiktorickeé (po
diagonale).

Vsechna S jsou P & Neni pravda, ze néktera S nejsou P
DUkaz (de Morgan): Vx [S(x) o P(x)] & =3x [S(x) * =P(x)]

Z4dné S neni P & Neni pravda, Ze nékterd S jsou P
DUkaz (de Morgan): Vx [S(x) o =P(x)] & =3x [S(x) * P(x)]
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Logicky Ctverec (pokracovani)
SaP SeP

P ]
S SoP

SaP F-SeP, SeP k-SaP kontrarni

VSechna S jsou P E Neni pravda, Zze zadné S neni P
Vx [S(x) o P(x)] F - V¥x[S(x) > 2P(x)]

Dukaz (sémanticky): Je-li Su = Pv, pak nemUze byt Su
podmnozinou komplementu Py, tedy neni Suv € - Puv,

Z&dné S neni P E Neni pravda, Ze vSechna S jsou P
YocSia = Pl |= Vx [S(x) o P(x)]

Dukaz (semanticky): Je-li Sv & =Puv (komplementu), pak
nemuUze byt Su podmnozinou Py, tedy neni Su < Pu.
7
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Logicky Ctverec (pokracovani)
-SiPE SoP, -SoPESiP  subkontrarni

Neni pravda, Ze nékterd S jsou P F Nékterd S nejsou P
-3x [S(x) * P(x)] & Vx [S(x) 2 =P(x)]

Je-li Su € =~ Pu(podmnozinou komplementu) a Su # @ (je
neprazdné), pak je neprazdny také prunik Su a
komplementu Pu: (SUn =Pu) # @, tj. Ix [S(x) * =P(x)]

Analogicky: Neni pravda, ze néktera S nejsou P |= Nektera
S jsou P (za predpokladu neprazdnosti).

SaP FSiP, SeP FSop, subalternt:

-SiPk -SaP, ~SoPF -SeP neboli podfizené

Analogicky dikaz pro zbylé vztahy: VSechna S jsou P,
tedy neéktera S jsou P, atd.

Vse za predpokladu neprazdnosti



Loglcky ttverec - obraty

SIP @ PIS SeP < PeS
Nékterd S jsou P & Nékterd P jsou S
7Z4dné S neni P & Zadné P neni S

e 5le] Bl — =l [Pl Sl
VX [S(X) o - P(xX)] & Vx [P(x) o =S(x)]

SaPE PiS SeP} PoS
Vsechna S jsou Pf Nektera P jsou S
Zadné S neni P k Nékterd P nejsou S

W iolig > B0l o S(x) E Ix [P(x) * S(x)]

Yo > Bl A PO LD R S ]
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Kristotelovy sylocjismy

Jednoduché uUsudky tvorené kombinacemi tri predikatt S,
P, M, kde M je zprostredkujici predikat, ktery se v zaveéru
neopakuje, zaver je vzdy tvaru S-P.

. M-P Il. P-M . M-P V. P-M
S-M S-M M-S M-S

Spravné mody jsou:
|. aaa, eae, ail, eio (barbara, celarent, darii, ferio).
Il. aoo, aee, eae, eio (baroco, camestres, cesare, festino).

Ill. oao, aai, ail, iai, eao ,eio (bocardo, darapti, datisi, disamis,
felapton, ferison).

V. aai, aee, iai, eao, eio (bamalip, calemes, dimatis, fesapo,
fresison).
Neucime se pochopitelné nazpamét spravné mody, ale
odvodime si platnost usudku metodou Vennovych

: = 10
Aiacoramiil
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Aristotelova logika: sylogismy

Oveérime na zakladé mnozinovych Uvah pomoci Vennovych
diagramu:

Obory pravdivosti predikatt S, P, M zakreslime jako
(vzajemneé se protinajici) krouzky. Poté znazornime
situaci, kdy jsou premisy pravdivé, tj.

- Vysrafujeme plochy, které odpovidaji prazdnym tridam
objektl (vSeobecné predpoklady)

- Oznacime krizkem plochy, které jsou jisté neprazdné
(existencni predpoklady); krizek pritom klademe jen
tehdy, kdyz neexistuje jina plocha, "kam by mohl prijit”

Nakonec overime, zda vznikla situace znazornuje
pravdivost zaveru.

11



~_John

Venn

1834 - 1923
Cambridge
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g&/logismy a Vennovy diagramy

Vsechny rodinné domy jsou Vx [R(x) o S(x)]
soukromym vlastnictvim

Nékteré nemovitosti jsou rodinné domy 3Ix [N(x) * R(x)]

Nékteré nemovitosti jsou IAx [N(x) * S(x)]
soukromym vlastnictvim

R S
Dle 1. premisy je Dle druhé premisy
prazdna mnozina R/ S je neprazdny pranik
N R a N — udélame
kfizek.
Dulezité je poradi: nejdfiv

vyskrtame prazdné plochy, pak
klademe krizek.

13
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g&/logismy a Vennovy diagramy

Vsechny rodinné domy jsou Vx [R(x) o S(x)]
soukromym vlastnictvim

Nékteré nemovitosti jsou rodinné domy 3Ix [N(x) * R(x)]

Nékteré nemovitosti jsou IAx [N(x) * S(x)]
soukromym vlastnictvim

R

Dle 1. premisy je

Dle druhé premisy
prazdna mnozina R/ S

je neprazdny prunik
R a N — udélame
kfizek.

Ovéfime pravdivost zavéru: prunik

ploch N a S musi byt neprazdny.

Usudek je platny.

14
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g&/logismy a Vennovy diagramy

Vsichni jezevci jsou sbératelé umeéni Vx [J(x) S S(x)]
Neékteri sbératelé umeéni ziji v norach Ix [S(x) ™ N(x)]
Nékteri jezevci ziji v norach Ax [J(x) *N(x)]

\

Jak vSak znazornime
pravdivost 2. premisy?
Prink S a N je
neprazdny, ale nevime,

kam dat kfiZzek!
N g

/

Dle 1. premisy
neexistuje jezevec,
ktery neni sbératel —
Srafujeme.

N

Usudek je neplatny.

15
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Sylogismy - ovéereni platnosti

Nékteri politici jsou moudri lidé Ax [Pl(x) *<Mtx)]
Nikdo, kdo je moudry, neni pysny Vx [M(x) >—Ps(x)]

Nékteri politici nejsou pysni Ax [Pl(x) *=P3(x)]
M Ps
Nejdfive vyhodnotime
vSeobecnou premisu 2 !
T N
T ™ Dle 1. premisy
Neexistuje zadné M, je neprazdny
které by bylo Ps: prunik M a PI:
Skrtame pranik M a Ps P udélame krizek
_ _ N _

Vyhodnotime zavér: pranik Pl a komplementu Ps musi byt
neprazdny: pravdivost zaruCena, usudek je platny. 16
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Sylogismy - ovéereni platnosti

Vsechna auta jsou dopravni prostredky Vx [A(xF=D(x)]
Vsechna auta maji volant Vx [A(x) o V(XrH—
Nékteré dopravni prostredky maiji volant Ax [D(x)™VIx)]
A D
~ ™

Dle 2. premisy je
plocha A podmnozinou
plochy V: Srafujeme.

1. Premisa - Plocha A
musi byt podmnozinou

plochy D: Srafujeme.
N _

Vyhodnotime zaver: pravdivost neni zarucena,
kfizek v praniku D a V neni! Usudek je neplatny.

17



VSeobecné premisy ne k

% %ny spenene hory jsou sklenéné

®\/Sechny sklenéné hory jsou hory

® |~ Nekteré hory jsou sklenéné

Priklad Bertranda Russella (1872-1970)

Usudek je neplatny.

18
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Sylogismy - ovéereni platnosti

Vsechna auta jsou dopravni prostredky Vx [A(x4—=B{x)]
Vsechna auta maji volant Vx [A(x) o V(OOIT—
Existuji auta (implicitni predpoklad) Ax AXy——
Nékteré dopravni prostredky maiji volant Ax [D(x) * V(x)]
A D
T ™ : :
1. Premisa - Plocha A DIIe h 2'A prdemlsyv. 1
musi byt podmnoZzinou plocha V- vprOf r.nnrgzmou
plochy D: Srafujeme. plochy V. sratujeme.
N _ v
T ™
Dle 3. premisy
Vyhodnotime zavér: pravdivost je zaru€ena, udélame kfizek
kfizek v praniku D a V je, usudek je platny na plochu A.

— i

19
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Sirsi pouziti, nejen na

y{ gstsriﬁns politici Vx [S(x)  P(x)]
P.YNéekterstatnici jsOu inteligentni 3x [S(x) * 1(x)]
Ps: Nékteri politici nejsou statnici  3ax [P(x) * =S(x)]

Z.: =7 Nekteri politici nejsou inteligentni Ax [P(x) * =1(x)]

Z,. =7 Neékteri politici jsou inteligentni  3x [P(x) * 1(x)] ?

Potationesip p

_ |

20
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Vennovy diagramy

VX [P(x) 2 Q(X)]+—

P;: VSichni zahradnici jsou zrucni.

P,: Kazdy, kdo je zrucny, je inteligentni.

R(x)]

vV _

V4

VX [Q(X) »—

D I

3

Z:Nékteri zahradnici jsou inteligentni.

P
ﬁ premisa Fika, ie\

neexistuje prvek,
ktery by byl v
mnoziné P a nebyl v
mnoziné Q  (De
Morgan) —  tedy

Qafujeme. / 4

Q

3. premisa zaruCuje neprazdnost
mnoziny P, tedy (délame kfizek).

Ax [P(x) * R(x)]

6 premisa fika, 2e\

neexistuje prvek,
ktery by byl v
mnoziné Q a nebyl v
mnoziné R (De

Morgan) —  tedy

Qafujeme. /

21
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Pi: Vsichni zahradnici jsou zrucni. Vx [P(x) 2 Q(x)]

P,: Kazdy, kdo je zrucny, je inteligentni. Vx [Q(x) o R(x)]
(Ps: Existuje aspon jeden zahradnik. ax P(x) )

Z:Nektefi zahradnici jsou inteligentni. Ix [P(x) * R(x)] —

P Q

/Kﬁ'iek v diagramh

opravdu nalezi
pruniku mnozin P a
R, tedy odpovida

Nyni  otestujeme, zda R .na§emu zavéru, proto
krizek \ diagramu je Usudek
odpovida nasemu zavéru. \PLATNY- /

22



Vennovy diagramy

P,: Vsichni studenti uméji logicky myslet. VX [S(X) 2 M(X)—
P,: Pouze koumaci uméji logicky myslet. Vx [M(x) o K(x\_—
Z:VSichni studenti jsou koumaci.  ¥x [S(x) o K(x)]

S%%M
K .

23



Vennovy diagramy

P.: VSichni studenti uméji logicky myslet. VX [S(X) > M(x)]

P,: Pouze koumaci uméji logicky myslet. Vx [M(x) o K(x)]

Z:Vsichni studenti jsou koumaci.  Vx [S(x) o K(x)] -—
S M

- K

24
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P.: Vsichni studenti logiky se uci logicky myslet. WP (x)
> Q(x)] —
P2 Kdo se ucftogicky myslet, ten se neztratf.— vVx {Q(x) > R(x)]
Z: Nekteri studenti logiky se neztrati. 3x [P(x) * R(x)]
P Q
/1. premisa fika, 2e\ /2. premisa fika, Ze\
neexistuje prvek, neexistuje prvek,
ktery by byl v ktery by byl v
mnoziné P a nebyl v mnoziné€ Q a nebyl v
mnoziné Q (De mnoziné R (De
Morgan) — tedy R morgan) — tedy

\ Srafujeme / \ Srafujeme /

25
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Vennovy diagramy

P.: Vsichni studenti logiky se uci logicky myslet. VX [P(x) o Q(x)]
P,: Kdo se uci logicky myslet, ten se neztrati. Vx [Q(X) o R(x)]
Z: Nékteri studenti logiky se neztrati. Ix [P(x) * R(X)] «——o
Poznamka:

Vv tradicni

/ Zaver fika, ze existuje\
prvek Vv praniku
mnozin P a R

Diagram ale toto
nepotvrzuje  (neni

Aristotelové
logice je tento
usudek
povazovan Za
platny. Avsak, ze

kfizek), proto usudek
vseobecnych Nyni otestujeme, zda je je NEPLATNY.
prem |S opravdu usudek platny Ci
nemuzeme nikoliv.
usuzovat Nna
existenci!
Nezapomente -

vSak ze dle
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P.: Vsichni studenti logiky se uci logicky myslet. Vx [P(x) o Q(x)]
P,: Kdo se uci logicky myslet, ten se neztrati. ¥Yx [Q(x) o R(x)]
Existuji studenti logiky (implicitni predpoklad) 3x P(x) —
. X = : : ? A
Z: Nekteri studenti logiky se neztrati. Ax [P(x) * R(x)]
P Q
Poznamka:
dle Aristotela jsou
zde Vsechng/ /Zéwér fika, Ze\
pOme existuie  prvek v
neprazdne. pruniku mnozin P a
Pridadme-li R. Diagram toto nyni
implicitni R potvrzuje (je krizek),
predpoklad S proto  Usudek je
i muaz PLATNY.
existuji studenti [ Nyni muzeme na plochu & 4

odpovidajici priniku P a R
dat kfizek — je neprazdna.

logiky, je Usudek
platny.

27



Vennovy diagramy a sylogismy

P Zadny ptak neni savec VX [P(x) o =S(x)] —
P,: Nékteri ptaci jsou bézci Ax [P(x) * B(x)] —

Z:Nékteri bézci nejsou savci Ax [B(x) * =S(x)]

P S




/ .
Vennovy diagramy

P,: Neékteri vladci jsou kruti. Ax [V(x) * K(x)]
P,: Zadny dobry hospodar neni kruty. Vx [H(x) o = K(x)]

Z:Nékterd vladci nejsou dobri hospodari. 3Ix [V(x) * =H(x)]

H K
- ;gv

29



Déﬁnice ploch

———

TQMmMm

S(x) * =P(x) * =" M(x)
= S(x) * P(x) * = M(x)
S(x) * P(x) * = M(x)
S(x) * P(x) * M(x)
S(x) * =P(x) * M(x)

= S(x) * P(x) * M(x)

= S(x) * =P(x) * M(x)
- S(x) * =P(x) * = M(x)
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