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jednoduché Usudky, kde VL
nestaci

Vsechny opice maji rady banany
Judy je opice
= Judy ma rada banany
Z hlediska VL jsou to jednoduché vyroky

p,q,razp, g nevyplyvar
Vsichni studenti jsou chytri

Karel neni chytry
= Karel neni student

Jaké je zde platné Usudkové schéma?



”OEUdkovég

l!?ema prlpomlna platna schémata VL:

p>q, pkqg Ci p=>q ~qF-p

Ale ve VL nemUzZeme (roz)analyzovat tyto
jednoduché vyroky. Zkusme je preformulovat:

Kazdé individuum, je-li Opice, pak ma rado Banany
Judy je individuum s vlastnosti byt Opice
= Judy je individuum s vlastnosti mit rado Banany

vx [O(x) o B(x)], O()) E B()),

kde x je individuova proménna, O, B predikatové
symboly, J (nuldrni) funkcni symbol.
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‘Usudkova
Ch?dmétt(@schéma: Za O, B, ] muzeme

dosadit jiné vlastnosti Ci jiné individuum,
napr. po radé clovék, smrtelny, Karel.
Dostaneme opét platny Usudek, nebot se
jedna o platné schéma:

® \/Sichni lidé jsou smrtelni.
® Karel je Clovek.

® Karel je smrtelny.

O, B, J jsou zde pouze symboly zastupujici
vlastnosti a individua



~_Formalnijazyk PL1 --
Abeceda

Logické symboly

® individuové proménné: x, y, z, .
® Symboly pro spojky: =, *, Y, o
® Symboly pro kvantifikatory: V,

=

Specialni symboly
® Predikatové: P», Qn, ... n - arita = pocet argumentda.
® Funkcni: fr, gn, hn, ... n - arita = pocet argumentda.

Pomocné symboly: zavorky (, ), ...



- _Formalnijazyk PL1 - —
Gramatika

Termy:

1. kazdy symbol proménné x, y, ... je term.

2. jsou-li t,...,t, (n = 0) termy a je-li f n-arni
funkcni symbol, pak vyraz f(t,,...,t,) je term;

pro n = 0 se jedna o individuovou konstantu
(znac¢ime a, b, c, ...).

3. jen vyrazy dle 1. a 2. jsou termy



-~ _Formalnijazyk PL1 - —
Gramatika

Atomické formule:

® je-li P n-arni predikatovy symbol a jsou-li t,...,t,
termy, pak vyraz P(t,,...,t,) je atomicka formule.

Formule:

® kazda atomicka formule je formule.
® je-li vyraz A formule, pak —A je formule.

® JSOU -li vyrazy A a B formule pak vyrazy
?/ ), (A = B) jsou formule.

® Je I| x promenna a A formule, pak vyrazy
Vx A a dx A jsou formule.



Formalnijazyk PL1 - 1. —
rad
Jediné proménné, které mlzeme pouzivat s
kvantifikatory, jsou individuové proménné.

NemuUzeme kvantifikovat pres proménné
vlastnosti Ci funkci.

Priklad: Leibnizova definice rovnosti.

® Maiji-li dvé individua vsechny vlastnosti
stejné, pak je to jedno a totéz individuum.
® WP[P(x) = P(y)] > (x = y)
- jazyk 2. radu, kvantifikujeme pres vlastnosti.
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Priklad: jazyk aritmetiky
Ma tyto (specialni) funkcni symboly:

nularni symbol: 0 (konstanta nula) - konstanta je nularni
funkcni symbol.

unarni symbol: s (funkce naslednik).
binarni symboly: + a x (funkce scitani a nasobeni).
® prikladem termu jsou (pouzivdme infixni notaci pro + a x):
0, s(x), s(s(x)), (x + y) x s(s(0)), atd.
® Formulemi jsou napfr. vyrazy (= je zde specialni predikatovy symbol):

S(0)=(0xx)+5s(0),IxX(y=xXx2), W X[(x=y)>3Ty (x =
s(y))]



Jazyka PL1
,vsichni“, ,zadny"“, ,nikdo“, ... v
,hekdo“, ,néco”, ,nekteri“, ,existuje”, ... 3

Vétu musime Casto ekvivalentné preformulovat
Pozor: v cestiné dvoji zapor !
Z4adny student neni dlichodce: Vx [S(x) o - D(x)]

Ale, ,vsichni studenti nejsou dlchodci” ¢teme jako
,ne vsichni studenti jsou dlichodci“:

- Vx [S(x) o D(x)] & Ix [S(x) * -D(x)]
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Prevod z pfirozeného jazyka do

jazyka PL1

® Pomocné pravidlo: V + o, 3 +* (vétsinou).

® - Vx [P(x) > Q(x)] & Ix [P(x) * -Q(x)]

Neni pravda, ze vsechna P jsou Q < Nektera P
nejsou Q.

® -Jx [P(x) * Q(x)] & Vx [P(x) > -Q(x)]

Neni pravda, Ze nékterd P jsou Q = Z&dné P
neni Q.

(de Morganovy zakony v PL1).
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jazyka PL1

Pouze zameéstnanci pouzivaji vytah.
Vx [V(x) o Z(x)]

Vsichni zameéstnanci pouzivaji vytah.
vx [£(x) 2 V(x)]

Marie ma rada pouze vitéze:
Tedy pro vsechny plati: pokud ma Marie nekoho
rada, pak je to vitéz:
vx [R(m, x) = V(x)],
,mit rad” je binarni vztah, ne vlastnost !!!

12



jazyka PL1

Everybody loves somebody sometimes.
W Ey X v t)

Everybody loves somebody sometimes but
Hitler doesn’t like anybody.

oy v e v Iy S

Everybody loves nobody - 1 zapor.
(nikdo nema nikoho rad) - 3 zapory.

W Yy -l (x vl = W Syl (x y)

13



— A e L s R
7/ e —

Volné, vazané promeénné
| ﬁ =

VX(EI X ﬁEInyx
// \ -

vézane volna volna, vazana

Formule s cistymi proménnymi: pouze volné
vyskyty nebo pouze vazané, ale kazdy
kvantifikator ma své promeénné. Napr. x ve
druhém konjunktu je jiné nez v prvnim, tak
proC jej nazyvat stejné?

wxayPie v B 70 )

Lo
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“Substituce term za
promenné

(t/x) — vznikne z A korektni substituci termu t za
promeénnou Xx.

Ma-li byt substituce korektni, musi splnovat nasledujici dvé
pravidla:

Substituovat Ize pouze za volné vyskyty promeénné x ve
formuli A a pri substituci nahrazujeme vsechny volné
vyskyty proménné x ve formuli A termem t.

Z4dna individuova promé&nnd vystupujici v termu t se po
provedeni substituce t/x nesmi stat ve formuli A vazanou
(v takovém pripadé neni term t za proménnou x ve
formuli A substituovatelny).
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Substltuce olf klad

A(x): P(x) o Yy Q(x, y), term t = f(y)

Provedeme-li substituci A(f(y)/x), dostaneme:

P(fly)) = Vy Q(fly), y).
Term f(y) neni substituovatelny za x v dané formuli A.

Zmenili bychom smysl formule.

® Napf. v interpretaci nad prirozenymi Cisly P > byt
nejmensi; Q > mensi nebo rovno (=); f > funkce identita
(=) maji obé formule rozdilny ,smysl“:

® Je-li ¢islo x nejmensi, pak x <y pro vsechna y."“
® Je-li ¢islo y nejmensi, pak y <y pro vsechna y.”
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émantika PL1

Pix) > vy Ol y)
Je tato formule pravdiva?

Nesmyslna  otazka, vzdyt nevime, co
znamenaji symboly P, Q. Jsou to jen symboly,
za které mlzeme dosadit jakykoli predikat.

Elx) > Pix)
Je tato formule pravdiva?

ANO, je, a to vzdy, za vsech okolnosti, tj. v
kazdé interpretaci.
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gémantika PL1

Vx P(x, f(x)) =3 Pix T
Musime se dohodnout, jak budeme tyto formule chapat.

O cem mluvi, pres co ,ranguji“ promeénné: zvolime
universum diskursu, jakakoli neprazdna mnozina U # ®.

Co oznacuje symbol P; je binarni, ma dva argumenty,
tedy musi oznacCovat néjakou binarni relaci R € U x U.

Co oznacuje symbol f ; je unarni, ma jeden argument,
tedy musi oznacovat néjakou funkci F € U x U,
znacime F: U - U.
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gémantika PL1

A: Vx P(x, f(x)) B: 3x P(x, f(x))
Musime se dohodnout, jak budeme tyto formule chapat.

Necht U = N (mnozina prirozenych cisel).

Necht P oznacuje relaci < (tj. mnozinu dvojic takovych, ze
prvni ¢len je ostfe mensi nez druhy: {0,110, 0,20, ...,<1,20, ...}).

Necht f oznacuje funkci druhd mocnina x2, tedy mnozinu
dvojic, kde druhy <dclen je druha mnozina prvniho:
{«0,00,<1,10,¢2,410,...,<5,250, ...}.

Nyni mizeme teprve vyhodnotit pravdivostni hodnotu formuli A, B.
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/Sémantika PL1

A: Vx P(x, f(x)) B: 3dx P(x, f(x))

Vyhodnocujeme ,,zevnitr“:

Nejprve vyhodnotime term f(x). Kazdy term oznacuje prvek
universa. Ktery? Zalezi na valuaci e proménné x. Necht
e(x) = 0, pak f(x) = x2= 0.

Nyni vyhodnocenim P(x , f(x)) musime dostat pravdivostni
hodnotu:

= 0, 0 neni < 0 Nepravda
( ) =1, 1 neni < 1 Nepravda
e(x) = 2, 2 je < 4 Pravda
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émantika PL1

A: Vx P(x, f(x)) B: 3dx P(x, f(x))

Formule P(x , f(x)) je pro nékteré valuace e
promeénné x v dané interpretaci Pravdiva, pro
jiné nepravdiva.

Vyznam Vx a dx: formule musi byt pravdiva pro
vsechny resp. nekteré valuace x.

Formule A: Nepravdiva v nasi interpretaci I:|#= | A.

Formule B: Pravdiva v nasi interpretaci I: |= | B.
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Model formule,
mterpretace

Vx P(x, f(x)) B: 3dx P(x, f(x))

Nasli jsme interpretaci I, ve které je formule B pravdiva.
Interpretacni struktura (N, <, x20 splnuje formuli B pro
vsechny valuace proménné x, je to model formule B.

Jak upravime interpretaci I, aby v ni byla pravdiva
formule A ? Nekonecné mnoho moznosti, nekonecné
mnoho modeld.

Napr. <N, <, x+10, «{N/{0,1}, <, x20, <N, <, x2L.

Vsechny modely formule A jsou také modely formule B
(,,co plati pro vsechny, plati také pro nékteré*).



Model formule,

Interpretace
C: Vx P(x, f(y))
jaké budou modely této form)lgle (s volnou proménnou
V)7

Zvolme opét:

1. Universum U = N
2. Symbolu P prifradime relaci <
3. Symbolu f priradime funkci x2

Je struktura IS = <N, <, druha mocninal modelem formule
C? Aby tomu tak bylo, musela by byt formule C
pravdiva v IS pro vsechna ohodnoceni promenne y.
Tedy formule P(x, f(y)) by musela byt pravdiva pro
vsechna ohodnoceni x a y.

Ale to neni, napr. Pro e(x) = 5, e(y) = 2, 5 neni < 22 23



Model formule,
Interp reta e

jaké budou modely této formule (s volnou proméeénnou y)?
Struktura <N, <, x20 neni modelem formule C.

Modelem (trivialnim) je napr. <N, N x N, xz0. Cely
Kartézsky soucin N x N, tj. mnozina vsech dvojic
prirozenych cisel, je také relace nad N.

Nebo je modelem struktura <N, =, Fl, kde F je funkce,
zobrazeni N — N takové, ze prifazuje vsem
prirozenym cislim ¢islo 0.
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