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Co je to mnozina?

Mnozina je soubor prvkG a je svymi prvky plné
urcena; mnozinu s prvky a, b, ¢ znacime: {a, b, c}.

ze byt opet mnozina,

Prvkem mnoziny m o
zadne prvky (znaCcime @) !

v
Mmnozina nemusi mit za
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Mnoziny jsou identické, prave kdyz maiji stejné prvky
(princip extenzionality).
® Znaceni: x € M - ,x je prvkem M*“
o

11178 2 50 ort Taith 0k § 55 shdde By veeainay x
® ig gi}= {b, a} ={a, b, a}, ale: {a, b} # {{a, b}} # {a,
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Mnozinové operace

(vytvareji z mnozin nové mnoziny)

Sjednoceni: AU B = {x | x € Anebo x € B}.

Cteme: ,Mnozina v$ech x takovych, Ze x je prvkem A
nebo x je prvkem B.”

®{a, b ctud{a d} =41{a b, c d}

® {suda cCisla} U {licha cisla} = {prirozena cisla} -
znacime Nat.

UdA = {x| x € A pro néjake i 1}.
® Necht A;= {x | x = 2.i pro néjaké i € Nat}.
® U,vatAi= mnoZina vsech sudych cisel.
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Mnozinové operace

(vytvareji z mnozin nové mnoziny)

Prinik: AnB ={x|xe AaxeB}.

Cteme: ,MnoZina vSech x takovych, Ze x je prvkem A
a soucasne x je prvkem B.“

®fa b, c} n{a d} = {a}
® {suda cisla} n {licha Cisla} = @

NigAi= {x | x € A pro kazde i € |}.
® Necht A;= {x | x € Nat, x = i}.
o Pak m,'éNatA,'= oD,
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Vztahy mezi mnozinami

Mnozina A je podmnozinou mnoziny B, znacime
A < B, prave kdyz kazdy prvek A je také prvkem B.

Mnozina A je vlastni podmnozinou mnoziny B, znacime A
c B, pravé kdyz kazdy prvek A je také prvkem B a ne
naopak.

{a} € {a} c {a, b} ¢ {{a, b}} I

Plati: Ac B, prave kdyzA<cBaA#B

Plati: A< B prave kdyzAuU B=B prave kdyzAn B =A
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DaIS| MNOZinoVe operace

Rozdil: A\B={x|xeAaxgB}
I a2 b el g D = der

Doplnék (komplement): Necht A € M. Doplnék A
vzhledem k M je mnozina A’ = M\ A.

Kartézsky soucin: A X B = {«a,bl | a€A, beB},
kde <a,bl je usporadana dvojice (zalezi na poradi).
- Plati: <a,bl = «c,dll prave kdyza =c¢, b = d.

- Ale: <a,bl # «b,al, ackoliv {a,b} = {b,a} '

Zobecnéni: A X ... X A mnozina n-tic, znacime
také An,
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DaIS| MnNozinove operace

® Potencni mnozina: 24 = {B | B < A}, znacime také
P(A).
2{aby = {®, {a}, {b}, {a,b}}
28 = W d) 8@y a0 dE) [Ber dbGr

Kolik prvkdl ma mnozina 2A?

Je-li |A|] pocet prvkl (kardinalita) mnoziny A, pak 2Ama 2
Al prvkd

(proto takové znaceni).
2{abyx {ay = {®, {«a,al}, {«b,al}, {«a,al, <b,al}}
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Grafické znazorneéni (v universu

)

A

S\ (PUM) = (S\P)n(S\M)
S(x) * = (P(x) ¥ M(x)) & S(x)* =P(x) * =M(x)

: P\(SUM) = (P\S)n (P\M)

P(x) * =(S(x) ¥ M(x)) & P(x)* =S(x) * =M(x)

(SN P)\M

S(x) * P(x) * =M(x)

:SNPN M

S(x) * P(x) * M(x)

: (SN M)\ P

S(x) * M(x) * =P(x)

: (PN M)\S

P(x) * M(x) * =S(x)

: M\(PUS) = (M\P)N(M\S)

M(x)* = (P(x) ¥ S(x)) & M(x) * =P(x) * =S(x)

: UNSUPUM)=(U\SNU\PNU\M)

=(S(x) ¥ P(x) ¥ M(x)) & =S(x)* =P(x) * = M(x)
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RussellGv paradox

Je pravda, ze kazdy (tj. libovolnym zplsobem zadany)
soubor prvku |lze povazovat za mnozinu?

Normalni je, ze mnozina a jejl prvky jsou objekty ruznych
typQ. Tedy ,normalni mnozina" neni prvkem sebe sama.

Necht tedy N je mnozina vSech normalnich mnozin:

N={M|Mg M}.
Otazka:Je N e N ?
® Ano?
Ale pak dle zadani plati, ze N je normalni, tj. N&N.
® Ne?
Ale pak NgN, tedy N je normalni a patri do N, tj. NeN.

® Obe odpovedi vedou ke sporu, jedna se o ,Spatné zadani“, které

nezadava takovy soubor prvku jenz bychom mohli povazovat za
mnozinu.



Relace

Relace mezi mnozinami A, B je podmnozina
Kartézského soucinu A X B.

Kartézsky soucin A X B je mnozina vsSech
usporadanych dvojic <a, bl, kde a€A, beB.

(Binarni) relace R2 na mnoziné M je podmnozina
Kartézského souc¢inuM x M: Rz M x M.

n-arni relace R na mnozine M: Rnrc M xX...x M
n-krat S e

10



Relace

Pozor:
Dvojice «<a,bl # <b,all, ale mnozina {a,b} =

ib,a}

«<a, all # «al, ale {a,a} = {a}

U n-tic zalezi na poradi, prvky se mohou
opakovat, na rozdil od mnozin.

Notace: «a,bl € R znacime také prefixneé R(a,b),
nebo infixné a R b. Napr. 1 < 3.

11



Relace - p “klad

Binarni relace na N: < (ostre mensi):

{«0,10,¢0,20,¢0,30,...,<1,20,¢1,30, «1,410, ...,
«2,30,«2,4.0,...,<3,414,...,<5,70,...,<115,1190, ...}

Ternarni relace na N: mnozina trojic prirozenych Cisel
takovych, ze 3. Cislo je rozdil 1. ¢islo minus 2. Cislo:

{«0,0,00,¢1,0,10,<1,1,00,..., <2,0,20, <2,1,10,<2,2,010,
3,0,30, <3,1,20, <3,2,10,<3,3,00,...,<115,110,50, ...}

Relace , adresa osoby*:

{Jan Novak, Praha 5, Bellusova 18311, <Marie Duzi,
Praha 5, Bellusova 18270,...,}
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Funkce (zobrazeni)

n-arni funkce F na mnoziné M je specialni
zprava jednoznacna (n+1)-arni relace F ¢ M
xlllx M.

(n+1) X Va VbVc ([F(a,b) * F(a,c)] > b=c).

Parcidlni F: ke kazdé n-tici prvkll aeMX...X M
existuje nanejvys jeden prvek beM.
Znacime F: M X...Xx M - M, misto F(a,b)
piseme F(a)=Db.

Mnozinu M X...X M nazyvame definicni obor
(domeéna) funkce F, mnozinu M pak obor
hodnot (range).

13



Priklad: Relace na N:

{«1,10,10,«2,10,20, «2,2 0,10, ..., ««4,20,20,
..., <«9,30,30, ..., «27,90,30, ...}

je parcialni funkce deleni beze zbytku.

Také relace minus na N (viz predchozi slide) je
na N parcialni funkci: napr. dvojice 2,40 nema
v N obraz. Aby byla totdlni, museli bychom
rozsirit jeji defini¢ni obor na cela disla.

14
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Funkce (zobrazeni)

Jako interpretace funkcnich symboltd formuli PL1
pouzivame pouze totalni funkce:

Totalni funkce F: A — B:

Ke kazdému prvku a€A existuje prave jeden
prvek beB takovy, ze:

F(a)=b: Va 3b F(a)=b* YaVbVc [(F(a)=b*
F(a)=c) o b=c]

Zavadime nekdy specialni kvantifikator 3! s
vyznamem ,existuje pravé jedno” a piseme:

Va 3l'b F(a)=b

15
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Funkce (zobrazeni)

Priklady:

Relace + {«0,0,00, «1,0,10, «1,1,20, <O,1,10, ...}
je na N (totalni binarni) funkce. Kazdym
dvéma <cislim pfrifadi pravé jedno, jejich
soucet.

Misto ¢1,1,20 € + piseme 1+1=2

Relace = neni funkce: Ax Iy Az[(x = y)* (x =
z) My # 2)]

Relace {«0,00, «1,10, 2,40, 3,90, 4,160, ...} je
na N totalni funkce druha mocnina (x2).

16
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urjekce, injekce,
gj’fgfﬁgl : A - B je surjekce (zobrazeni A

ze k libovolnému b € B existuje a
€ A takovy, ze f(a)=b.
Vb [B(b) o Ja (A(a) * f(a)=b)].

e
—

Zobrazeni f : A - B je injekce (prosté
zobrazeni A do B), jestlize pro vsechna a€A,
beA takova, ze a # b plati, ze f(a) # f(b).
VvaVvb [(A(b) * A(a) * (a # b)) o (f(a) # f(b))].

Zobrazeni f : A —» B je bijekce (prosté

zobrazeni A na B), jestlize f je surjekce a
iNialkca 1



Priklad:
Surjekce Injekce Bijekce
12345} {234} {123
45}\){/
\
{234} {12345} {123
45}

Existuje-li mezi mnozinami A, B bijekce, pak
rikdme, ze maji stejnou kardinalitu (pocet prvka).

18



Kardinalita, spo¢etné
mgaz,knlyera ma stejnou kardinalitu jako

mnozina N prirozenych Cdcisel, se nazyva
spocetna.

Priklad: mnozina sudych cisel S je spocetna.
Prosté zobrazeni f mnoziny S na N je dano
napriklad predpisem:

f(n) = 2n.
Tedy0-0,1-2,2-4,3-6,4-38, ...

Jeden z paradoxu Cantorovy teorie mnozin:

S c N (vlastni podmnozina) a pfitom pocet prvkd
obou mnozin je stejny:

Card(S) = Card(N)!

19



Kardinalita, spocetné

Iﬁﬂi@;@ozliwﬁ¥l R je rovnéz

Dikaz: Provedeme ve dvou krocich.

a) Card(N) < Card(R),
nebot kazdé prlrozene Cislo je
racionalni: N < R.

b) Sestrojime zobrazeni N na R (tedy
surjekci N na R), ¢cimz dokazeme, ze
Card(R) < Card(N):

1 e s Ry Do LV e
il e e e

Ale v tabulce se nam racionalni cisla
opakuji, tedy toto_zobrazeni neni
prosté. Nicméne, zadné racionalni
Cislo nevynechame je to zobrazeni
na R (surjekce).

Proto je Card(N) = Card(R).

1/1

1/2

1/3

1/4

1/5

1/6

2/1

2/2

2/3

2/4

2/5

2/6

3/1

3/2

3/3

3/4

3/5

3/6

4/1

4/2

4/3

4/4

4/5

4/6

5/1

5/2

5/3

5/4

5/5

5/6

6/1

6/2

6/3

6/4

6/5

6/6
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Ké?dinalitalﬁé\spoéetné
MQUQ%LD¥S ocetné mnoziny: nejmensi z nich je

mnozina realnych C|sel R.

Jiz v intervalu <0,10 je realnych Ccisel vice nez je vsech
prirozenych, ale steJne mnoho jako vsech R!

Cantortyv diagonalni dikaz: Kdyby bylo v tomto intervalu Cisel
R spocetné mnoho, pak by Sly usporadat do posloupnosti
prvni (1) druhé (2) treti (3.),..., a kazdé z nich je tvaru
0,i1isi3..., kde iiisis... je desetinny rozvoj Cisla.

Racionalni Cisla maji desetinny rozvoj konecny, iracionalni
Cisla jej maji nekonecny.

V posloupnosti desetinnych mist ii,is... pricteme ke kazdému
n-téemu cislu i, v jeho rozvoji Cislo 1. Dostaneme Cislo, které v
pUvodni usporddané posloupnosti nebylo.) - viz dalsi snimek
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~ Cantor(v diagonalni diikaz nespocetnosti
realnych cisel v intervalu <0, 1.

12 3 4 5 6 7

1

2 121 122 123 124 125 126 127
3 131 132 133 134 135 136 137
4 41 142 l43 |44 l45 l46 l47
5 51 52 I53 I54 I55 I56 I57

Nové Cislo, které v tabulce neni:

01 +11 +1i +1i +1i +1

¥ ;.»A"//V
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