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Rozhodovani splnitelnosti formuli
sémantickymi tably

» Sémantické tablo formule A jazyka L
Eredikétové logiky je kone¢ny ohodnoceny
indrni strom, jehoZz vSechny uzly jsou
oznaceny navéstimi — sekvencemi formuli A,
tak, ze pYati:
Listy jsou oznaceny sekvencemi literalt proménnych
vyskytujicich se ve formuli A.

Jestlize je uzel oznacen sekvenci formuli X, X, ..., &, ..., X,
obsahujici jako ¢len formuli typu alfa, pak jediny uzel
bezprostiedné nasleduyjici je oznacen sekvenci X, X, ...., a,,
a,, ..., X, obsahujici formule a, a,.
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a-pravidla:

o a, a,
- =4 A
A,&4, A, A,
—(4,vA,) -4, -4,
~(4,—4,) 4, 4,
~(d,<A)) 4, 4,
A4, A,—4, A,—4,




Jestlize je uzel oznacen sekvenci formuli X, X, ..., 5, ...,
X obsahujici jako ¢len formuli typu B, pak dvojice uzla
bezprostiedné nasledujicich je oznacena sekvencemi

X, X, .., B... X,aX,X, .., B, ..., X obsahujicimi po
fadé formule 3, S,.




f - pravidla:

p B b
B, VB, B, B,
~(B,&B,) -B, -B,
B,—B, -B, B,
B,<B, B, -B,
~(B,<>B,) ~(B,—B,) ~(B,—B))




Jestlize je uzel oznacen sekvenci formuli X, X, ..., % ...,
X obsahujici jako ¢len formuli typu y pak jediny uzel
bezprostiedné nasleduyjici je oznacen sekvenci X, X, ...,
¥, ¥(a) ..., X obsahujici ptivodni formuli y a jeji instanci
y(a) pricemz a je konstanta vyskytujici se jiz v jazyce.




y - pravidla pro univerzalni formule:

v Y(a)

VxA(x) VxA(x), A(a)

~ A (x) ~ A (x), -A(a)




Jeslize je uzel oznacen sekvenci formuli X, X, ..., 6, ...,
X obsahujici jako ¢len formuli typu 6, pak jediny uzel
bezprostiedné nasleduyjici je oznacen sekvenci X, X, ...,
d,8(a) ..., X, obsahujici instanci d(a) formule § ptricem?z
a je nova konstanta nevyskytujici se dosud v jazyce.




O - pravidla pro existencni

formule:
0 o(a)
AxA(x) A(a)
- VxA(x) -A(a)




Navéstim kotfene sémantického tabla je formule A.




Rozhodnéte o splnitelnosti formule pomoci sémantického tabla
=(Vx(p(x) = alx)) = (I p(x) = Ix q(x)))

- (Vx(p(x) = q(x)) = (Ix p(x) = I x q(x)))
2x aplikujeme alfa pravidlo pro negaci implikace

Vx(p(x) = q((x)), =(Ixp(x)—=3x q(x))

Vx(p(x) —= q(x)), Ixp(x), =3Ixq(x)

Vx(p(x) = q(x)), p(a) = q(a), p(a), =3xq(x), -q(a)
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Vx(p(x) = q(x)), =3xq(x), -p(a), p(a), -q(a) Vx(p(x) = q(x)), =Ixq(x), q(a),
p(a), _'q(a)

Obé vétve jsou uzavieny, z ¢ehoz lze ucinit zavér, Ze formule je nesplnitelna.




Formalni systém (logicky kalkul) Hilbertova typu

¢ Definice /definice axiomatického systému Hilbertova typu/:
¢ Jazyk:

Viz definice dfive s jedinou vyjimkou: mnozina funktor@ je omezena na funktory -, —, V.
¢ Axiomovd schémata:

A1 A—=(B—A)

Az: (A=-(B—->C)—>(A—B)—=(A—-=C)
Az: (=B — -A) — (A —B)

Ag: VxA(x) — A(x/t)

Term t je substituovatelny za x v A

axiom specifikace
As: (Vx[A = B(x)]) = (A = VxB(x)),

x neni volnda v A
axiom kvantifikace implikace
¢ Odvozovaci pravidla:

MP: A, ADB|-B (pravidlo odlouceni, modus ponens)
G: A |- VXA (pravidlo generalizace)




* Diikaz je kone¢nd posloupnost krokti - dobte utvoifenych
formuli (DUF) dle gramatiky jazyka, z nichz kazda je bud
axiom nebo vznikne z pfedchozich DUF pomoci
odvozovaciho pravidla. Poslednim krokem je dokazovana
formule - teorém.




* Volba axiom neni pochopitelné zcela
libovolna; aby byl systém "rozumny”, tedy

korektni, podléha dvéma kritériim:
Kazdy axiom je tautologie
Mnozina axiom® musi umoznovat, aby se z nich daly odvodit
vSechny logicky platné formule a pfitom je rozumné, aby tato
mnozina byla minimadlni, tedy zadny axiém neni dokazatelny
z jinych axiomt — nezdvisld mnozina axiomii.




* Rovnéz volba odvozovacich pravidel neni libovolna.
Aby byl systém korektni, musi pravidla ‘zachovavat
pravdivost’ v tom smyslu, Ze formule, kterou podle
pravidla obdrzime, je pravdiva alespori ve vSech modelech
predpokladi pravidla, tedy z téchto predpokladi vyplyva.




* Tedy pro kazdé pravidlo A,...,A,, |- B by mélo platit, ze A,
..A_|=B.

* Pravidlo generalizace A(x) |- VxA(x) v8ak zjevné tento
poZadavek obecné nespliiuje, formule A(x) — VxA(x) neni
tautologie.

Piesto je Hilberttv kalkul korektni systém a formuli A(x) —
VxA(x) v ném nedokdzZeme.




Jak je to mozné?
Intuitivni zdivodnéni tohoto pravidla je : Mame-li
dokazat néjakou vlastnost pro vSsechny objekty, je mozno
ji dokazat na jednom libovolné vybraném (pfi dikazu
vSak nesmime pouzivat zadnych dalSich specifickych
vlastnosti tohoto objektu).

Vzpomenme si, jak jsme provadéli ve skole napt. dikazy

v geometrii.

* Nakreslime libovolny trojuhelnik a pro tento trojuhelnik provedeme
néjakou konstrukci, jejiz pomoci dokdzeme zkoumanou vlastnost (tohoto)
trojuhelnika, a protoze to byl trojuhelnik libovolny, prohlasime, Ze tuto
vlastnost maji vSechny trojuahelniky.

* Musime si vSak dat pozor, aby zvoleny trojuhelnik byl skute¢né libovolny,
tedy aby nemél néjakou dalsi vlastnost, tfeba rovhoramenny, protoze
takovéto specifické vlastnosti nesmime - ani podvédomé - v dtikazu vyuzit.
Jinak bychom nase tvrzeni dokazali pouze pro vSechny rovnoramenné
trojuhelniky.




* Véta /o dedukci/:
Pro uzavienou formuli A a libovolnou formuli B plati:
|- A — B pravé tehdy, kdyz A |- B.




* Véta /o korektnosti/:

Kazda dokazatelna formule predikatové logiky (tj. teorém
kalkulu Hilbertova typu) je také tautologii predikatové
logiky. Formalné: Jestlize |- A, pak |= A.




* Dtikaz /nastin/:

Vsechny formule, které obdrZzime z axiomovych schémat Ai-
Aj jsou tautologiemi, tedy jsou pravdivé v kazdé interpretacni
struktufte I (pfi libovolné valuaci e volnych proménnych).

Korektnost pravidla MP (modus ponens) byla demonstrovana
v dlikazu Postovy véty.




Korektnost pravidla generalizace A(x) |- VxA(x)je
zarucena definici splnovani formule VxA ve strukture I.

* Predpokladejme, Ze jsme v diitkazové posloupnosti dosud pravidlo
generalizace nepouzili.

* Tedy formule A(x) musi byt tautologii (nebot mohla vzniknout z axiom -
tautologii pouze pouzitim pravidla MP, které zachovava pravdivost).

* To znamend, Ze v libovolné struktute I plati, Ze |=; A(x)[e] - formule A(x) je
pravdiva v I pro libovolné ohodnoceni e proménné x.

* Tedy plati pro libovolné individuum i €M, kde M je universum zvolené
v interpretacni struktufre I, Ze formule A je pravdiva v I pro valuaci, ktera
prifazuje individuum i proménné x, tedy |=,;A[e(x/i)], kde e(x/i) je valuace
stejna jako e azZ na to, Ze prifazuje proménné x individuum i. Tedy formule
VxA(x) je pravdiva v I, |=; VxA(x).
* Pravidlo generalizace je korektni v tom smyslu, Ze zachovdvd pravdivost
formule v interpretaci.




* Véta /o sémantické uplnosti axiomatického systému -
K. Godel/:

Kazda tautologie predikatové logiky je dokazatelna (v
logickém kalkulu Hilbertova typu). Formalng, je-li |= A
pak |- A.




¢+ Véta: Necht A, B jsou formule predikatové logiky. Je-li
|- A — B a proménna x nema zadny volny vyskyt ve
formuli A, pak |-A — Vx B.

Diikaz
1.A—=B|-A—B predpoklad
2.A—=B|-Vx(A—=B) generalizace na1.
3. |- Vx(A —=B) = (A — VxB)

schéma kvantifikace implikace
4.A— B |-A— VxB modus ponens na 2. a 3.




Gentzenovsky axiomaticky systém

* Definice (logického axiomu
gentzenovského axiomatického systému
G1)

Logickym axiomem gentzenovského
axiomatického systému Gi predikatové logiky
je mnozina (sekvence) U formuli obsahujici
komplementarni par literala

{p(x, x, ..x,), -p(x, x,, ...x,), } = U nékteré
atomické formule p(x, x,, ...x,).




¢+ Odvozovaci pravidla jsou rovnéz témeér beze
zmén prenesena z G do zakladu
gentzenovského formalniho systému Gi
predikatové logiky.

* Odvozovaci pravidla a a g systému G1 jsou
zde rovnéz definovana metajazykové, a to
prislusSnymi schématy a tabulkami.

* Navic jsou zde pravidla ya ¢ pro formule s
kvantifikatory ur¢ena metajazykovymi
schématy.




* Definice (odvozovacich pravidel gentzenovského
axiomatického systému G1 )

Odvozovacimi pravidly gentzenovského axiématického
systemu (1 jsou :

a) a - pravidla dana schématem
UUfa, o,/

U Ufa).
b) - pravidla dana schématem
U Uil Uz UB,)

U uUU, U{p}




c) vy - pravidla dana schématy
UU{3IxA(x), A(a)]
UU{3xA(x)}

UU/[-VxA(x),-A(a)}
UU{-VxA(x))

d) 8 - pravidla dana schématy
UU{A(a)}
UU{VxA(x))

UU{-A(a)}
UU{-3xA(x)}
kde A(x) je formule.




a X, X,
y -4
A, vA, A, A,
~(4,&4,) - 4, - A,
A,—A, - 4, A,
A4, A, - A,
~(4,<> 4,) ~(4,—4,) ~(4, <A,)




p P B
B, & B, B, B,
~(B, vB,) - B, - B,
~(B,—B,) B, - B,
~(B, < B,) - B, B,
B, <> B, B, =B, B, =B,




a) Dokazte pomoci sémantického tabla logickou platnost formule

(Vx p(x) v Vxalx)) = Vx (p(x) v alx))
b) Provedte gentzenovsky dikaz této formule.
~(Vx p(x) v Vx q(x)) = Vx (p(x) v q(x))

|
(Vx p(x) v Vx q(x)), =Vx (p(x) v q(x))

- — —
Vx p(x), - Vx (p(x) vq(x)) Vx q(x), - Vx (p(x) v q(x))
Vx p(x), 3x ‘ﬂ(p(X) vq(x) Vx q(x), Ix =(p(x) v q(x))
Vx p(x), =(p(a) v q(a)) Vx q(x), =(p(a) v q(a))
Vx p(x), ﬂ1|)(a), ~q(a) Vx q(x), ﬂp(a),: -q(a)

Vx p(x), p(a), -p(a), -q(a) Vx q(x), q(a), -p(a), -q(a)




Vytvorime diikazovy strom dané formule
jako dualni strom k sémantickému stromu,
formule konstruovany v obraceném poradi
jeho uzla.

Protoze v pripadé dualniho stromu c¢arky
mezi podformulemi predstavuji jejich
disjunkci a vétveni konjunkci, staci pii
konstrukci dualniho stromu zdola nahoru
negovat vSechny podformule obsazené v
navestich jeho uzld.




- VXP(X), |_'p(a): P(a), q(Cl) - Vx q(x), _'q(a)’ P(a)» q(a)
|
- VXP(X)) P(Cl), ‘1(0) - Vx q(x), P(Cl), q(a)

| |
- Vx p(x), |(p( a) vq(a)) -Vx q(x), (p(a) v q(a))
|
= Vx p(x), Vx (p(x) vq(x) - Vx q(x), Vx (p(x) vq(x))
\ /

G(Vx p(x) v Vx q(x)), Vx (p(x) v q(x))
|
(Vx p(x) v Vx q(x)) = Vx (p(x) v q(x))




Dtkaz formule :

1. = VXP(X), _'p(a)’ P(a): CI(G)

2. = Vx p(x), p(a), q(a)

3. = Vx p(x), (p(a) vq(a))

4. ~Vx p(x), Vx (p(x) v q(x))

5. =Vx q(x), =q(a), p(a), q(a)

6. - Vx q(x), P(a), q(a)

7. = Vx q(x), (p(a) v q(a))

8. -Vx q(x), Vx (p(x) vq(x))

9. ~(Vxp(x) v Vx q(x)), Vx (p(x) v q(x))
10. (Vx p(x) v Vx q(x)) = Vx (p(x) v q(x))

axiom

y - pravidlo na 1.
o v na 2.

0 - pravidlo na 3.
axiom

y - pravidlo na 5.
a v na 6.

0 - pravidlo na 7.
fvnaj4.as8.

o —nao.




» Zptsob, jakym byl diikaz formule sestrojen
(vyuzitim duality) ukazuje, Ze gentzenovské
dtkazy logicky platnych predikatovych
formuli nebyvaji tak obtizné, jako tomu bylo
v pripadé hilbertovskych dtikazi.

* Ze zptsobu feseni uvedeného prikladu lze téz
usoudit, Ze zde zavedeny gentzenovsky
axiomaticky systém predikatové logiky je
sémanticky korektni a tuplny, nebot plati :




* Véta: Gentzenovsky diikaz formule A predikatové logiky
existuje, pravé kdyz se sémantické tablo formule -A
uzavre.




* Definice (dikazu véty teorie v systému Gi1 predikatové
logiky)
Diikaz formule A z mnoziny specidlnich axiomi U v
gentzenovském axiomatickém systému G1 predikatové logiky
je posloupnost sekvenci formuli takova, ze kazda sekvence je
bud’ logickym axiémem v G1 nebo specialnim axidmem nebo
je odvozena z jednoho nebo dvou predchazejicich ¢lent
posloupnosti pomoci nékterého z odvozovacich pravidel o, f,
¥, 0 systemu Gi.
Je-li formule A poslednim prvkem posloupnosti, nazyva se

posloupnost diitkazem formule A a samotna formule A vétou
vétou teorie T(U) dokazatelnou z U v systému G.




Dokazte ze specidlnich axiomt p(x) — q(x), p(x) vétu g(x)
(pravidlo modus ponens systému Hi).

1. p(x) = q(x) |- p(x) = q(x) prvni predpoklad
2. p(x) = q(x) |- -p(x), g(x) prepis prvniho
predpokladu
3. p(x) |- p(x) druhy predpoklad
4. p(x) = q(x), p(x) |- p(x) & =p(x), q(x)
p & na 3.

5. p(x) = q(x), p(x) |- q(x)
vynechani nesplnitelné
konjunkce




