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¢ Pouze jen mala ¢ast isudkt mtize byt formalizovana a
dokazana v ramci vyrokové logiky.

Pokusme se napft. ovérit typ (zjevné spravného) usudku
charakterizovany nasledujicim pfikladem:

Kazdy c¢lovék je omylny.
Jan je ¢lovék.

Jan je omylny.




* Oznacime-li uvedené tri véty symboly p, g, r, pak pokus o
formalizaci v rdmci vyrokové logiky je dan nasledujicim
usudkem: p, q / r, coz odpovida formuli:

(p &q) —r.




* Tato formalizace je vsak zfejmé nedostacujici, a to z
téchto davodi:

Uvedené tii vyroky jsou z hlediska VL elementarni a
navzdjem nezavislé, avSak ve skute¢nosti maji vnitini
komponenty, jsou strukturované, a existuje mezi nimi
prostiednictvim téchto komponent vazba. Termin
"Clovék” se vyskytuje ve vyrocich p i g, termin "omylny”
ve vyrocich p ir, a termin "Jan" ve vyrocich g ir.
Formule (p & g) — r neni tautologii, usudek p, g / r neni
platny, i kdyZ tsudek demonstrovany piikladem
evidentné platny je.




¢+ V predikatové logice, kterd je zobecnénim vyrokové logiky, je
uvedeny usudek formalizovan jako
Vx [p(x) = q(x)], p(J) |= q(]), resp. nasleduyjici formuli
{Vx [p(x) = q(x)] & p(J)} = q(]), kde
x je predmétova (individuova) proménna probihajici urcitou
predmétnou oblast — universum diskursu,
J je individuova konstanta z dané predmétné oblasti (v

uvedeném piikladé konkrétni ¢lovék Jan),

p, q jsou urcité vlastnosti predméta z universa diskursu (v
uvedeném piikladé je interpretujeme jako vlastnosti myslicich

bytosti "byt ¢lovékem" a "byt omylny"), p(x), g(x) resp. p(J), q(J)

znaci, Ze x resp. J ma vlastnost p resp. g,

zapis Vx| | znaci, Ze pro vSechna individua z predmétné oblasti
plati to, co je uvedeno v hranatych zavorkach.




Predikatova logika 1.radu.

 V dalsim se budeme zabyvat pouze tzv. predikatovou
logikou 1. fadu, kterd formalizuje asudky o vlastnostech
predmétd a vztazich mezi predméty pevné dané
predmétné oblasti (univerza).

* Nebudeme se zabyvat formalizaci usudkd, které navic
vypovidaji i o vlastnostech vlastnosti a vztahti a o vztazich
mezi vlastnostmi a vztahy. Tim se zabyvaji predikatové
logiky druhého a vyssich rad.

* Predikatova logika 1. fadu je zobecnénim vyrokové logiky,
kterou mtizeme povazovat za logiku nultého radu.

* Predikatova logika 1. fadu je postacujici pro formalizaci
mnohych matematickych i jinych teorii.




Definice /jazyk predikatove logiky/:
¢ Abeceda predikdtové logiky je tvoiena nasledujicimi skupinami
symboli:
Logické symboly
predmétové (individuové) proménné: x, y, z,... (ptip. s indexy)
symboly pro spojky: -, &, v, —, <=
symboly pro kvantifikatory V, 7
pripadné binarni predikatovy symbol = (predikatova logika
s rovnosti)
Specidlni symboly (urcuji specifiku jazyka)
predikatové symboly: p, g, r,... /pTip. s indexy/
funk¢ni symboly: £, g, h,... [ptip. s indexy/

Ke kazdému funkénimu a predikatovému symbolu je ptifazeno
nezaporné ¢islo n (n = 0), tzv. arita, udavajici pocet individuovych
proménnych, které jsou argumenty funkce nebo predikatu.

Pomocné symboly /zivorky/: (,) /piipadnéil,]{,}/




¢ Gramatika, ktera udava, jak tvofit:
termy:
kazdy symbol proménné je term
jsou-li t,...,.t, (n = o) termy a je-li f n-arni funkéni symbol, pak vyraz
f(t,...t,)je term; pro n = o se jednd o nularni funkéni symbol, neboli
individuovou konstantu (znac¢ime a, b, ¢, ...)
jen vyrazy dle predchoziho jsou termy
atomické formule:
je-li p n-arni predikatovy symbol a jsou-li t,...,t, termy, pak vyraz
p(t,...t ) je atomicka formule
jsou-li t, a t, termy, pak vyraz (t, = t,) je atomicka formule
formule:
kazda atomicka formule je formule
je-li vyraz A formule, pak —A je formule
jsou-li vyrazy A a B formule, pak vyrazy (A v B), (A & B), (A — B),

(A <> B) jsou formule
je-li x proménna a A formule, pak vyrazy VxA a FxA jsou formule

jen vyrazy dle predchoziho jsou formule




* Jazyk predikatové logiky, jak byl vymezen vyse, je jazyk
logiky 1. fadu, pro niz je charakteristické to, ze jediny
pripustny typ proménnych jsou individuové promenneé.
Pouze individuové proménné Ize vazat kvantifikatory.




» Zapis formuli mGzeme zjednodusit na zakladé nasledujicich
konvenci o vynechavani zavorek:

Elementarni formule a formuli nejvyssiho fadu netieba
zavorkovat (vnéjsi zavorky vynechavame).

Zavorky je mozné vynechavat v souladu s nasledujici prioritni
stupnici funktort:

(V, 3), -, &, v, =, <=. Kazdy funktor vlevo od vybraného
funktoru vaze sﬂne]l nez vybrany funktor.

V pripadg, Ze o priorité vyhodnoceni nerozhodnou ani
zavorky ani prioritni stupnice, vyhodnocujeme formuli zleva
doprava.

Specialné vzhledem k asociativité konjunkce a disjunkce,
netfeba pfi zapisu vicec¢lennych konjunkci a disjunkci uzivat
zadné zavorky.

Vedle zavorek (,) 1ze uzivat i zavorky [,/,{,}.




* Jazyk elementarni aritmetiky je ptipadem jazyka predikatové
logiky 1. fadu s rovnosti. Ma tyto (specidlni) funk¢ni symboly:
nularni symbol: o (konstanta nula)
unarni symbol: s (funkce naslednik)
binarni symboly: + a x (s¢itani a nasobenti)
Piikladem termu jsou (pouzivame infixni notaci pro + a x):
0, s(x), s(s(x)), (x +y) xs(s(0)), atd.

Formulemi jsou napft. vyrazy:

5(0) = (0 xx) +5(0), Fx (y =x x2), Vx [(x=y) = Ty (x = s(y)]




Vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, jestlize je soucasti néjaké
podformule

VxB(x) nebo IxB(x) formule A.

Proménnad x je vdazand ve formuli A, ma-li v A vazany vyskyt.

Vyskyt proménné x ve formuli A, ktery neni vazany, nazyvame volny.
Proménnad x je volnd ve formuli A, ma-li v A volny vyskyt.

Formule, v niZ kazda proménna ma bud vSechny vyskyty volné nebo
vSechny vyskyty vazané, se nazyva formuli s ¢istymi proménnymi.
Formule se nazyva uzavienou, neobsahuje-li Zzadnou volnou
promennou.

Formule, ktera obsahuje aspon jednu volnou proménnou se nazyva
otevienou. Necht x,, x,, ..., X, jsou vSechny volné proménné formule A.
Potom uzavienou formuli

VA =df Vx Vx,...Vx A resp. JA =df Ix Ix,...3x A,

nazyvame generdlnim resp. existencnim uzdvérem formule A.




* Symbolem A(x/t) oznacujeme formuli, ktera
vznikne z formule A korektni substituci termu t
za proménnou x. Ma-li byt substituce korektni
musi spliiovat nasledujici pravidla:

Pti substituci nahrazujeme vsechny volné vyskyty proménné x ve
formuli A.

Substituovat lze pouze volné vyskyty proménné x ve formuli
A.

Z4dna individuova proménna vystupujici v termu t se po
provedeni substituce x/t nesmi stat ve formuli A vazanou (v
takovém piipadé je term t za proménnou x ve formuli A
nesubstituovatelny).




* Symbolem A(x,x,,...,x, / t,t ,...,t.) oznacujeme formuli,
kterd vznikne z formule A korektnimi substitucemi x/t;
proi=1, 2,...,n. VSechny formule tvaru
A(x, X,...,X, [ t, t,....,t,)nazyvame instancemi formule A.




* Priklad: Necht formuli A(x) je: p(x) = Vy q(x, y) a term t
necht je f(y).
Provedeme-li substituci A(x/f(y)), dostaneme:

p(fly)) = Yy a(fty). y).
Vidime, Ze druhy (zvyraznény) vyskyt proménné y neni volny
(ptritom ptvodné zde byla volna proménna x, takze jsme
zménili “smysl vyrazu”).

Tedy term f(y) neni substituovatelny za x v dané formuli A,
tj. p(x) = Vy q(x, y).




Prevod z prirozeného jazyka do
symbolickéeho jazyka PLi.

* Jde o analyzu vyrazl ptirozeného jazyka v rdmci PLa.

Volba predikatovych (a funk¢nich) konstant je libovolna
potud, Ze nesmi dojit ke "kolizi vlastnosti, funkci ¢i vztaht”.
Vyrazy jako "vSichni”, "kazdy”, “nikdo”, apod. “prekladame”
vSeobecnym kvantifikdtorem V, vyrazy jako “nékdo”,
"nékteri”, apod. "prekladame” existen¢nim kvantifikatorem

4.

Dale budeme ptedpokladat, zZe jde o jazyk nad homogennim
universem, proto v nasledujicich prikladech povazujeme za
universum diskursu (obor proménnosti proménnych)
mnozinu vSech individui. Pro prehlednost budeme pouzivat
velka pismena pro predikatové symboly.




* Analyzujte v jazyce PL1 nasledujici vyroky:
Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné (S).
Ne kazdy talentovany (T) spisovatel (Sp) je slavny (SI).
Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).
Ne kazdy ¢lovék (C), ktery hodné mluvi (M), nema co fici (R).
Neékdo je spokojen (Sn) a nékdo neni spokojen.
Neékteri chytti lidé (Ch) jsou lini (L).
Vsichni zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).




* Jako pomticka k feseni mtiZe slouzit tato zasada: Po
vSeobecném kvantifikatoru ¥V nasleduje formule ve tvaru

implikace (—), kdeZto po existen¢nim kvantifikatoru
formule ve tvaru konjunkce (&).




Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné (S).

Vx [=P(x) = =5(x)]
Ne kazdy talentovany (T) spisovatel (Sp) je slavny (SI).

= Vx {[T(x) & Sp(x)] — SI(x)]

Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).

Vx [V(x) = Z(x)]

Ne kazdy ¢lovék (C), ktery hodné mluvi (M), nema co fici (R).

= Vx {[C(x) & M(x)] = =R(x)]




5. Neékdo je spokojen (Sn) a nékdo neni spokojen.
5. dxSn(x) & Ix =Sn(x)

6. Neékteti chytti lidé (Ch) jsou lini (L).
6. Ix[Ch(x) & L(x)]

7. V8ichni zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).

7. Vx[Z(x) = V(x)]




Sémantika PL1 - interpretace formuli.

+ Sémantika, neboli vyznam formuli predikatové logiky 1. fadu, je
dana jejich interpretaci. NeZ tento pojem piesné definujeme,
uvedeme nékolik neformalnich motivaci a vysvétleni.
Polozime-li si otazku, zda dana formule PL1 je pravdiva ¢i ne,
pak takova otazka je v podstaté nesmyslna, pokud nevime, co
formule znamena, tedy jak je interpretovana.




* Tak napft. formule

Vx p(fix), x)

muze "fikat”, Ze pro vSechna prirozena ¢isla plati, Ze jejich
druha mocnina je vétsi nez to cislo, nebo Ze pro vSechny lidi
plati, Ze jejich otec je starsi nez doty¢ny c¢lovek, pak je
samoziejmé v takovych interpretacich pravdiva.

Miize ale také znamenat, Ze pro vSechna prirozena cisla plati,
ze jejich druhda mocnina je mensi nez to cislo, nebo Ze pro
vSechny lidi plati, Ze jejich otec je mladsi nez doty¢ny clovék,
pak je samoziejmé (v takové interpretaci) nepravdiva.




V Cem tedy spociva interpretace formule?

* Nejprve musime stanovit, "o ¢em mluvime”, tedy jaka je predmétna
obfast — obor proménnosti (individuovych) proménnych, tj.
zvolime jistou neprdzdnou mnozinu - universum diskursu, jejiz
prvky jsou individua.

* Jelikoz predikatové symboly maji vyjadfovat vztahy mezi témito
predméty - prvky universa, prifadime kazdému n-arnimu
predikdtovému symbolu jistou n-arni relaci (tj. podmnozinu
Kartézského souc¢inu) nad universem.

Specielné, jedna-li se o unarni predikatovy symbol (n = 1), pak ptifadime
podmnoZinu universa.

* Podobné funkéni symboly budou vyjadiovat n-arni funkce nad
universem.

. Te’l:rve poté, co je dana formule interpretovana, miizeme
vyhodnotit jeji pravdivost ¢i nepravdivost v dané interpretaci.




* Je zde vsak jesté jeden problém, a to jsou proménné.
Proménnym jazyka PLi prifazujeme valuaci individua, tj.
prvky universa. (Proménnym jazyka PL2 mohou byt
prifazeny také vlastnosti ¢i funkce.)

Jak uvidime dale z definice sémantiky kvantifikatort,
pravdivostni hodnota formule nezavisi na hodnoté vazanych
proménnych (pouze volné proménné jsou “skute¢né”
proménné).

Obsahuje-li vSak formule néjaké volné proménné, mizeme
vyhodnotit jeji pravdivost v interpretaci pouze v zdvislosti
na ohodnoceni (valuaci) volnych proménnych.

Pti nékteré valuaci mtze byt formule v dané interpretaci
pravdiva, pfi jiné nepravdiva.




» Tak napft. formule

Vx p(f(x), y)

miZe byt interpretovana nad mnozinou celych cisel tak, ze
symbolu p je prifazena relace véts$i nebo rovno (=), symbolu f
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funkce druha mocnina (tedy f(x) “znamena” x2).
Pak formule "tika"”, Ze pro kazdé celé c¢islo x plati, Ze x> je vétsi
nez nebo rovno jistému cislu y.
Tedy pravdivost formule v této interpretaci zavisi na ohodnoceni
(valuaci) proménné vy.
Prifradime-li napft. y ¢islo 5, je formule nepravdiva, pritadime-li
tfeba cislo -3 nebo o, je formule pravdiva.
Obecné bude formule pravdiva (v této interpretaci) pro kazdou
valuaci proménné y, kterd prifadi y zaporné ¢islo nebo nuluy,
nepravdiva pro vSechny valuace, které prifadi proménné y cislo
kladné.




* Interpretace jazyka predikdtové logilar 1.
adu je tato trojice objekta (kterd je nékdy
nazyvana interpretacni struktura):

Neprdzdnd mnozina M, kterd se nazyva universum diskursu
a jeji prvky jsou individua.

Interpretace funkcnich symbolti jazyka, ktera prifazuje
kazdému n-arnimu funk¢nimu symbolu f urcité zobrazeni
farr M =M.

Interpretace predikatovych symbolti jazyka, ktera prifazuje
kazdému n-arnimu predikatovému symbolu p jistou n-arni
relaci p,; nad M, tj. podmnozinu Kartézskeho souc¢inu M".




Poznamky

*  Kazdy n-arni funk¢ni symbol je tedy interpretovan jako
funkce, ktera ptifazuje n-tici individui pravé jedno
individuum, tj. zobrazeni z M x...x M do M. Specielné:

je-li n = 0, pak se jedna o nularni funk¢ni symbol, tedy o
individuovou konstantu, které je prifazen prvek universa -
individuum

je-li n =1, pak se jedna o unarni funk¢ni symbol, kterému
je prifazena funkce o jednom argumentu (napf. nad

mnozinou ¢isel x2, x + 1, nad mnozinou individui otec(x),
matka(x), atd.)

je-li n = 2, pak se jedna o binarni funk¢ni symbol, kterému
je pfifazena binarni funkce se dvéma argumenty (napf.
nad mnoZinou c¢isel x + y, x.y, atd.)




Kazdy n-arni predikatovy symbol p je interpretovan jako n-
arni relace p,,, tj. podmnozina Kartezského soucinu M x...x
M, neboli zobrazeni M x...x M — {1,0/. Tato relace p,, se
nazyva obor pravdivosti predikatu. Specidlné:
je-li n = 0, pak se jedna o nularni predikatovy symbol,
kterému je ptifazena hodnota 1 nebo o (pravda, nepravda)
tak, jak to jiz zname z vyrokové logiky.
je-li n =1, pak se jedna o unarni predikatovy symbol,
kterému je prifazena podmnozZina universa M. (Vlastnosti
tedy v PL1 vyjadifujeme - ponékud neptesné - jako
podmnoZiny universa.)
je-li n = 2, pak se jedna o binarni predikatovy symbol,
kterému je ptifazena binarni relace nad universem (napf-.
relace vétsi, mensi, apod.)




Vyrokova logika je tedy specialnim (nejjednodussim)
piipadem predikatové logiky, a to o. fadu, ve které
pracujeme pouze s nularnimi predikaty a nepotiebujeme
proto termy, funk¢ni symboly, individuové proménné
ani universum diskursu (obor proménnosti
proménnych).

Nularnim predikatéim pfifazujeme pouze hodnoty pravda,

nepravda.




* Ohodnocenti (valuace) individuovych
proménnych je zobrazeni e, které kazdé
promeénné x prifazuje hodnotu e(x) €M (prvek
univerza).

* Ohodnoceni termii e” indukované ohodnocenim
proménnych e je induktivné definovano takto:
e’(x)=e(x)
S (F(t, tyont.)) = fir (€°(.), € (t.)rne’(t.)), kde f,, je funkce

prifazena v dané interpretaci funk¢énimu symbolu f.




* Hodnotou (realizaci) termu t v interpretaci I je
tedy vzdy jisty prvek universa.

* Tedy funk¢ni symboly jsou “jména funkci -
zobrazeni”, termy jsou “jména prvkd universa”,
zatimco predikatové symboly jsou “jména relaci”
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a formule jsou “jména pravdivostnich hodnot".




* Definice: Pravdivost formule A v interpretaci I pro
ohodnoceni e individuovych proménnych (coZ zna¢ime
|=,Ale] - formule A je pravdiva v I pro e, nebo také A
je splnéna v I ohodnocenim e), je definovana v zavislosti
na tvaru formule:




Je-li A atomicka formule tvaru

a) p(t, ..., t.), kde p je predikatovy symbol (réizny
od=)at, .. t,jsou termy, pak |=;Ale],
jestlize plati <e'(t), e'(t,),...,e’(t,)> Epy,, kde
py je relace prirfazend interpretaci I symbolu p
— obor pravdivosti p. Tedy individua, ktera
jsou hodnotou termti ¢, ..., t,, jsou v relaci p,,.

b) (t, =t,), pak |=; Ale], jestlize plati e'(t ) = e'(t,),
tj. oba termy jsou realizovany tymz
individuem.




Je-li A slozena formule tvaru

a) -B, pak |=,A[e] jestlize neplati |=,B/e]

b) B& C, pak |=,Ale], jestlize plati |=, Bfe] a |= ,C[e]

c) B v, pak |=,Ale], jestlize plati |=; B[e] nebo |=, C[e]

d) B —C, pak |=,A[e], jestlize neplati |=; B[e] nebo plati |=;C[e]

e) B <=C, pak |=,A[e], jestlize plati |=, B[e] a |=; C[e], nebo
neplati |=; B/e] a neplati |=; C[e]




je-li A formule tvaru

Vx B, pak |=, Ale], jestlize pro libovolné individuum i €M
lati

1|D= ; Ble(x/1)], kde e(x/i) je valuace stejna jako e az na to, Ze

prifazuje proménné x individuum i.

Ix B, pak |=,Ale], jestlize pro alespori jedno individuum

i €M plati

=, Ble(x/i)], kde e(x/i) je valuace stejna jako e az na to, ze

prifazuje proménné x individuum i.




* Je-li universum diskursu kone¢na mnozina M = {a,,...,a,},
pak plati nasledujici ekvivalence formuli:

VxA(x) < A(a) & ... & A(a,)
IxA(x) < A(a,) v... vA(a,) .

* Z definice kvantifikator@ je navic zfejmé, Ze plati:
Vx A(x) < -3Ix -A(x), IxA(x) < -Vx -A(x)




Formule A je splnitelnad v interpretaci I, jestlize existuje
ohodnoceni e proménnych takové, ze plati |= ;A [e].

Formule A je pravdivd v interpretaci I, znaCime |= | A , jestliZe
pro vsechna mozna ohodnoceni e individuovych proménnych plati,
Formule A je splnitelnad, jestlize existuje interpretace I, ve které je
splnéna, tj. jestliZze existuje interpretace I a valuace e takové, ze |=,
Ale]. Takova interpretace I a valuace e, tedy dvojice <I,e>, pro
kterou plati |=; Ale], se nazyva model formule.

Formule A je tautologii (logicky pravdiva), zna¢ime |= A, jestlize
je pravdiva v kazdé interpretaci.

Formule A je kontradikci, jestlize nema model, tedy neexistuje
interpretace I, ktera by formuli A spliiovala.




* Model mnoziny formuli {A,...,A_} je takova
interpretace I (a pripadné valuace e volnych
proménnych), ktera spliiuje vSechny formule

A,..,A , tedy dvojice <I,e>, pro kterou plati

|=,Ale]..., |=,A,le]
» Formule B logicky vyplyvd z formuli A, ...,
A, zna¢ime A ,...,An‘?,: B, jestliZze B je pravdiva
v kazdém modelu mnoziny formuli A,...,A,.
* Tedy pro kazdou interpretaci I, ktera splnuje
formule A, ..., A (|=,A[e],..., |= IAn[e]g)plati, ze
splnuje také formuli B ( |=, Ble]).




« Formule A, B jsou (sémanticky) ekvivalentni, jestlize
pro vSechny interpretace I a vSechny valuace e maji stejna
pravdivostni ohodnoceni. Skutecnost, ze formule A, B jsou
ekvivalentni zapisujeme: A < B.




* Véta : Necht plati: A je formule vyrokové logiky sestavena z
vyrokovych symbolt p, p,,...,p,,
B,B,,...,B, jsou libovolné formule predikatové logiky, formule
A’ vznikne z formule A ndhradami proménnych p, p,,...,p,
formulemi B, B,,...,B, (po fadé, tj. B; za p;). Potom plati: je-li
A tautologii vyrokové logiky, je A’ tautologii predikatové
logiky.

Dukaz:

Pravdivostni hodnota formule A nezavisi na pravdivostnich
hodnotach formuli p, p,,...,p,, a tedy ani pravdivostni
hodnota formule A" nezavisi na pravdivostnich hodnotach
formuli B, B,,...,B,.




* Véta: Necht plati: Formule A obsahuje podformule B,
B,,...,B,, formule B, B,,...,B, jsou po radé ekvivalentni s
formulemi B/, B,),...,B," /tj. B, < B.'/, formule A’ vznikne z
formule A nahradami formuli B, B,,...,B, formulemi B/,
B,....,B  (potadé, tj. B/ za B;). Potom plati: je-li A tautologii
predikatové logiky, je i A’ tautologii predikatové logiky.

Dukaz:

Ve formuli A nahrazujeme podformule formulemi se stejnym
pravdivostnim ohodnocenim (pro vSechny (I, e)). Tedy
pravdivostni ohodnoceni formule A" musi byt pro vSechny (1,
e) stejné jako pravdivostni ohodnoceni formule A. Je-li tedy A
tautologii, je tautologiii A".




nékteré dulezité tautologie predikatové logiky:

1. |= WxA(x)—=A(y) dictum de omni  specidlné
|= WxA(x) = A(x/t)
2. |=A(y) = IxA(x)
De Morganovy zdkony:
3. |==VxA(x) < Ix-A(x)

4. |=-3AxA(x) < Vx-A(x)




¢ Zdkony distribuce kvantifikdtori:
5. |= Wx[A(x) — B(x)] = [VxA(x) — VxB(x)]
6. |= Vx[A(x) — B(x)] —=[3IxA(x) — IxB(x)]
7. |= Wx[A(x) & B(x)] < [VxA(x) & VxB(x)]
8. |=3Ix[A(x) & B(x)] — [IxA(x) & IxB(x)]
9. |=[VxA(x) v VxB(x)] — Vx[A(x) v B(x)]
10. |= Ix[A(x) v B(x)] <= [IxA(x) v IxB(x)]




¢

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Zdkony prenexnich operaci (predpokladame, ze formule
A neobsahuje volnou proménnou x):

= Vx[A — B(x)] <= [A — VxB(x)]
= Ix[A — B(x)] <= [A — IxB(x)]
= Vx[B(x) = A] <= [AxB(x) = A]
= Ix[B(x) = A] <= [VxB(x) —A]
= Vx[A & B(x)] <= [A & VxB(x)]
= Ix[A & B(x)] <= [A & IxB(x)]

= Vx[A v B(x)] <= [A v VxB(x)]

= 3x[A v B(x)] <= [A v AxB(x)]




o
19.
20.
21.

Zdkony komutace kvantifikdtorii:
= VxWA(xy) < VyVxA(xy)
= IxIyA(x,y) <= JyIxA(x,y)
= IxVyA(xy) —VyIxA(x,y)




[ ]
22.

23.

24.

Necht term t je substituovatelny za proménnou Xx:

VxA(x) = A(x/t)
A(x/t) — IxA(x)
VxA(x) — IxA(x)

zdkon konkretizace

zdkon abstrakce
zdkon partikularizace




* Definice : Necht formule F je utvofena z
elementarnich formuli A, B,... pouze pomoci
funktort -, &, v, V, 3. Formuli F’, ktera vznikne z
formule F vzajemnymi zaménami funktortt & a v
a vzajemnymi zadménami funktort Va 3,
nazyvame dudlni formuli k formuli F.

* Vzhledem k tomu, Ze F" = F, jsou formule Fa F’
dudlnimi navzdjem.




* Véta: Necht L je jazyk predikatové logiky s danou
interpretaci I, v némz x je proménna, A je formule. I /<A,
prave kdyz I |=Vx A.

Dukaz:

Necht I [=A, tj. A je pravdiva v I pti libovolném ohodnoceni,
tedy i pro takové ohodnoceni e, v némz za x zvolime
libovolné individuum m z universa M. Plati tedy I /= Vx
Ale(x/m)] pro libovolné zvolené m a proto plati I /= Vx A.
Dokazeme nepiimo: piedpokladejme, Ze neplati I /= Vx A.
Potom by muselo existovat ohodnoceni e, takové, ze pfi
némz by neplatilo I /=A[e ], tj. platilo by [ /= =Ae ]. To ale
odporuje piedpokladu, ze I /=A[e] pro vSechna e.




* Véta: Necht A je formule jazyka L a I jeho
interpretace. Potom A je nesplnitelnd v I, pravé

kdyz I [= V-A.

Diikaz:

Je-li A nesplnitelna, tj. neplati I /=A[e] pro
libovolné e, plati tedy I /= = Afe] pro vSechna e a
proto plati I /= =A. Podle predchazejici véty pak
plati I /= V-A.

Dokazeme neptrimo: Kdyby A byla splnitelna v I,
existovalo by ohodnoceni e takové, ze [ [=A]e],
proto by nemohlo platit I /= V-A.




* Véta: Necht A je formule jazyka L a I jeho interpretace.
Potom A je splnitelna v I, pravé kdyz I /= FA.

Dukaz:

Je-li A splnitelna, pak existuje takové ohodnoceni e, Ze plati [
[=Ale]. Ztejmé pak plati I [=7A[e]. Podle disledku
predchoziho lemmatu je pak ale I /= A, nebot A je
uzavrena formule.

Dokazeme nepiimo: kdyby A byla nesplnitelnd, neexistovalo
by ohodnoceni e takové, Ze i I [=A[e], tedy by neplatilo
I/=3A[e] a proto ani I [=3FA.




