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Splnitelnost a platnost formule

* VSechny atomické formule obsahujici pouze
prvotni proménneé jsou splnitelné.

» Atomicka formule tvofena logickou
konstantou true je tautologie, zatimco false je
kontradikce neboli nesplnitelna atomicka
formule.

» Kontradikce jsou nesplnitelné neboli
nekonsistentni formule.

* Platné formule jsou zaroven formulemi
splnitelnymi neboli konsistentnimi.




* Formule A je platna pravé tehdy je-li =A nesplnitelna.

* Toho se vyuziva pti diikazech platnosti formuli. Pfevedeme
na problém nesplnitelnosti jeji negace. Hovofime o tak zvané
proceduie popreni.




VSechny formule

Splniteln¢ formule

Platné formule




* Pro rozhodovani platnosti nebo splnitelnosti
formule A se hovori ¢asto o rozhodovacich
algoritmech.

* Pritom se zde rozumi rozhodovaci procedura,
ktera skonc¢i odpovédi ano, patri-li formule A
do mnoziny platnych (splnitelnych) formuli,
resp. skonc¢i odpovédi ne, jestlize A do této
mnoziny nepatri.




Algoritmy rozhodovani splnitelnosti a platnosti
formuli

* Rozhodovaci procedura splnitelnosti fesi zaroven i
problém rozhodovaci procedury platnosti formule, nebot
formule je platna, pravé kdyz jeji negace je nesplnitelna.




Rozhodovani pomoci sémantické stromu

» Sémanticky strom: kazda proménna p
vyrokové formule je v ném zastoupena dvojici
literald.

pozitivni literdl proménné zastupuje jeho pravdivostni
hodnotu true

negativni literdl —p zastupuje jeho pravdivostni hodnotu
false.

Strom slozeny z hran a uzlt tvori systém vétvi prochazejicich
uzly vzdy od kotene az po list.




Uplny sémanticky strom




Uplny sémanticky strom

» 7 kazdého uzlu sémantického stromu
vychazeji pravé dve hrany prislusejici
pozitivnimu a negativnimu literalu téze
vyrokové promeénné.

» Kazda vétev uplného sémantického stromu od
kofene az k listu pfedstavuje jedno z moznych
ohodnoceni atomickych proménnych
vystupujicich ve formuli.

» Koncovému listu pak prislusi vysledek
interpretace formule pfi tomto ohodnoceni.

- Zadnd z vétvi neobsahuje vice nez jeden vyskyt
literalu téZe promeénné.




- Uplny sémanticky strom zachycuje v pfipadé kone¢né
formule vSechna mozna ohodnoceni jejich proménnych.
Je-li mnozina proménnych nekonecnd, je nekonecny i
odpovidajici sémanticky strom.




Neuplny sémanticky strom




 ZkouSime, ale vSechna mozna ohodnoceni stejné jako u
pravdivostni tabulky, az do té doby nez naleznu vétev,
ktera vede k vysledku true.




Pr. Sestavte sémanticky strom formule a rozhodnéte o splnitelnosti formule p&
(=qv—p)

q -q q ~4

¢ Sledovani nejlevéjsi vétve nam dava hodnotu true pro p.
¢ Na druhé hladiné true pro q.
¢+ Takze tato vétev nam dava hodnotu false.




p&(-qv-p)

q ~q 4
¢+ Dalsi vétev pro p true a pro q false.

* Ted dostavame hodnotu true.

¢+ Dal nemusim pokracovat, dana formule je
splnitelna.




* Je dana formule platna?

* Neni, museli bychom u vsech vétvi dostat true a nebo
dokazovat nesplnitelnost formule, ktera je jeji negaci.




Quineuv algoritmus

+ Zakladni myslenka: sledovani vétve sémantické stromu
vzdy konci tam, kde pokracovani v prtichodu vétvi jiz
nevede ke zméné vysledné pravdivostni hodnoty.




p&(-qv-p)

* U pifedchoziho ptikladu by8hom skonéitidu pravqf: vétve

hned.




(((p&q)—r)&(p—q))—=(p—r)

* obsahuje tfi prvotni proménné, uspofadani
v sémantickém stromeé neni podstatné.
* Vezmeme poradi abecedni.




((p&qg)—r)&(p—q))—=(p—T)




(((p&Qq)—r)&(p—q))—=(p—rT)

¢ Pri sledovani nejlevéjsi vétve sémantického stromu
formule ma p na prvni hladiné true, coz vede
k redukci ptivodni formule na ((g—r)&q)—r,

* na druhé hladinég, kdy i g je true, se formule dale

redukuje na r—r, coz je vzdy true.



(((p&Qq)—r)&(p—q))—=(p—T)

¢ Pti volbé false pro q vede redukce na druhé hladiné k formuli
false—r, coz je rovnéz vzdy true.

¢+ Prava vétev, kdy p je false, vede na prvni hladiné k redukci
formule ((false—r)&true)—true, ktera je vZdy true bez ohledu
na ohdnoceni g ar.




q —q

¢ Pokud jsme aplikovali Quinetv algoritmus na

dany priklad se prohledavani aplného sémantické
stromu o tfech hladinach zredukovalo na
prohledavani neuplného stromu z nasledujiciho
obrazku.




Reductio ad absurdum

* Redukéni algoritmus rozhodovani platnosti formule je
v podstaté jejim nepfimym diikazem.

* Algoritmus je aplikovatelny predevsim na formule
obsahujici fadu vyskytti spojky implikace.




¢+ Dokazte platnost rezolu¢niho principu:
avb,-bvc

avce
A = ((avb)&(=bvc))—(avc)

Piedpoklad, Ze vysledek interpretace formule A je nepravdivy,
musi tedy platit

I(A) = false
1. [(((avb)&(=bvc)))= true
2. I(avc) = false
Analyza I(a) = false
I(c)=false
I(((avb)&(=bvc)))=false ve sporu s 1.




Tablova metoda

* Je jistou modifikaci vyuziti formac¢niho stromu, znazornéni
postupného rozkladu formule az na jeji literaly.

* Je predevsim vhodna pro formule s hlavni spojkou &,
stejné jako spojkou podformuli.

* V pripadé, Ze je tam v, pomoci de Morganovych pravidel, u
— a <> lépe pouzit nepiimého dikazu.




o - pravidla (pravidla pro spojku &) obsahuje pravidla prepisu
vyrokovych spojek —, v, —, <= vyskytuijicich se v dané formuli na

spojku &.
a a, a,
- =A A
AI&A2 A1 A2
—-(AIVAz) —-A1 —-A2
—(A—A,) A, —A,
—(A <A, —A, A,
A=A, A=A, A,—A,




[3-pravidla (pravidla pro spojku v) obsahuje pravidla prepisu
vyrokovych spojek —, &, —, <= vyskytujicich se v dané formuli na
spojku v.

B B, B,

B,vB, B, B,
~(B,&B,) -B, -B,
B,—B, -B, B,

B,<B, B, -B,
-(B,=>B,) -(B,—B,) -(B,—B))




(pv&
(-p&-q)

v

pvq,—p, 7q

p, 7P, 7q q, 7P, 7q




p&(=qv-p)

P, ~qv—p B.vB

P, 7q P, =P




Splnitelnost a platnost formule v konjunktivni
normalni formé

¢+ Pfrevedenim formule do jeji konjunktivni
normalni formy se problém splnitelnosti
formule stane problémem soucasné
splnitelnosti mnoziny jejich konjunktti
(klauzuli).

¢+ Za jednu z nejefektivnéjsich metod
rozhodovani splnitelnosti formule
v klauzularni (konjunktivni normalni) formé
je pokladana rezoluc¢ni metoda - pozdéji.




Dedukce ve vyrokové logice

» Kazdé ohodnoceni proménnych formule A, které vede k jeji
interpretaci hodnotou true, predstavuje model formule A.

* Model mnoziny formuli U predstavuje kazdé takové
ohodnoceni prvotnich proménnych vyskytujicich se v U, které
dava pro vSechny formule mnoziny U vysledek interpretace
true.




* Prol
Vyp

blém rozhodovani, zdali urcitd formule A

lyva z mnoziny formuli U, se nazyva

pro!

blém dedukce.

* Ve vyrokové logice hovorime o formuli A,
vyplyvajici z mnoziny formuli U jako (tauto)

logi

ckém dusledku U.

Mnozina formuli U je v tomto pojeti specidlni mnozinou
predpokladti (specidlnich axidm), na niz je postavena urcita
teorie.




* Formule A je tautologickym dasledkem mnoziny U
formuli, plati-li pro vSechny modely mnoziny formuli U,
ze formule A je v nich splnéna (true), oznacujeme U |=A
nebo formou zlomku:

U

A




» Potom teorii lze definovat takto:

Je dana mnozina U vychozich formuli -
specialnich axioma (predpokladii) teorie.

* Mnozinu T(U) se nazyva teorii vybudovanou
na U, je-li kazdy prvek mnoziny T(U) formuli,
kterd je logickym dtsledkem U plati tedy T
(U) ={A|U|=A]




* Problém dedukce se vétSinou formuluyje takto, ze
z mnoziny hypotéz {H, H,, .. H_} vyplyva zavér Z.
* Mnozina hypotéz U = {H, H,, .. H_} tedy tvoii specialni
axiomy teorie a Z je jejim tautologickym dtisledkem:
{(H,H,,..H}|-Z.




¢ Je-li U |=Z, hovorime o platnosti formule Z ve vSech
modelech mnoziny formuli U.




* Nasledujici véta nam tika, zZe problém dedukce Ize téz
vyjadrit jako tautologii:
= (H& H,& .. &H, )—>Z




*Véta: Necht H, H, .. H_ jsou vyrokové formule.
Jestlize Z je tautologickym dtisledkem mnoziny
formuli {H, H,, .. H_}, pak formule (H & H,& ..

&H_ )—7Z je tautologie.

¢+ Dtikaz: Neprimy
Existuje-li ohodnoceni takové, ze I((H & H,& ..
&H_ ) — Z)<false, pak pro toto ohodnoceni
musi platit [(Z) < false a zaroven I (H,& H,& ..
&H, ) < true. To vsak je ve sporu s
predpokladem véty.




Pr. UkazZte, ze formule y v z je tautologickym dusledkem
formulixvy a =xvz

X Yy Z
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1




* Formule y v z je splnéna pro vSechny modely mnoziny
piredpokladi teorie {xvy, =xvz}. Dané fadky jsou
oznacené hvézdickou.




* Za mnozinu predpokladii teorie vyrokové logiky lze
povazovat libovolnou neprazdnou splnitelnou mnozinu U
formuli vyrokové logiky. Kdyby tato mnozina formuli byla
nesplnitelnd, neméla by model a proto by jejim logickym
dtsledkem byla libovolna formule ( zaroven i jeji negace),
coZ by vedlo ke sporné teorii.




Ukazte, zdali z danych predpokladi vyplyva dany zavér:
KdyZ se ohléd|, spatfil ji. Spatfil ji. |= Ohlédl se.

*o—s,s|=0

—_— = O | O |0

M

¢ Druhy radek, mnozina predpokladi je splnéna, ale zavér
nikoliv. Z danych pfedpoklad@ nevyplyva dany zavér.




KdyZ se ohlédl, spatfil ji. Nespatfil ji. |= Neohléd| se.

‘O%S,ﬁs =10

) S Modely
0 0 M

0 1 :

1 0 -

1 1 :

¢ Formule je logickym dtisledkem predpokladt. Plati, Ze pro
kazdy model mnoziny formuli, je formule splnéna.




Kdyby ji to nerekl, nikdy by na to neprisla. Kdyby se nebyla zeptala, nebyl by ji to
fekl. Pfisla na to. |= Musela se zeptat.

® ﬁr%—lp, —|Z%—|I‘, p |= 4

modely
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