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alternativni znaceni spojek:

Symbol pro spojku

Alternativni Symboly




Konvence

VYv/

* SloZenou formuli nejvyssiho radu netteba
zavorkovat.
* Logické spojky usporadame do prioritni
stupnice -, &, v, =, <.
Ze dvou funktort vaze silnéji ten, ktery je v uvedené stupnici

umistén vice vlevo.

Tuto konvenci vsak prili§ "nezneuzivame” a zavorky radéji
pouzijeme vzdy, kdyz chceme vyznacit strukturu formule.

V pripadé, ze o priorité vyhodnoceni nerozhodnou ani zavorky
ani prioritni stupnice, vyhodnocujeme formuli zleva doprava.




napf. formuli p — q — r — s vyhodnocujeme tak, jakoby byla
zapsana ((p — q) —=r) — s.




* U vice¢lennych konjunkci nebo disjunkci neni tieba
(vzhledem k jejich asociativité - viz dale) uvadét zavorky,
napi. misto (p v q) vrnebo p v (q v r) Ize psat pouzep v q v
r. Tato konvence souvisi s pfedchozi konvenci

na poradi vyhodnocovani nezalezi a tedy lze standardné
vyhodnocovat zleva doprava




* Maximalni pocet do sebe vnorenych zavorkovych dvojic (,)
vyskytujicich se ve formuli udava /hierarchicky/ rad
formule.




* V prvém sloupci je zobrazen postup konstrukce slozené
formule striktné podle definice

* V druhém s maximalnim vyuzitim konvenci Setficich
zavorky.

* V tfetim sloupci je uveden hierarchicky fad formuli
uvedenych v daném fadku.




Podle definice S vyuzitim konvenci | Hier.fad
P, q P, q 0
(=p), (=), (p & q) -p, 7q, p&q 1
(-p)v (=), (=& q) -pVv-q-(p& q 2
(P VvED) <= e QN|-pv-q<=-p& @ 3




+ Podformule definujeme jakou souvislou ¢ast formule,
kterd je sama formuli. Kazda formule je svou podformuli.

* Chceme-li hovortit o podformulich, které jsou rtizné od
ptvodni formule, pouzivame termin vlastni podformule.




* Konstrukci formule Ize vyjadtit i graficky pomoci tzv.
formacniho stromu formule.
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Sestavte formuli z jejiho formacniho
stromu:




(p—q)v false)— ~q




* Denotacni sémantika - stanoveno, jakym zptisobem se
jednotlivé prvky jazyka vyrokové logiky interpretuji -
pravidla interpretace dobfe utvofené formule.

* Oborem sémantické interpretace vyrokové logiky je M =
{true, false} - sémantickda doména.




- Pravdivostni ohodnoceni (valuace)
vyrokovych symbolii je zobrazeni v, které ke
kazdému vyrokovému symbolu prifazuje
pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny
11,0}, ktera kdduje mnozinu {pravda,
nepravda}.

» Pravdivostni ohodnoceni vSech vyrokovych
symboltl jazyka definuje model jazyka
vyrokové logiky.




* Pravdivostni funkce formule vyrokové logiky je
funkce w, ktera ke kazdému pravdivostnimu ohodnoceni
vyrokovych symbolt ptifazuje pravdivostni hodnotu celé
formule.




* Pravdivostni hodnota elementarni formule je rovna
pravdivostni hodnoté vyrokového symbolu, tj.

w(p), = v(p) pro vsechny vyrokové proménné p.




Jsou-li dany pravdivostni funkce formuli A, B :

A|B|-Al A&RB | AvB |A—B

11110 1 1 1
11010 0 1 0
0| 1 1 0 1 1




Tabulkova metoda interpretace formule

* nejjednodussi, je pouzitelna jen pro malo slozité formule.




Interpretujte tabulkovou metodou formuli

(pv q)—true) &-q




(pv q)—true)sc-q

X Y
pV(q X— true -(
0

—_— = O O
—_— D - | O |

S| = O =




Jaka bude pravdivost nasledujiciho slozeného vyroku:

* Gen je biologicka struktura nebo na Marsu je zZivot.

* Prvni vyrok je pravdivy, je i vysledny slozeny vyrok pravdivy.




* Je-li formule A vytvorena z k rliznych
vyrokovych symbold, pak existuje celkem 2*
rtiznych ohodnoceni (valuaci) v formule A.

 Kazdé ohodnoceni v vyrokovych symbolti
obsazenych ve formuli A, pro které je
hodnota pravdivostni funkce rovna 1, tedy
w(A), =1, se nazyva model této formule.




» Formule A vyrokové logiky je splnitelna, je-li w(A)v =1
pro néjaké ohodnoceni v, neboli existuje aspori jeden
model formule A.




* Formule A vyrokové logiky je tautologii /logickym
zakonem/, je-li w(A), =1 pro vSechna ohodnoceni v,
neboli kazdé ohodnoceni je modelem formule A.

» Skutecnost, zZe formule A je tautologii, oznacujeme
zapisem |= A.




* Formule A vyrokové logiky je kontradikci, jestlize
neexistuje takové ohodnoceni vyrokovych symbold, pro
které by hodnota pravdivostni funkce formule A byla
rovna 1, tj. w(A), = o pro vSechna ohodnoceni v, formule
nema model.




* Mnozina formuli M je splnitelna, jestlize
existuje valuace v takova, ze w(A), = 1 pro
kazdou formuli A € M. Takové ohodnoceni
v se pak nazyva model mnoziny M.

* Formule A vyrokové logicky vyplyva
z mnoziny formuli M, zna¢ime M |= A,
jestlize A je pravdiva v kazdém modelu
mnoziny M.




Vyznacte, které z nasledujicich formuli jsou kontradikce:

a) —-=-(Av-B)—(A&-B)
b)  A&-A
c)  Av-A




* Odpovéd: b)




Zjistéte, zda mnozina formuliM={p —r,q—r,p v q}je
splnitelna:

P q I p—T q—-T1 PVvq
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1
0 1 0 4 0 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0




* Dana mnozina M je splnitelna a jejimi modely jsou
ohodnoceni odpovidajici 1., 3. a 5. fadku. Dale z tabulky
vidime, Ze z mnoziny M logicky vyplyva formule r. Pro
kazdy model této mnoziny je r pravdiva.

*p—r,q—r,pvql=r




neékteré dulezité tautologie vyrokové logiky

 Tautologie s jedinym vyrokovym symbolem:
=P Pp
*|l=pv-p zakon vylouceného tretiho
* |= = (p &-p) zakon sporu

*|=pe--p zakon dvoji negace




* Algebraické zakony:

=(pvq)<=(qvp) komutativni zakon pro v

= (p&q) <> (q& p) komutativni zakon pro &
= (p <> q)< (q== p) komutativni zakon pro <>
=(pvqvr<pv(qvr) asociativni zakon pro v

= (p&q&r<p&(q&r) asociativni zakon pro &

= ((p<>q) <= 1) <= (p <= (q = 1)) asociativni zdkon pro <>

= (pvq) &r< (p&r)v(q&r) distributivni zdkon pro &,v

= (p&q)vr< (pvr)&(qvr) distributivni zdkon pro v, &




» Zakony pro implikaci:

=p—=(q—p) zakon simplifikace

= (p& -p) —q zakon Dunse Scota

= (p—>q) < (-q— -p) zakon kontrapozice

= (p—=(q—r)) < ((p&q)—r) spojovani predpoklad

= (p = (q—r1)) <= (q— (p —r)) na poradi predpokladti nezalezi
= (p—q) — ((q—=r1) = (p—r)) hypoteticky sylogismus

= ((p—q) &(q—r))— (p—=r1) tranzitivita implikace

= (p—=(q—=r)) <= ((p—=q) — (p — r))Fregtiv zakon

= (-p—=p)—p reductio ad absurdum
=((p—=qQ&(p—=-q)—-p reductio ad absurdum
= (p&q) = p, |=(p&q) = q

=p—>(pva), [=q—>(pvq)




» Zakony pro vzajemné prevody funktora:
“|= (p=q) <= (p—~q) &(q—p)
“l=(p=q <= (p&q)v(-q&-p)
“ = (p=q@ <= (-pvq)
* |= =(p—=q) < (p& —q) Negace implikace
* |= =(p&q) <= (-pVv —=q) De Morganovy zakony

* |= =(pvq) < (-p & —-q) DeMorganovy zdkony




Veéta o substituci

Necht A je tautologie vyrokové logiky utvofena z
vyrokovych symbolt p,, p,,...,p,,- Necht formule B vznikne
z tautologie A simultannim nahrazenim vyrokovych
symbolt p, p,,...,p,, formulemi A A ,...,A_ (tj. substitucemi
A. za p; proi=1, 2,..,n). Potom formule B je rovnéz
tautologii.




Dukaz:

Uvazujme libovolné pravdivostni ohodnoceni
vyrokovych symboli obsazenych ve formuli B
a necht pfi tomto ohodnoceni maji formule
A A ..., A pravdivostni hodnoty h ,h_,....h_.
Udélime-li tyto hodnoty vyrokovym
symboltim p,,p,,...,p,, formule A, budou mit
formule A i B stejnou pravdivostni hodnotu.
Vzhledem k tomu, Ze A je tautologie, bude
tato pravdivostni hodnota vzdy 1.




¢+ Véta o substituci umoziuje vytvorit k dané tautologii
neomezené mnoho dalsich tautologii, které maji s danou
vychozi tautologii spole¢ny tvar.

* Nahradime-li v tautologii vyrokové symboly p, q, 1,...
metasymboly A, B, C,... dostaneme z konkrétni vychozi
tautologie schéma tautologii daného tvaru.

¢+ Naptf. z tautologie (p A q) — p ziskame tautologické
schéma (A & B) = A
(p&q)—p
(q&q) = q, (-p & q) = -p,
[(p <= 1) & =q] = (p <= 1) atd.




Ekvivalence vyrokovych formuli

* Formule A, B jsou ekvivalentni (oznac¢ujeme A<>B),
nejsou-li od sebe odlisitelné pomoci zadného ohodnoceni
prvotnich proménnych obsazenych v obou formulich, tj.
davaji-li jejich interpretace pii odpovidajicim ohodnoceni
prvotnich proménnych stejné pravdivostni hodnoty.




Rozhodnéte, které dvojice formuli jsou
ekvivalentni. (duvod)

* ==-=(AvB), == (-A&-B) ano(de Morgantv zdkon pro
disjunkci)

* =(-(A&B)), =(=Av-B)) ano(de Morgantv zdkon pro
konjunkci)

* (A—(B—A)), (A—B)—(B—A)) ne (prvni
formule je tautologie, zatimco druha nikoli)




Necht A, B jsou formule vyrokové logiky. Ktera
z nasleduijicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Kdyz A je tautologie, tak — A je kontradikce.

b) Kdyz A neni splnitelna, tak - A je
tautologie.

¢) Kdyz A je kontradikce a B je tautologie, tak
AvB je tautologie.

d) KdyZ —A neni splnitelna, tak A je
kontradikce.

Odpovéd: a, b, c.




» Literal je vyrokovy symbol nebo jeho negace.
* Elementarni konjunkce (EK) je konjunkce literalt.
* Elementarni disjunkce (ED) je disjunkce literald.




Normalni formy vyrokovych formuli

*  Disjunktni normalni formy formuli

Disjunktivni normalni forma obsahuje jen spojky negac
konjunkce a disjunkce.




Vyrokova formule je v disjunktni normalni formé, je-li
disjunkci nékolika podformuli (disjunkt() o nichz plati:

Kazdy disjunkt je konjukci kone¢né mnoha literalt (prvotnich
proménnych nebo jejich negaci)

V zadném disjunktu se sobé odpovidajici pozitivni a negativni
literaly nevyskytuji soucasné.




- Uplna disjunktivni normalni forma je takova, v niz kazdy
disjunkt obsahuje literaly vSech proménnych formule.

* Napf. a&(bv-(-c—a)) je uplna disjunktivni normalni
forma nasledujici formule (a&b&—c)v(a&b&c)




- Uplna elementarni disjunkce (UED) dané
mnoziny vyrokovych symbolt je elementarni
disjunkce, ve které se kazdy symbol z dané
mnoZziny vyskytuje pravé jednou (budto
prosté nebo negovany).

* Disjunktivni normalni forma (DNF) dané
formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar disjunkce elementarnich
konjunkci.




- Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) dané
formule je formule ekvivalentni s danou formuli a majici
tvar disjunkce uplnych elementarnich konjunkci.




Prevedte do uplné disjunktivni normalni formy
(a—b)v(—a&c)

(-a&-b&-C)v(-a&-b&c)v(-a&b&-c)v((-a&b&c)v(a&b&-c)v(a&b&c)

X Y
a b C -a a—b —a&c | XvY
0 0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 1 0 1




» Kazda vyrokova formule, ktera neni
kontradikci, je ekvivalentni jisté formuli
v disjunktivni normalni formé.

* Dvé uplné disjunktivni normalni formy téze
formule se mohou lisit nejvyse poradim
slozek v téze disjunkci nebo konjunkci.

* Disjunktivni normalni forma kontradikce je
prazdna disjunkce.




